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1 Deteccao de Arestas

Estas notas apenas oferecem um resumo dos métodos de deteccao de arestas
apresentados em sala. Estas notas apenas resumem os métodos apresentados;
quem quiser saber um pouco mais pode consultar as referéncias abaixo ([Nal-
wa] nao entra em detalhes, mas dd um apanhado geral da teoria sem muita
matematica).

A parte de discretizacdo de derivadas esta em um outro conjunto de notas
de aula e, portanto, nao é discutida aqui.

Daqui por diante, seja I (z,y) : R — R? uma imagem. Queremos encontrar
arestas dentro desta imagem, isto é, (pedagos de) curvas através das quais héd
variagoes stibitas do nivel de cinza (de I).

1.1 Gradient Thresholding

Sao métodos baseados em encontrar pontos (z,y) tais que
VI (z,y)| > C

onde o nivel de corte C' é uma constante (a ser determinada). Ao invés de pro-
duzir curvas, este método produz regioes de pontos que devem passar entao por
um processo de thinning. Por exemplo, pode-se usar a técnica de nonmaxi-
mum supression, isto é, eliminam-se pontos que nao sao méximos de |VI| na
direcao do gradiente VI.

A discretizacdo deste processo envolve o célculo discreto de VI em cada
pixel da imagem; é comum usar a expressao |VI \2 =12 + I,g para tanto; a
discretizacao das derivadas parciais é feita através de uma convolucao com uma
maéscara discreta (como descrito no outro conjunto de notas de aula).

Canny apresentou um refinamento dessa idéia: o uso de dois cortes C1 > Cs.
O maior, (1, seria usado para comegar a geracao de arestas, enquanto o segundo
seria usado para continua-las em pixels vizinhos aos ja declarados como pixels-
de-aresta.

Como as derivadas parciais amplificam as altas freqiéncias da imagem, o
gradiente é sensivel a ruidos de alta freqiiéncia. Tal sensibilidade pode ser
amenizada com um filtro de passa-baixa (Gaussiano, por exemplo). Assim, é
comum utilizar-se!

V(Gex 1) >C

1Usamos G; para uma Gaussiana de varidncia o2 = 2¢; o uso desta notacio faz com que

G satisfaga a equagao do calor: %ﬁ = V2G4, como veremos logo a seguir.



ou versoes discretas desta expressao para diminuir a sensibilidade ao ruido.
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Gaussiana de variancia 4 (¢ = 2)... ...e sua secao x = 0.

1.2 Laplaciano (operador de Marr-Hildreth)

O método de Marr-Hildreth propée encontrar pontos onde o Laplaciano é nulo,
isto é,

VA=Al =1, +1,=0

usando diversas possfveis notacoes. Para ser mais exato, apenas os cruzamen-
tos de zero do Laplaciano seriam declarados como arestas. O Laplaciano é um
operador linear e invariante por translagoes e portanto pode ser implementado
como uma convolucao. Ele também tem a vantagem de ser rotacionalmente
simétrico (uma propriedade desejavel na deteccio de arestas) e conter a infor-
magao da diregdo da transicao (cruzamentos positivo-para-negativo correspon-
dem a arestas escuro-para-claro).

Novamente, o método é muito sensivel a ruidos de alta freqiiéncia. Tal
sensibilidade pode ser amenizada usando ao invés

Note como isto pode ser calculado como uma simples convolugao com o ntcleo

_ 1 _L(x2+y2) _ 2+ y2 — 4t _L(x2+y2)
AG; = A <47rte T _ = o

cujo grafico é exibido a seguir.
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AGs (02 =4) ... ...e sua segao x = 0.

O grande problema deste método é a sua pobre localizacao, especialmente
quando a aresta tem alta curvatura (e, portanto, perto de cantos e jungoes). O
exemplo a seguir mostra isto

Exemplo 1 Por exemplo, comecando de um quadrado 10 x 10

[ 1,se |zl <10e |y| <10
I(z,y) = { 0, caso contrdrio

e convoluindo-o com uma Gaussiana de variancia 1, obtemos a sequinte imagem
e Laplaciano (exibidas aqui como grdficos de fungdes):

Gos* 1 ...e seu Laplaciano.
A sequir, mostramos as curvas de nivel correspondentes a A (Go.5 x I) = 0. Note
que apenas a curva exterior corresponde de fato a um cruzamento de zero; como
observado anteriormente, veja como € pobre a localizagao de arestas perto dos
cantos do quadrado original — enquanto o arredondamento dos cantos é espera-
do devido a suavizag¢ao pela Gaussiana, os cruzamentos de zero “escapam” do
quadrado perto dos cantos:
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Zeros de A (G +1).

E bom ressaltar que a localizacao pobre nao vem de ruido ou discretizagoes
(os célculos do exemplo acima foram realizados analiticamente; a discretizagao
e a quantizagdo s6 acontecem no momento da criagdo dos graficos), mas de
uma deficiéncia intrinseca do operador Laplaciano. Mesmo assim, o operador
Laplaciano é muito usado para deteccao de arestas.

Um outro método analogo ao do Laplaciano é o uso de nicleos de convolugao
que sdo diferengas de Gaussianas de variancias préximas (filtros DOG ou Dif-
ference Of Gaussians). Em outras palavras, as arestas seriam os cruzamentos
de zero de

(th — GtQ) x ]

onde t; e ty sao em geral valores préoximos um do outro. Para ver que este
método é semelhante ao do Laplaciano, note que

1
CGo = poe w0
0G, :52+y2—4a71(2+2
= - = (%) = AG
O 6ra® © ¢

Portanto, G¢, — G+= (t1 — t) aa—ciﬁ = (t1 —t) (AG:) é um muiltiplo de AG; para
t=t1, e seus cruzamentos de zero sao os mesmos do método de Marr-Hildreth.

1.3 Método de Haralick

Uma maneira mais correta de realizar o método de Gradient Thresholding segui-
do de Nonmaximum Supression em uma operacao consiste em encontrar direta-
mente maximos de |VI| na direcdo de VI. Em outras palavras, defina a fungao

g(x,y) =|VI (,y)]" =12+ I?

(o quadrado aqui existe apenas para facilitar as contas). Queremos maximos
o~ Sy . .
de g na direcao v = ~ do gradiente de I. Em outras palavras, precisamos



encontrar pontos onde d,g cruza zero, onde 9,9 é a derivada direcional de g
na direcdo de ¥. Mas

0pyg=Vg-U
pois ¥ é unitario. Como
Vg = 0, (IZ+12)i+0,(I2+12)j=

= (2Ll + 20y 1) 7 + 2Ly I, + 2L,,1,) 7

procuramos pontos onde

2

12+ 12

isto é, o método de Haralick sugere que encontremos os cruzamentos de zero de

Vg 7= (B Lyw + 211y 1oy + I 1,,) =0

H{I} = Ilp + 2L 1 1, + 171,
(desde que |VI| # 0).

Exemplo 2 A figura abaizo a esquerda mostra o resultado deste operador apli-
cado a Gos*1I, onde I € o quadrado 10x 10 descrito na se¢cao anterior. A direita,
mostramos os zeros de H {Gy 5 x I'}; note que apenas a curva central corresponde
de fato a cruzamentos de zero (o0s outros pontos satisfazem |V (Gos xI)| =0
e seriam removidos a sequir). Note como os cantos sao arredondados mas nao
“escapam” do quadrado inicial.
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H{Gys5«1I}... ...€ SEeUS Zeros.



1.4 Meétodos por Funcionais de Energia

H&a uma gama de métodos que se baseam em minimizagdo por funcionais de
energia. Inicialmente, considere o seguinte exemplo de suavizacao de sinais.

Exemplo 3 Dada uma funcao f : [a,b] — R considere os funcionais
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para uma fungao diferencidvel qualquer g : [a,b] — R. Note que E; mede quanto
g se distancia de f e Fo € uma medida de quanto g € “bem comportada”. Para
obter uma aproximagdo suave de f, podemos considerar a fun¢do g que minimiza

E{g} = (E1 + aE>) {g}

onde o parametro o controla qual propriedade € mais importante: obter uma
funcdo suave ou ficar perto de f. Assim, se a = 0, wma solu¢do possivel é
g=f (se [ for diferencidvel); por outro lado, & medida que o — o0, g (x) = K
(constante) torna-se uma das melhores solugdes. Para encontrar g matemati-
camente, precisamos utilizar o cdlculo das variacdes e encontrar uma equacao
diferencial para g, neste caso

g—oag"=f

Uma idéia semelhante pode ser usada para segmentacao de sinais unidimen-
sionais — o chamado “Weak String Model”.

Definio 4 Dada uma fungao f : [a,b] — R, o funcional de energia do weak
string model ¢ dado por

b
BloSh=u [0 —f@F dt+ [ (0 d+vs(s)
a la,b]—S
onde S é um conjunto de saltos {t1,ta,....,tn} tal que a = tog < t; < &3 <
e <ty < tpa1 = b; g € uma fungdo diferencidvel em cada intervalo da forma
[ti, tix1] (mas possivelmente descontinua em cada tx); #(S) = n € simplesmente
o numero de elementos de S. Note que podemos ajustar a fidelidade ao sinal f
(através do ajuste do pardmetro p) e a quantidade de arestas desejados (através
do ajuste de v).

A idéia do modelo acima é encontrar g e S que minimizem F {g, S}; entdo,
S serd considerado o conjunto de arestas do sinal f original enquanto g serd
uma reconstrucgao suave-por-partes de f que atende a tal segmentacao.

O caso bidimensional é semelhante, mas o funcional de energia se parece com

F{g, 8} = /D (- f)° dA+ / Vgl? dA+ v.e(S)

D-S



onde S é em geral um conjunto de curvas e e (S) pode ser tomado como a soma
de seus comprimentos (ha outras opgoes para e (S)).
O caso discreto unidimensional é mais simples. O funcional se torna

E{g, S} =13 (95— fi)' + 3 (941 = 95)" +v-# ()

J¢S

onde S é um conjunto de indices, cada um indicando a presen¢a de um aresta
entre f; e fj+1. Este funcional é normalmente re-escrito como

E{g,l} =12 (9= i)+ (901 -9 (1 =) +v DL

onde I; é a fungio caracteristica de S, isto é, [; = 1 se j € S e [; = 0 quando
j ¢ S. O problema é entdo encontrar a seqiiéncia g; e a seqliéncia bindria I;
que minimizem o funcional F {g,l}. Surpreendentemente, existem algoritmos
de programacao dinamica que encontram g e | rapidamente neste caso discreto
unidimensional (dada a seqiiéncia inicial f).

Os casos continuos e o caso discreto multidimensional sdo bem mais dificeis.
Uma idéia é comegar de {g, S} quaisquer e mudé-los lentamente (localmente)
para que a energia F {g, S} caia. Tais metédos encontram minimos locais do
funcional F, mas nao hé garantia que os minimos encontrados sejam préximos ao
minimo global. Resultados melhores sio obtidos se mudancas bruscas (globais)
sdo adicionadas esporadicamente, cada vez menos freqlientemente — a idéia
basica do “simulated annealing”. Uma discussdo mais profunda deste tépico
foge ao escopo de nosso curso.

1.5 Difusao Linear e Difusao Nao-Linear

Nesta secdo, tocaremos levemente nas idéias que levam a modelos de difusao
nao-linear. De fato, estes modelos nao sao exatamente para detectar arestas
diretamente, mas correspondem a um pré-processamento a ser aplicado na im-
agem que a suaviza (eliminando a sensibilidade a rufdo) enquanto mantendo a
nitidez de suas arestas.

Comecemos notando que o processo de convolucao com uma Gaussiana pode
ser visto como um processo de difusao linear. De fato, dada uma imagem
I : R? — R, considere as vérias imagens obtidas a partir de convolucdes com
Gaussianas de diferentes variancias, isto é

L(z,y;t) = Gixl
_ L HE)
G = 47rte ’
Gy = 6(x,y) (por extensdo)

(iamgine que ¢t € RT); note que

oL 9(GxI) 0G B _
el x I =AGxI=A(G*I)=AL



onde usamos novamente a propriedade citada no final da segunda segdo (onde
comentamos os filtros DOG). Em outras palavras, podemos pensar em L como
a solugao da seguinte equacao diferencial linear com condicoes iniciais

L(z,y;0) = I(z,y)
oL 0? 0?
J— = = —_— —_— >
T AL (&tQ + 8y2> L (para t > 0)

Esta equacao diferencial é conhecida como equagao do calor ou processo de
difusao linear. O nome vem do seguinte modelo fisico: se uma placa metslica2
uniforme (isolada do mundo externo) tem temperatura inicial (em ¢ = 0) dada
por L(;0) = I(-), sua temperatura num determinado instante ¢ é dada por
L (;t) satisfazendo a equagao diferencial acima.

O mesmo modelo vale no caso unidimensional (para uma barra metélica):

oL _ &L 1 _ L2
L(.’L‘O,t()) £§(x) }ﬁéL(l’,t)—m(e at )*I(ZL’)

Como vimos nas segdes anteriores, o processo de difusdo linear suaviza a imagem
por igual em todas as direcoes, inclusive através de seus arestas. Enquanto
a suavizagao é necessaria, alguns arestas que desejamos detectar podem ser
deslocados durante esta suavizagao, ou mesmo eliminados.

Em geral, se a barra nao é uniforme, podemos caracteriza-la termicamente
pela sua condutancia térmica C (z). O modelo de difus@o torna-se uma equagao
nao-linear

oL _ 90 C()a_L _ocoL | L
ot ox\ "\ or) T dror oz
L(x,0) = I(x)

onde I (z) é novamente a distribuigao inicial de calor na barra. Note que C ()
é alto nas partes da barra onde o calor se espalha rapidamente, e pequeno nas
dreas mais “isolantes” com respeito ao calor. Se C'(x) = 0 numa parte da barra
entao %—f =0= L(x,t) = I (z) e a distribuicdo de calor, por mais desigual que
seja, nao muda com o tempo ¢.

A versao bidimensional é semelhante

oL 0 oL 0 oL
= = %<C(x,y)%>+a—y(0(:c,y)a—y>—VC’~VL+C’.AL
L(z,y;0) = I(z,y)

(o termo & direita mostra como a equagdo acima é rotacionalmente simétrica).

Aqui estd o centro da idéia de Perona e Malik: ao invés de tomarmos a
“condutancia térmica” como constante e chegarmos a difusdo linear, por que
nao colocarmos uma condutancia menor onde esperamos encontrar arestas, isto

2Exceto pelo apelo visual, nido hé necessidade de se pensar que a placa é de fato metélica.



é, onde o gradiente de L é grande? Assim, a imagem L se suavizaria apenas nos
pontos onde a suavizagao é necessaria, mantendo os arestas nitidos para uma
analise via um detector de aresta. Por exemplo, podemos tentar

1

Cloy) = —
(@) 1+ VI

ja evitando condutancias infinitas. Infelizmente, pode-se mostrar que a equagao
diferencial que se obtém com esta expressao de C (x,y) é mal comportada, isto
é, ela amplifica instantaneamente qualquer ruido de alta freqiiéncia.

Para regularizar esta situacao, pode-se tomar

1

Cloy) = — =
(@) 1+ |V Gis D)

e esta é a proposta de Perona e Malik. A discretizacdo da equagao diferencial

é razoavelmente imediata (apenas precisamos dos operadores % e a%, e entao

precisamos decidir como discretizar %) e oferece resultados ineteressantes. A

presenca da Gaussiana no denominador de C' (x, y) ndo deve assustar — afinal de
contas, qualquer discretizacao de |VI| j& envolveria uma suavizagao de qualquer
forma.

H4 outras alternativas para a escolha de C (z,y); Nitzberg e Shiota, por
exemplo, propuseram uma equacao diferencial que nao sé preserva arestas mas
também procura enfatiza-las espalhando niveis de cinza até os lados dos arestas
em potencial. Novamente, uma analise mais profunda destes métodos escapa ao
NOSSO €SCopo.
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