Capitulo 1

Transformadas de Sinais
Nao-Discretos

1.1 Convolucgoes

Seja um operador (ou filtro) L que recebe um sinal unidimensional f (z) :
R — R e retorna um novo sinal unidimensional (Lf) (z) : R — R.

Definicao 1.1 L € linear se
L{f+Xg}(x)=Lf(z)+ XLg(z)
para quaisquer sinais f e g e qualquer constante A € R.
Definicao 1.2 L € invariante por translacoes se
L{f(x—a)} = (Lf)(z - a)
para qualquer sinal f e qualquer constante o € R.

Se definirmos o operador translacdo dado por T, g () = g (x — ) entdo esta
defini¢ao equivale a

LoT,=T,o0L

Filtros lineares invariantes por translagoes sao muito comuns em processa-
mento de sinais, e portanto merecem uma caracterizacao mais explicita. Para
tanto, utilizaremos uma “funcao” bem conhecida em processamento de sinais.

Definicao 1.3 A funcdo delta de Dirac (também denominada impulso unitdrio)
é a fung¢do com a propriedade de amostragem

/+OO f(u)é(u) du=f(0) para qualquer f : R — R

—00
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que também satisfaz
6(x) =0 para qualquer x # 0

A definicao acima néo é rigorosa; de fato, estritamente falando, é impossivel
definir uma funcao § : R — R que satisfaca a definicdo acima. No entanto, é
possivel definir “funcdes generalizadas” tal como § acima em Anélise Funcional®
e, por incrivel que pareca, tais “funcoes” podem ser operadas da maneira usual.
Note que em particular tomando f =1

/+w5(u) du=1

— 00
Portanto, por assim dizer, a funcdo delta é nula em qualquer ponto exceto
na origem, onde seu valor é infinito o suficiente para que a area sob seu gréafico

seja exatamente 1.
Note que uma simples mudanca de varidveis nos da

+00 +oo
/ f(u)é(sz)du:/ fa—v)8(0) do=f(z—0)=f(x)

—0Q —00

e as fungoes 6, () = 6 (x — u) formam uma base natural do espago de fungoes;
para tanto, leia a expressdo acima : f (x) é um vetor que pode ser decomposto
como uma combinagao linear (ndo uma soma, mas uma integral) dos vetores
by (), cada um com coeficiente dado por f (u).

Proposigao 1.4 Toda transformacao linear L invariante por translacoes € da-
da por uma convolu¢cao

+oo

(Lf) () = (f +h) (z) = fw)h(z—u) du

onde h = L6 € a resposta de L ao impulso unitdrio.

Demonstragao. De fato, seja h (z) = (L) (x). Como L é linear

400 +oo
<Lf><x>L{ f(u)é(xu)du}/ L (u) 8 (2 — w)ydu =

—00

—+o00

:/ F) L6 (x — )} du
—0o0
e portanto, usando a invariancia por translagoes

+o0 Foo
(Lf)(fﬁ):/ f(u) (L) (x = u) du = ) h(z —u)de = (f *h) (z)

—00 —

LA idéia da Analise Funcional é definir 6 () como o limite de uma sequéncia de fungdes
fn (z), todas elas positivas, satisfazendo [ fn (z)dz = 1 e com suportes cada vez menores
com intersegdo {0}. Tal limite ndo existe no sentido cldssico, mas pode ser bem definido num
espago de funcionais que inclui de maneira natural o espago das fungdes f : R — R. Para o
leitor interessado, recomendamos [1].
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A funcdo h = Lé é chamada funcdo de espalhamento pontual da transfor-
macao linear L. Freqiilentemente, usaremos a notagao Ly f = f x h.

Dados dois sinais quaisquer, nem sempre a convolugao entre eles esta bem
definida. No entanto, se nos limitarmos a sinais de quadrado integréavel, isto é,
tais que

+oo
/ \f(u)|2 du < 400

entdo a integral da convolugdo converge. Mais ainda, nao ¢é dificil provar as
seguintes propriedades da convolugao

Proposigao 1.5 Dados sinais f, g e h de quadrado integrdvel

fxg=gx*f
(fxg)xh=fx(gxh)
fxo=f
d(fxg) _df ~_ . dg
dx T dx 9=1 dzx

sendo esta ultima expressao valida sempre que as derivadas envolvidas forem
vdlidas.

Comentario 1.6 Note que muitas fungdes que nao sdo diferencidveis passam
a ter derivadas quando introduzimos fungoes generalizadas (como a fun¢ao delta
de Dirac). Por exemplo, a fungdo degrau unitdrio

() = 0,sex <0
ulr) = 1, sex>0

passa a ter como derivada a funcao delta

Estas “novas derivadas” tém as mesmas propriedades das derivadas “usuais”.

1.2 Transformada de Fourier

Uma boa maneira de entender uma transformacao linear é estudar a sua
diagonalizacdo. Se {64} é uma base do espago de fungoes, que outra base di-
agonalizard a convolucao? Em outras palavras, que vetores sao autovetores da
convolugao?

Se estendermos o nosso espago de fungoes para incluir fungdes complexas, a
resposta é surpreendente.

Proposicao 1.7 A funcdo e, (xv) = €™ ¢ um autovetor do operador Ly
(qualquer que seja h).
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Demonstragao. De fato,

+oo )
Lpey (x) =hxey, = / h(u) 2@ gy =

—00

= (/+OO e 72TV (y) du) P = (w) ey ()

o0

mostra que e,, ¢ um autovetor com autovalor dado pela expressao

—+o00

h(w) = / h(u) e 2™ dy,

—00

Note que a escolha de uma convolugéo (de um h) nado muda os autovetores
que sao sempre oS mesmos e,,, mas corresponde apenas a uma escolha dos
autovalores h (w). A funcdo h (w) é chamada fungio de transferéncia do filtro
Lp,.

Assim, a operacdo Ly, f = h* f pode ser realizada da seguinte forma (nova-
mente, compare esta descrigdo as transformagoes lineares em R™):

e Decomponha f na base e,; neste contexto, ao invés da combinagao linear
usual com um somatério, temos

+oo
f () =/ f (W) ew (x) dw

—00

onde os coeficientes f (w) de cada vetor e, tém de ser determinados de
alguma forma;

e Multiplique cada f (w) (que é o coeficiente do vetor e,,) pelo autovalor
correspondente h (w);

e Recomponha a combinagao linear para obter Ly, f
Foo R
th:/ h (w) f () ew (2) dw

E o nosso grande problema é: como obter os tais f (w)? Felizmente, podemos
definir neste espaco de fungoes o seguinte produto interno entre duas funcoes f
eg

400 -

(f,9) = f(u) g (u) du

Note que a definicdo acima satisfaz todas as propriedades usuais de um
produto interno (lembrando que (f,g) = (g, f))-

Afirmagao 1.8

<€w1,6w2> =0 (wl - ’lUQ)
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Esta afirmagao nao pode ser demonstrada apenas com o material que ex-
pusemos até aqui. De fato, o leitor que tentar prové-la diretamente de nossas
definigoes encontrara integrais divergentes que nao podem ser resolvidas com o
calculo tradicional. No entanto, este resultado pode ser entendido da seguinte
forma: duas funcdes do tipo ey, (z) = 21T e ey, (z) = €22 njo se cor-
relacionam, a menos, é claro, que w; = ws (caso em que elas se correlacionam
e muito).

Mais importante, esta afirmacao diz que a base formada pelos vetores ey,
é ortogonal com este produto interno! Assim, os f(w) que queremos serdo
simplesmente a projecao do vetor f na direcao de e,,, isto é

~ +m .
F) = e = [ fwemay
Definicao 1.9 A Transformada de Fourier de uma funcgdo f(t) é dada por
~ +OO .
Fy= [ f@e e du

—00

sempre que esta integral for vdlida.

Note que a notagdo apresentada para a funcdo de transferéncia h é consis-
tente com esta definicao.

Proposic¢io 1.10 (Transformada de Fourier Inversa) E possivel decompor
uma fungdo f(x) como uma “combinacdo linear” dos vetores e, da seguinte
forma

+oo )
fa) = [ Fuem
—00
Demonstragao. Usando a definicao de f e a afirmagcao 1.8 com e, e e,

+oo ) +oo  ptoo ) )
/ f (UJ) 6271'2101: dw = / / f (U) 6727T2wu627mwz du dw =

—00 o0

_ /jf(u) </; eQﬂ(mu)wdw> du = /+Oof(u)(5(:c—u) du = f (z)

—00

Definicao 1.11 A Transformada Inversa de Fourier de um sinal g (w) é deno-
tada por

+oo
3o = [ gtw)emr do

—00
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Coroléario 1.12 A Transformada Inversa de Fourier nada mais é do que a
Transformada de Fourier de um sinal “refletido”, isto é, dada g (w)

Uma maneira comum de encarar a Transformada de Fourier em processa-
mento de sinais: f (w) mede o quanto de uma freqiiéncia w estd “presente” no
sinal f (z). De fato, o sinal e, () = €2™%% cuja parte real é cos (2rwz), é o
sinal “puro” de freqiiéncia w e f (w) é o peso de e, na reconstrucio de f(z).
Por esse mesmo motivo, diz-se que f () é a representagdo de f no dominio do
tempo ou dominio do espago, enquanto f (w) é a representagdo do mesmo sinal
no dominio da freqiéncia.

Note também como a intensidade da fregiiéncia w em Ly f é f(w)h (w),
isto é, hd um ganho de ‘E (w)‘ (possivelmente com defasagem dada pela fase de
h (w)) na freqiiéncia w quando f passa pelo filtro L. Por esse motivo, quando

o ganho ¢é alto perto de w = 0 mas baixo para |w| grande, dizemos que Lj é
um filtro de passa-baiza (apenas as freqliéncias baixas sobrevivem a esse filtro).

Por outro lado, se ‘71 (w)‘ é alto para |w| grande e baixo para w perto de 0, Ly,

é um filtro de passa-alta.
Algumas das propriedades bésicas da Transformada de Fourier seguem abai-
X0:

Afirmacao 1.13 As sequintes propriedades sao vdlidas (f e h sdo sinais quais-
quer; T(x)=1)

§=1T(w) (e portanto I =& (w) )
f/;k\h = f.h (e portanto ﬁz =fxh)

g(@)=baxf=f(z—a)=g(w) = f(w)e ™™ (e assim, |g(w)| =

g(0) = f(ax) = g (w) == F (%)

g(@) = f (@) =6+ f = §(w) = (&).f = 2miwf (w)

A seguir, apresentamos alguns exemplos de Transformadas de Fourier.

fw)|)

Exemplo 1.14

1
_ 55, —Q <zx<a
h (@) { 0, caso contrdrio
= h(w) = L e 2w gy = x il _ sin(2rwa) (2mwa)
2a J_, 2a —2mw |,__, 2rwa
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cujos graficos seqguem abaizo (para a =2):

1 1
0.8 0.8
0.6 0.
0.4 0.
0.2 0.
AN /\ /\ AW
4 2 0 2 4 4 -XV\/\E\/\/Vzw 4
0.2 -0:
h(z) h(w)

Note como a Transformada de Fourier é maior em baizas freqiiéncias (como
w =0, onde f(0) = 1), indicando que h é um filtro de passa-baiza (ndo muito
ideal). Quanto maior o valor de a, mais saliente € este pico. Também vale a
pena notar que quando a — 0, h — § e h — I, como esperado. Alids, a func¢do
0 € em geral definida através de um limite deste tipo.

Exemplo 1.15

+,0<x<2a
— 2077 — —
h(z) { 0, caso contrdrio

2a _omiwu | 2@ .
A 1 o 1 e sin 2rwa 4
; h(w) e 27mwudu — e 2miwa
0

" 2 20 —2miw uzoi 2mwa

Como h(w) é complexa, mostramos abaizo os grdficos de h(z) e ‘ﬁ(w)‘ =

—Sigﬁg’g’“ para a = 2:

1 1
0.8 0.8
0.6 0.
0.4 0.
0.2 0.

AnN /\ A AW
4 2 0 2 4 4 -?V\/\ﬁvvvz 4
X w

0.2 -0.
h () h (w)

Este exemplo ressalta wma propriedade jd indicada: transladar h no tempo
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(a unidades para a direita) simplesmente muda a fase de h (maultiplica h por
e~ 2™ ) mas ndo muda o seu ganho®.

Exemplo 1.16

) = cos 2mwoz),—a <z <a
o 0, caso contrdrio

= f(w) = / cos (2mwou) e~ 2T dy =

—a

_ 1 /sin(2am (w + wo)) n sin (2am (w — wy))
T or w + wy w — wo

cujos graficos seqguem abaizo (para a =2 e wy = 0.5):

1.5
05

4 2 0 )2( 4
o 1’ /\/\/\/\ (\/\/\/\ PN
1 XVVV-’X/\)U U\)\é\‘/vv"éx
L5 0.5
f () f (w)

Note como a Transformada de Fourier acusa as fortes presencas das freqiiéncias
w = +0.5. FEstes picos tém altura aproximadamente igual a a e ficam mais
salientes a medida que a cresce. Note que como f ndo foi “normalizada”, o
valor de f(w) perto de w = twq ird explodir quando a vai para infinito. FEsta
observacao estd associada a propriedade de manutencdo de energia a sequir.

Afirmagao 1.17

[ irra= [ |fw)| d

—00 —00

Em outras palavras, a energia do sinal f (u) no dominio do tempo € a energia de
f (w) no dominio da freqiiéncia. Isto nao € surpreendente jd que os coeficientes
f(w) e os coeficientes f (u) nada mais sio que decomposi¢des de f em bases
ortogonais distintas.

2Literalmente, ’ﬁ(w)) = }5’2“3#“’“}, mas usamos esta fungdo sem o mddulo a titulo de

comparagao com o exemplo anterior. As partes negativas simplesmente indicam uma fase de
.
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1.3 Transformadas Bidimensionais

A teoria discutida até aqui é facilmente generalizada para o caso multidimen-
sional. Nesta se¢ao, indicamos os principais resultados associados a convolugoes
e Transformadas de Fourier bidimensionais; a extensao para maiores dimensoes
é imediata.

Definigao 1.18 A func¢do delta de Dirac bidimensional é a fung¢do com a pro-
priedade de amostragem

/ f(x,y)6(x,y) dA = f(0,0) para qualquer f: R* - R
R2
que também satisfaz

6 (x,y) =0 para qualquer (z,y) # (0,0)

Afirmacao 1.19 Defina 6y,,y, = 6 (x — z0,y — yo). Entdo

£ @) e (@20) 44 = £ (20,30

Afirmacgao 1.20 Toda transformagado linear L (que leva fungdes de duas vari-
dveis em fungoes de duas varidveis) invariante por translagoes é dada por uma
convolugao

Lf@h) = (Feh) @) = [ faphe—nb-y) dA
onde h = L6 € a resposta de L ao impulso unitdrio bidimensional.
A convolucdo bidimensional satisfaz as mesmas propriedades que a con-

volugao unidimensonal. Em particular, a propriedade da derivada da convolugao
pode ser aplicada a qualquer derivada parcial:

o(fxg) _0f . 99
ox 78x*gif*8x
olfxg) _0f ~_ . 0Og
oy oyt ey

Comentario 1.21 Pode-se realizar a convolucdo em apenas uma das vdrias
varidveis de duas fungdes; por exemplo, a partir de f (z,y) e g (x,y) podemos
realizar uma convolucdo somente na primeira varidvel, mantendo y fixo

+oo

h(w,y)=f*xg=/ f(uw,y)g(x—wu,y) du

—00

Quando isto ocorrer, usaremos a notagao %, para indicar a varidvel que foi con-
voluida, como indicado acima (se tal varidvel ndo for ébvia do contexto). FE
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importante distinguir esta convolucdo da convolucao verdadeiramente bidimen-
sional! Por exemplo, nao € surpresa que

O(f*rg9) Of - dg
ox 7%*mgif*m8m

mas para a deriva¢ao em y precisamos de uma regra tipo produto

O(f*g) _Of 9g
— 2 = s, g+ [k =—
By 9y 9 [ e dy
Esta ultima forma deve ser aplicada sempre que calcularmos derivadas parciais
com respeito a varidveis que nao estao na convolucdo!

Os autovetores da convolugao sao agora dados por autovetores da forma

Cwi,wo (xuy) = eQﬂi(w1x+wzy)

que representam de certa forma freqiéncias puras na dire¢ao (wy,ws). A
titulo de ilustracao, segue abaixo o grafico da parte real de ey, «,, & saber,
cos (w1 + way)

w1 = 1; wo =0.3

Definicao 1.22 Dada uma funcdo f : R> — R, definimos a sua Transforma-
da de Fourier como

f(wlan) = / [ (x,y) e 2miwvaTe2mivzy g 4
R2

Note que a sua inversa é

f (x,y) = / f(w17w2) 627Tiw1x627riw2y dw1 d’LUQ
R2
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Exemplo 1.23 Se h somente depende de wma varidvel, digamos, h(z,y) =
g (x), entdo

o) = [ [ gayemimein gy -
:/ g(l‘) 67271'2’1011 (/ 627riw1ydy> dr =

. . sin27mwia
g (wy) lim ———
a—o0 W1

ndo € exatamente a Transformada de Fourier de g (e provavelmente nao con-
vergird). O problema € que o sinal h(x,y) = g (z) tem energia demais. Mesmo
que tentemos consertar este problema tomando

_J g, —a<sy<a
h(z,y) = { 0, caso contrdrio

ainda temos

A R sin 2mwoa
h(wi,ws) = § (wy) ————
W9

e a transformada de h ainda nao € exatamente a transformada de g. Fstas
observacgoes sao casos especiais da sequinte propriedade.

Proposigao 1.24 Dadas duas fungées f,g: R — R, construa o produto tenso-
rial

h(z,y) = f(x)g(y)

Entao a Transformada de Fourier de h €

h (wi,wz) = f (w1) § (w2)

Demonstragao. De fato

g = [ [ hGag e e g dy -
— / / f (l‘)g (y) e—27riw1xe—27riw2y dx dy —
(/ f —27riw1x dl‘) </ g(y) e—27riw2y dy) —

*f(wl g (w2)

onde assumimos que todas as integrais acima convergem. =

Corolario 1.25 A funcgdo h(xz,y) = 6 (x) g (y) tem Transformada de Fourier
h’(wlan) = g ('lUg)
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Afirmacgao 1.26 As seguintes propriedades sao vdlidas (f e h sdo sinais bidi-
mensionais quaisquer; I (z,y) =1)
6 =T(wy,ws) (e portanto T = § (w1, ws) )
f/*\h = f.h (e portanto fh=fx h)
9(@.0) = Flz - ay—b) = § i) = F (wy,ws) e 200w (15 [ f])

g(mvy) :f(al’,ay) =>§(w1,w2) = éf (ﬂ %)

a’ «a
of 96 ) N .
g(z,y) = 6—£ = %*fig(whw) = <%>.f=2mw1f(w1,w2)

1.4 Exercicios

(1) Demonstre as propriedades bésicas da convolucao (Proposicao 1.5) e suas
versoes bidimensionais.

(2) Demonstre as propriedades da Transformada de Fourier (Afirmagoes 1.13
e 1.26).

(3) Mostre que se f(z) é real entdo f(w) = f (—w). Conclua que f(0) é
real. Generalize para a Transformada de Fourier bidimensional.

(4) Considere f (z,y) = cos (2w, x + 2rway) = Re e 2mH(wiz+w2y) - Vamos
encontrar o comprimento de onda e a direcao de f em funcao de wy e ws.
(a) O que sdo as curvas de nivel de f7
(b) Dé um vetor perpendicular as curvas de nivel de f. Que angulo este vetor
faz com o eixo x?
(c¢) Qual a distancia entre as curvas sucessivas que correspondem a f = 1 (com-
primento da onda)?

(5) Mostre que se f () > 0 para todo z, entdo ‘f (w)‘ < f(0) para qualquer
w; em outras palavras, no dominio da freqiiéncia, a componente mais forte de um
sinal positivo é a componente continua. Generalize para o caso bidimensional.
Quando ocorre a igualdade?

(6) Uma longa barra numa imagem parece produzir “linhas de freqiiéncias”
na sua Transformada de Fourier. Vamos descobrir porque isto acontece:
(a) Calcule a Transformada de Fourier da fungéo f (x,y) = 6 (z) (versdo ideal-
izada de uma barra fina e longa). H4 tais linhas?
(b) Calcule a Transformada de Fourier da funcao indicatriz de um retangulo
2m x 2n centrado na origem com lados paralelos aos eixos (isto é, uma fungao
que vale 1 dentro do retangulo e 0 fora dele).
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(c) Suponha que m >> n, por exemplo. H4 tais linhas (ou segmentos)? Onde?
(7) a) Utilize uma Transformada de Sinais (Fourier) para mostrar que a
solucdo geral f (x) : R — C da Equacao Diferencial Ordinaria
f' (@) =-K f(2)
onde K é uma constante positiva, é dada por

f($) — Kleﬁix +ng_ﬁ”

b) Utilize uma Transformada de Sinais (Fourier) para encontrar todas as fungoes
F (z,t) que satisfagam a Equagao Diferencial Parcial abaixo

or_or
o2 Oz
F(z,0) = fo (2)
oF

(8) Se uma rotagdo de coordenadas de angulo # é aplicada a uma funcao
f (z,y), como muda a sua Transformada de Fourier?



Bibliografia

[1] Rafael Iério Junior and Valéria de Magalhdes I6rio, Equagdes diferenciais
parciais: Uma introdugdo, IMPA, Rio de Janeiro, 1988.

15



