Capitulo 2

Transformadas de Sinais
Discretos

2.1 Convolucgoes

Como no capitulo anterior, considere um operador L cuja entrada é agora
um sinal discreto unidimensional f [n] : Z — R e cuja saida serd um outro sinal
discreto Lf [n] : Z — R. Note o uso de colchetes ao invés de parénteses para
indicar que o sinal é discreto, notacao que adotaremos daqui por diante.

Nesta secao examinaremos brevemente a classe dos operadores L que sejam
lineares e invariantes por translagoes (cuja definigdo é similar & do capitulo
anterior). Desta vez, faremos uso da versao discreta da funcdo delta de Dirac:

Definigao 2.1 A funcdo delta de Dirac discreta (ou impulso unitdrio discreto)
é definida por

6[0] =1
6[n]=0sen#0

Corolario 2.2 A func¢do delta de Dirac discreta é a unica com a propriedade
de amostragem

“+o0
Z fla)é[a) = f[0] para qualquer f:7Z — R
Note que
+oo
flnl= > flalén—al

e as seqiiéncias 6, [n] = § [n — ] sdo uma base natural do espago de seqiiéncias.
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2 CAPITULO 2. TRANSFORMADAS DE SINAIS DISCRETOS

Proposigao 2.3 Toda transformacdo linear invariante por translagoes € dada
por uma convolucao discreta

“+oo
Lffl=(f*h) = Y flalhln—a]

a=—00

onde h = L6 € a resposta de L ao impulso unitdrio.

Demonstragao. Seja h = L6. Entao como L é linear e invariante por
translagoes

00 +o00
Lf[n}—L{ >, f[a]5[na]} Y L{flalsn—a]} =

aA=—00 a=—00

+o0 foo
= > flL{sfn—a}= 3 flalhln—a]l=fxh

a=—00 aA=—00

sempre que os somatérios acima convirjam fortemente. »

A funcdo h = L6 é chamada de funcdo de espalhamento pontual discreta de
L; como antes, usaremos Ly, f = f * h.

Note que nem sempre a convolugdo de duas seqiiéncias estd bem definida
(de fato, até mesmo a demonstragdo da proposi¢ao acima falha se os somatdrios
nela envolvidos nao convergirem). No entanto, se nos limitarmos a seqiiéncias
de quadrado soméavel

“+oo
Yol < oo

—00

entao a convolugao estd bem definida e as seguintes propriedades sao validas.

Proposigao 2.4 Dadas seqiiéncias f, g e h de quadrado somdavel

fxg=gx*f
(fxg)xh=fx(gxh)
fro=f

A(f*xg)=Afxg=fxAg

onde Af € a seqiéncia definida por Af [n] = f[n+1] — f[n].

Em particular, sinais finitos (isto é, com suporte finito: n > M = f[n] =0
para algum M) satisfazem todas essas propriedades. Note também que a tltima
propriedade vem das duas primeiras, j4 que Af = K x f onde K = [1 —1] é
centrado em —1 (isto é, K [0] = —1).
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2.2 Transformada de Fourier de Tempo Discreto
(DTFT)

Se Ly, é um operador convolucao qualquer definido por Ly, {f} = f * h, serd
que podemos diagonalizé-lo? Se sim, que base o faz? Quais os autovetores do
operador convolugao?

Proposicao 2.5 A seqiiéncia e, [n] = €™ é um autovetor do operador Ly,
(qualquer que seja h).

Demonstracgao. De fato,

+00 -
Lpey [n] =hxe, = Z h[a] 2miwin—a) —

a=—00

— < Jio h[a] e2mwa> e = i (w) ey 1]

a=—00

mostra que e,, ¢ um autovetor com autovalor dado pela expressao

—+o0
fz(w) _ Z h [a} e 2miva
a=—0o0

n

Novamente, toda convolucao tem como autovetores os mesmos vetores e,,;
apenas os autovalores h (w) é que mudam de convolugao para convolugdo. Note
uma peculiariedade deste conjunto de vetores: como n é sempre um inteiro,
ew [n] = ew41[n] para qualquer w. Em outras palavras, basta considerarmos os
vetores e, para 0 < w < 1 — qualquer outro valor de w apenas repete vetores
ja considerados.

Como decompor uma seqiiéncia f [n] como combinagao linear desses e,, (com
0 < w < 1) para que possamos realizar a convolucdo via produtos? O caminho
certo é tentar algo na linha do produto interno

“+o0
<f’g> :Zf[a}m

que esta definido no sentido classico para todas as seqiiéncias de quadrado
somavel. De certa forma, os vetores e,, formam uma base ortogonal (isto néo
faz sentido na analise cldssica — os vetores e,, nao sao seqiiéncias de quadrado
soméavel). Este fato nos sugere o uso do produto interno para decompor uma
seqiiéncia f [n] em componentes de diversas freqliéncias.

Definigao 2.6 A Transformada de Fourier de Tempo Discreto' (Discrete-Time

1O nome que se d4 a esta transformada é bastante infeliz: gostarfamos de chamé-la de
Transformada de Fourier Discreta, mas este nome é reservado para uma outra situagao que
serd discutida no capitulo seguinte: o caso em que f [n] é uma seqiiéncia finita (isto é, um
vetor em R™)
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Fourier Transform, ou DTFT) de uma seqiiéncia f [n] é dada por

f( ) few _ Z f 727T’L"LUOL

a=—00
sempre que este somatorio for vdlido.

Como f (w) é perlodlca de periodo 1, é comum imagina-la como uma fungao
f:[0,1] -Rouf: [— é, %] — R. Note também que, felizmente, a notagao h
acima é consistente com essa definigao.

Estranhamente, a afirmagdo de que os vetores e,, sdo ortogonais nos indica o
caminho certo mas nao é necessaria para demonstrar a férmula da Transfor-
mada Inversa. Ao invés, o resultado que precisamos é um célculo simples cuja
demonstracao deixamos ao leitor:

Lema 2.7

1
/ XTI d = § [n]
0

Proposicao 2.8 (Transformada Fourier Inversa de Tempo Discreto) A
seqliéncia f [n] pode ser decomposta como uma “combinagdo linear” dos vetores

ew da sequinte forma
1 ~ .
:/ f(w) 627mum dw
0

Demonstragao. Usando a defini¢ao de f e o lema acima

1
/ f(’lU 2miwn dw = / Z f 727r2woz 27mwn dw
0

- e Qﬁ%m“” )(g%f Sfn =l = £

Definigao 2.9 A DTFT Inversa de um sinal g (w) € denotada por

1
il = [ gt au
0

Intuitivamente, f (w) mede o quanto de uma freqiiéncia w estd presente na
seqiiéncia f [n]; como freqiiéncias que diferem por 1 sdo indistinguiveis numa
seqiiéncia discreta (e; [n] = e*™ = 1 = eq[n]), basta considerar 0 < w < 1.
Diz-se que f (w) é a representaciio da seqiiéncia f [n] no espago da fregiiéncia.

As propriedades bésicas da DTFT seguem abaixo:
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Afirmacgao 2.10 As seguintes propriedades sdo vdlidas (f e h sdo seqiiéncias
quaisquer; I[n] =1)

—

I[n] = Z 6(w—k) (extensao periddica de 6 (w) )

k=—oc0
Fxh=fh
fh=fxh

glnl=fln—ao] = §(w) = f ()™ (e |§ (w)

Exemplo 2.11 Seja hn] = £ para n € {—1,0,1} (h[n] = 0 caso contrdrio).
O filtro Ly, € um filtro “box”, que suaviza um sinal f. De fato, a convolugdo
substitui f [n] pela média de seus 3 valores vizinhos

fln=11+flnl+ fln+1]

th [n] = 3
No espago da fregiiéncia, tem-se
A 1 N N 1
h(w) — § (eQﬂ'Zw + 1 + 6—271'“11) o § (2 Ccos 27Tw + 1)

cujo grdfico seque abairo (usando —0.5 <w < 0.5)

0.2 0.4
w

confirmando que h € um filtro razodvel de passa-baiza (mas note que, por ex-

emplo, ‘E(OB)‘ > ‘5(03)‘) Por exemplo, se f € uma discretiza¢do do degrau
unitdrio, tem-se

f= . J0[0
fxh=[..]0]0

111
111

kolH ©

koing —

Exemplo 2.12 Por outro lado, se h =[—12 — 1|, sua DTFT é dada por
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04 02 0 02 04
h(w) =2 — 2cos 2mw

e Ly € um dtimo filtro de passa-alta. Por exemplo

f= ~Jo0J0]o0J0 [LI]I]I]1L
fxh=[..]0]0]0]-1]1]0]0]O

Comentario 2.13 Note que a DTFT corresponde a Transformada de Fourier
da amostragem pontual de um sinal, isto €,

“+o0
g@)= Y flléle—n]=jw)=f(w)

n=—oo

onde g corresponde o Transformada de Fourier “tradicional” (que, neste caso,
€ naturalmente periddica) enquanto f é a DTFT de f. Assim, se utilizarmos
a prdtica (comum em Processamento de Sinais) de identificar um sinal discreto
com uma soma de impulsos

fllmg@)= > fIk6&(x)

k=—o0

a Transformada de Fourier passa a ser uma unica transformada.

2.3 Transformada Z

Definigao 2.14 Dada uma seqiiéncia f[n] definida para n inteiro, definimos
a sua Transformada Z (também denominada fungdo geradora) como a série de
poténcias

pr(z)= > flnz"

n=—oo
A Transformada Z é basicamente a DTFT onde usamos z ao invés de e ~2™%,
Muitas vezes esta substituicao nos permite trabalhar de maneira bem mais
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simples. Em geral, uma série de poténcias desse tipo converge apenas para
r1 < |z| < ro (para algum 71, 72); em particular, se tivermos uma expressao
para a Transformada Z de uma seqiiéncia vélida para |z| = 1, podemos calcular
a sua Transformada de Fourier via

fw) =y (e7)

Caso a Transformada Z seja bem definida (e diferencidvel em volta de z = 1),
temos as seguintes propriedades:

e Normalizagao

D flnl=p(1)

n=—oo

e diz-se que f é normalizada quando

Y. fil=er1)=1

o Média
p= 3 il =)
e Variancia
= 3 ) o=
- i n(n—1)f[n]+ i n(1—2p) f[n] + p? i finl =
= gaﬁf; + =’ o o

se f é normalizada.

e Convolucao

@fl*fQ = @fﬁpfz

Em particular, se f1 e fo sdo normalizadas, com Transformadas Z dadas
) )
por o1 e @y, médias p1 e o e variéncias crf e 02, a convolucdo fi * fo terd

média 1 = py + e e variancia 02 = 0% + 3. De fato

P =Ppixfs = P12 =
p=¢"(1) =1 (1p2(1) + e1(1)@5(1) = p1 + p2
o =" (1) +p—p?=
—@1(1)@( )+ 2¢1 (1)h(1) + o1 (1)l (1) 4 p — i

u1+u1)+2u1u + (03 - u2+u2)+u =
_UI+U§

¥
|
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o Reflexdo

fan] = fi]-n] =
= e2(2) = o1 (z7)3 p2 = —ps 03 = o

Exemplo 2.15 Do mesmo modo que as Transformada de Fourier e Laplace sdo
ferramentas utilizadas na resolugdo de equagdes diferenciais, a Transformada Z
(ouw a DTFT) pode ser usada para resolugao de equagoes diferenciais discretas.
Por exemplo, se quisermos F : Z x R — R tal que

OF;[n]
ot —Ft[n]—Ft[n—l]
Fy[n] = fon)

podemos notar que Fy [n]—Fy [n — 1] = (K % F}) [n] (onde K = [—1 1] € centrado
em —1) e aplicar a Transformada Z

0
2 = (2= Der,

PEy = Pfo
entao
PFr, = e(z_l)tsofo

Mas note que

2 3
e(z=Dt _ =t (ezt) — et <1 +tz+ EZQ + 52,3 + )

vale para |z| = 1. Portanto

Ft :B_t |:1t— — —:| *fo

Note que a DTFT poderia ser utilizada com o mesmo propdsito, mas as inte-
grais envolvidas sao dificeis de resolver (tente!); a Transformada Z providencia
automaticamente uma substituicio agraddvel (e=>™ ao invés de z).

Proposigao 2.16 A solucdo da equacgao diferencial

OF;
8_1::A*Ft
é dada por
Ft:Tt*FO
onde T} € dada por
0 tn wn t2 t3
Tt:ZE(A) =O0+tA+ AR A+ S AcAx At

n=0 "
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Demonstracao. A demonstracio é analoga a resolucao do exemplo acima;
basta tomar a Transformada Z da equacao diferencial e resolvé-la

PF, = et®a PFy
portanto, a solucao é da forma F; = T; x Fjy onde

t2 t3
pr, = et =1+tps+ 5%24 + 5@921 + .

e aplicando a Transformada Z inversa? terminamos a demonstracio. =

Definigao 2.17 Com a notag¢do acima, o nicleo A é chamado gerador infinites-

imal do semi-grupo T;. Uma maneira mais sucinta de exprimir a relagdo entre
Ae Tt é

3Tt — lim Tt+h - Tt

Ot h—0 h =AxTi

Note que a condicao de que T; seja um semi-grupo (isto é, Ty, Ty, = T3, ++,)
é necessaria para que o gerador inifintesimal exista independente de ¢; entao
podemos ser ainda mais sucintos:

BT Th 0
A= lim —
Comentario 2.18 A série
pp(z)= Y fln] 2"
n=-—oo

¢ conhecida em Varidveis Complexas como série de Laurent da funcao ¢y (2).
No ezemplo acima, a expansdo de e* como série de poténcias de z era simples.
No caso geral, a resposta pode ser obtida usando a IDTFT

1
fi = [ F e

Para escrevé-la a partir da Transformada Z, use a mudanca de varidveis z =

67271'“0

fw) =y (z);dz= —27ie 2" duy = —27iz dw

Assim, se C € a circunferéncia de centro 0 e raio 1 no plano complezxo

_ n_dz 1 [yr(2)
fil= [ or@er e = o [ 205 s

2E reconhecidamente varrendo possiveis problemas de convergéncia para debaixo do
tapete...
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e esta seria a formula da “Inversa da Transformada Z”. Usando a teoria de
Varidveis Complexas, pode-se mostrar que:

i) Se pf () € analitica no anel ri < |z| < ry, entdo a série de Laurent cujos
coeficientes f [n] sao obtidos pela férmula acima converge de fato para ¢y (z)
para r1 < |z| < ro;

ii) Se uma série de Laurent converge para uma fun¢do analitica ¢ (z) num anel
r1 < |z| < re, entdo seus coeficientes tém de ser obtidos pela férmula acima.

2.4 Transformadas Bidimensionais

Mais uma vez, nao € dificil generalizar a teoria acima para o caso multidimen-
sional. A titulo de referéncia, apresentamos os principais resultados associados
a convolugdes e Transformadas de Fourier bidimensionais, deixando a extensao
multi-dimensional ao leitor.

Definigao 2.19 A func¢do delta de Dirac discreta é definida por

§[m,n] = l,sem=n=0
) 0, caso contrdrio

Afirmacao 2.20 Defina 6; [m,n| =6 [m — j,n — k|. Entdo
Z f k] 65k [m, ]
Jk=—00
para qualquer sinal bidimensional discreto f : Z? — C.

Proposicao 2.21 Toda transformagdo linear invariante por translagdes (que
leva f : 72 — C em Lf : Z> — C) € dada por uma convolugdo discreta

+o00
Lf[m,n] = (f«h)[mn] = > fj;k]h[m—jn—k

J,k=—00
onde h = L6 € a resposta de L ao impulso unitdrio.

A convolucao bidimensional discreta satisfaz as mesmas propriedades que a
unidimensional discreta. Seus autovetores tém a forma

Covy g [, 1] = 2THIMFWIN) bara 0 <y, wy < 1
Definicao 2.22 Dada uma seqiiéncia f : Z> — C, definimos a sua DTFT
como
f w17w2 Z f ], —27riw1je—27riw2k 0<w,wy <1
Jk=—00

Sua inversa €

1 1
f [m7 n] — / / f ('LU1, ’LU2) 627riw1m627riw2n d’LU1 dwg
0 Jo
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Afirmacgao 2.23 As seguintes propriedades sdo vdlidas (f e h sdo seqiéncias
bidimensionais quaisquer; I[m,n] =1)

o —

6m,n) =1
]Im] = Z 6 (w1 — j,we — k) (trem bidimensional de pulsos)
Jk=—00
Feh=fh
fh=fxh

gm,n]=flm—an—0b =
= g (w1, wy) = f (wy, wy) e 2THw1FWb) |G ()| = ‘f(w)’
Vale a pena também ressaltar a versdo bidimensional da Transformada Z.

Definicao 2.24 Dada uma seqiiéncia f : Z? — R definimos a sua Transforma-
da Z como

[e9]
o (21,22) = Z fIm,n] 2"z
Afirmagao 2.25 Em geral

—27Ti’u11 —27riw2
e )

f(wth) = @Pr (6
Afirmacgao 2.26 Se f € separdvel em f1 e fa, isto €, f[m,n] = fi[m] fa[n],
entao
o5 (21,22) = ¢, (21) @1, (22)
f(wi,ws) = fi (wi) fo (ws)

Em particular, usando esta propriedade podemos construir filtros bidimen-
sionais passa-baixa a partir de dois filtros unidimensionais passa-baixa.

Exemplo 2.27 A Transformada Z do filtro “box” bidimensional centrado em
(0,0)

O =
—
— = =
— = =

[N

1
i (1,9) =5 (zy+ay '+ ly+aly T eyt 4y 1) =

C(l+a+a !t (1+y+y!
N 3 3

jd que B ¢é separdvel em dois filtros box unidimensionais. O grdfico de B (w1, we)
é
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0.9.5

B= % (2 cos 2mwy + 1) (2cos 2mwe + 1)

2.5 Exercicios

(1) Demonstre as propriedades bésicas da convolucao discreta (Proposicao
1.4) e suas versoes bidimensionais.

(2) Demonstre as propriedades da DTFT (Afirmagoes 1.10 e 1.23).
(3) Mostre que se f é periddica entéo fx*g (se existir) serd também periédica.
(4) Mostre que
oo [ee] oo
Yoo lil={ D ful | D 9l
j=—00 j=—00 Jj=—00

(assumindo que os somatdrios duplos que aparecem convergem em qualquer
ordem; isto é verdade, por exemplo, se f e g forem sinais finitos).

(5) Considere o filtro by = 4 1 [ 1] isto ¢,

1
_ bR n = 0, 1
bi[n] { 0, caso contrario

e defina

bp=b1 xby *...xby =b,_1 *xb;

(a) Mostre que b,, = 2%| Ln|G) ]G] [n]1]istoé,

()

(b) Calcule by (w) e use-o para determinar b, (w). Faca o gréfico de b,. Conclua
que b, é um filtro de passa-baixa.
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(6) Considere f=C| ... [0 [0 ] 1 [ B[ 8% ]| 8| .. |(centradoem 1, isto
é, f[0] = C), onde B < 1. Encontre uma expressao compacta para ¢y (z) (ela
deve ser vélida para |z| < %) e para a DTFT de f. Use-as para normalizar f,
e entao calcule a sua média e variancia.

(7) Encontre todas as familias de seqiiéncias f; [n] que satisfazem

O ft
E[”] = fe[n] + fe[n—1]

Escreva f; em funcao de fp usando convolugoes.

(8) Uma longa barra numa imagem parece produzir “segmentos de freqiién-
cias” na sua DTFT. Vamos descobrir porque isto acontece:
(a) Calcule a DTFT da funcéo f [z,y] = 6 [z] (uma barra fina e longa discreta).
Ha tais linhas?
(b) Calcule a DTFT da fungao indicatriz de um retangulo (2m + 1) x (2n + 1)
com lados paralelos aos eixos, centrado na origem.
(¢) Suponha que m >> n, por exemplo. H4 tais linhas (ou segmentos)? Onde?

(9) Dado um sinal discreto f [n], considere a suavizagdo L1 f = f * hy, onde

Nesta questao procuramos restaurar um sinal que foi suavizado pela aplicagao
de Ll.
(a) Calcule @1 (2), a Transformada Z de h;. Usando a série formal

1
— = 14z4+224+234 ..
1—=2

1
v1(2)

escreva a Transformada Z Inversa de Ccomo

ham] = (=1)", m >0

(b) Mostre diretamente que hy é um inverso de convolugao de hy, isto é, que
hix hg = 6.

(c) Considere o sinal fo[n] = (=1)" (n € Z). Calcule diretamente f, * h; e
(fo * ha) * ha.

(d) Por uma simples inspecéo do sinal fp, vemos que wg = % é uma de suas
freqiiéncias predominantes. Qual o valor de hy (wp) = ¢1 (e2mw0)? Qual o
ganho que a convolugdo com hg produz na freqiiéncia wg?

(e) O que vocé conclui a respeito do uso de hy como filtro inverso de hy?
[Nota: algumas das propriedades bésicas da convolugao nao estdo funcionando
aqui; o problema ocorre porque fy e ho nao decaem suficientemente rapido em
+00, e a Transformada Z utilizada ndo converge para |z| = 1; dados estes hy €
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ha, para que (f % h1) x ho = f é necessario que f[n] — 0 quando n — —oc;
surpreendentemente, isto nao ¢ suficientel]

(10) Poderfamos driblar os problemas de convergéncia no problema anterior
ao calcularmos a Transformada Z Inversa de

¢1 (2)
1 (2) + B?

para alguma constante B.
(a) Considere o filtro

hs[n] = (—1)" (cos )" cos (n + 1)a), n >0, cosa # +1
Mostre que hz [n] — 0 quando n — +o0. Mostre que
a—0

pontualmente. Isto é, hy é um filtro que aproxima ho, mas hg é mais “bem-
comportado”.
(b) Usando que 2 cos (na) = €' + e~ mostre que a Transformada Z de h3
é
1 (2)
0% (2) + tan® o

(que vale para |z| = 1). Portanto, a convolu¢do com hs é uma restauragio
parcial razoavel de f * hy.



