Capitulo 3

Transformadas de Sinais
Finitos

3.1 Convolugoes Circulares

Desta vez, considere uma transformagao linear L : RY — RY (ou CV —
CY). Estamos interessados nos operadores L que satisfazem a seguinte pro-
priedade

L(ao,al,...,aN,l) = (bo,bl,...,bel) = (31)
= L (an-1,a0,a1,..,an—2) = (bnv—1,b0,b1, .., bn_2)
que é semelhante a invariancia por translacao dos capitulos anteriores.

H& uma maneira mais compacta de enunciar tal propriedade: seja & a trans-
formacéo linear dada por S (ag, aq,...,an—1) = (an—1, a0, a1, ...,aN—2), isto é

0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
010 0 0

S=10 0 1 0 0
(000 .. 10|

Entao a propriedade 3.1 diz que LS = L.
Denotemos a base canénica de RN por

8 = (1,0,0,...,0)
& = (0,1,0,...,0)

6N—1 = (O>O>O> sy 1)
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Note que Ldy é suficiente para determinar todos os outros L. De fato, se
Lég = (ho, h1, ha, ..., hy)
entao usando a propriedade 3.1 seguidas vezes obtemos

Lé, = (h‘Nflthvhlv '“7hN72)
Léy = (hn—2,hn—-1,h0, ..., An—3)

Lén—1 = (h1,h2, ..., hy—1, ho)

e nesta base L pode ser representada pela matriz

ho hy-1 ... M
hy ho weho
ha hy .. hs
hN,1 hN,Q h()

Corolario 3.1 Toda transformacdo linear L satisfazendo 3.1 € dada por uma
convolugao circular

j N-1 N-1
(Lf); = (F*eh); =) frhjoe+ > fuhnvajoe = 3 Frh(i—k) mod N
k=0 k=j+1 k=0
para qualquer vetor f € RN (ou CV ), onde h = Léy.

O vetor &y faz o papel da funcdo delta de Dirac dos capitulos anteriores. A
propriedade de amostragem torna-se

<f750> = fO

para qualquer vetor f = (fo, f1,..., fn—1). Novamente, como h = Ly determina
completamente a transformacao L, usaremos a notagao Ly f = f *. h.

Proposicao 3.2 Dados vetores f, g e h em CV

f*cg:g*cf
(f *cg) xch = f*c (g *ch)
f*c(SO:f

3.2 Transformada de Fourier Discreta (DFT)

Nio é dificil diagonalizar um operador.do tipo Ly, : CV — CV.

Proposicao 3.3 Se a é uma raiz N-ésima da unidade (a = e~ "), o vetor

e=(1,a,0% ...,aN"Y) € um autovetor de Ly,.
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Demonstracao. A j-ésima componente de Lpe = h x ¢ é dada por

N-1 N-1

j—k
E hke(jfk)modN: E hio’
k=0 k=0

ja que aN = 1= aNti=F = oJ=F Entdo

N—1 ‘
(Lne); = (Z hkak> a’
=0

Como o somatério ndo depende de j, concluimos que e é um autovetor
Lpe = e

com autovalor dado pela expressao

—

N—
A= hpe Fw
k=0
n
Note que se a percorre todos os valores possiveis para as N-ésimas raizas da
unidade, os vetores e correspondentes formam uma base ortogonal de CV. Nio
é dificil renormalizd-los para obter uma base ortonormal.

2ni ,

Lema 3.4 Os vetores e,, = ﬁ (l,a,az, ...,aN_l) onde a = e N" (para w =

0,1,....,N — 1) sdo ortonormais, isto é,

1, se wy = wo

<€w1,€w2> = 6w17w2 = { 07 Se wq 7é Wa

Agora é simples decompor um vetor qualquer f = (fo, f1, .., fn—1) na base
{€w}weo1.  n_1- Primeiro, vamos & expressao de cada um dos coeficientes em

Cw-

Definicao 3.5 A Transformada de Fourier Discreta (Discrete Fourier Trans-
form, ou DET) de um vetor f = (fo, f1,-.., [N—1) € dada por

N—

fu=(frew) = \/_1N > foe™ TRk

k=0

i

Para evitar (ou criar) confusdo, devemos mencionar que ha 2 outras defi-
nigoes ligeiramente diferentes da DF'T na literatura, trocando a constante na
frente do somatério por % ou por 1. Também, o nome DFT é um pouco infeliz
mas consagrado pela literatura (gostarfamos de chamé-la de Transformada de
Fourier Finita). Finalmente, note que com esta definicio o autovalor A\ corre-
spondente ao autovetor e,, de Ly nao é exatamente iLw; ao invés, temos

Lpey, = \/Nﬂwew

A recomposigao do vetor f é dada pela Inversa da DFT:
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Corolario 3.6 (Transformada Inversa de Fourier Discreta) Um vetor f
em CN pode ser recomposto como

N-1

= Z fwew

ou seja, sua j-ésima componente (na base canénica) € dada por

1 N—
=g S e

A nossa escolha mantém uma certa simetria entre as defini¢bes da DFT e
da IDFT. Se escolhéssemos a constante % na DFT, terfamos que utilizar 1 na
IDFT, e vice-versa. Preferimos a nossa defini¢do pois, além de simétrica, vem
naturalmente de uma base ortonormal.

Definigao 3.7 A DFT Inversa de uma seqiéncia finita g = {go, g1, -.-,gN-1} €
denotada por

Intuitivamente fw mede o quanto da freqiiéncia ; estd presente na seqiiéncia
finita de valores {fo, f1,..., fzv—1}. A titulo de ilustragdo, no caso em que N
é par, note que a oscilagao mais répida que pode ser bem representada por

uma tal seqiiéncia f corresponde a ex = \/— (1,-1,1,-1,...,1,-1) (freqiéncia
Nz Ly
N — 2/

Com esta definicado da DFT, temos:

Afirmacao 3.8 As sequintes propriedades sio vdlidas (f e h sdo vetores quais-
quer em cN ; [h representa a multiplicagdo componente a componente)

A 1
o= — (1,1,...,1
0 \/N( )

—_— 1

L1,.01) = — §

( ) \/N 0

Frch=VN f.h

i VR o
g=Sf = guw=1¢" m“’fw (em particular, \gw\:’fw’)

Comentdrio 3.9 FFT (Fast Fourier Transform) e VFFT (Very Fast Fourier
Transform) nao sio outras transformadas de sinais — tais siglas se referem a
algoritmos rdpidos que calculam a DFT aqui apresentada, usualmente quando
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N ¢ poténcia de 2. Tais algoritmos sdo tao eficientes que frequentemente €
preferivel calcular

f*ch=+NIFFT(FFT(f) . FFT (h))
através da expressao do lado direito do que a partir da defini¢do da convolugdo.

Comentario 3.10 Também vale a pena notar que € possivel calcular f+h para
sinais discretos e finitos através de uma convolucao circular — basta escolher N
maior do que a soma dos tamanhos dos sinais f e h, que sdo completados
com zeros:

f=Uofifr)=f=ofr . fr—100..0) (tamanho N > L+ M —1)
h=(hohi..hy_1)=h=(hohi..hy_100..0) (idem)

:>f~*cf~l: foho  foh1+ fiho .. fr—1ihm—1 00..0| = fxh
S N N——
posi¢ao 0 posi¢ao 1 posi¢ao L+M—2

Usando um algoritmo como o FET (em geral, escolhe-se N como uma poténcia
de 2)

Fahn faoh=vNIFFT (FFT (f) FFT (h))

e a convolugdo (nao-circular!) do lado esquerdo € calculada através de FFT’s
(fato que aumenta a confusao entre as diversas Transformadas de Fourier exis-
tentes).

Além do comentario acima, hd uma outra relagdo entre a DFT e a DTFT.
Partindo de um vetor f € CV, monte a seqiiéncia g estendendo f periodica-
mente, isto é

g [n] = f’n mod N

Entao

(%

N-1
g (w) = \/LN Zfoﬁ(wfﬁ) para w € [0, 1)
a=0

(o lado esquerdo § ¢ uma DTFT; no lado direito, f, ¢ uma DFT). Isto ¢, § (em
seu perfodo [0,1)) é a soma de impulsos localizados nas freqiiéncias 0, %, %, .

% cujas amplitudes sao fo, fl, fg, e fN_l, respectivamente. Sucintamente, f
é uma amostragem de g!.
Este fato simples permite o cilculo exato da convolugao nao-finita

de sinais discretos g[n] = frmoan (periddico) e h[n] (ndo necessaria-
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mente periddico) via DFTs. De fato, tomando a DTFT de g * h:

Seja agora v € CV a IDFT (finita!) de fnh (&), isto ¢
b= A (X _ _
va—fah(N) a=0,1,...N—-1

(novamente: ¥ e f sio DFTs enquanto h é uma DTFT). Comparando a DFT
de v com a DTFT de g * h e usando novamente a propriedade supracitada

(g * h) [’I”L] = Unmod N

Resumindo:

Proposicao 3.11 Se g é um sinal discreto periddico (extensao periddica de f
cujo tamanho é N) e h é um sinal discreto qualquer, entdo

g * h = extensdo periddica do sinal finito v

onde (DFT (v)), = (DFT (f)), h (%) Lw=0,1,..,N—1
sempre que g * h existir.

Este processo sera fundamental para o cdlculo computacional de convolugdes
entre dois nicleos infinitos discretos — veja o apéndice sobre convolucoes (pense
bem: que outra maneira vocé teria de calculd-las?).

3.3 Transformadas Bidimensionais

A generalizacdo da DFT para o caso bidimensional parte da escolha das
dimensées M x N dos sinais a serem utilizados. A fun¢do delta de Dirac e sua
propriedade de amostragem sao idénticas ao caso discreto. A titulo de notacdo,
usaremos I, = {0,1,...,n —1}.

Proposicao 3.12 Toda transformacgdo linear (que leva f : Inp x Iy — R
em Lf : Iy x In — R) invariante por translagées circulares em ambas as
diregées (de Ip; e Iy ) € dada por uma convolugdo circular

M-1N-1

Lfmm = (f *e h)m,n = Z Z fj,k‘h(m—j) mod M,(n—k) mod N

j=0 k=0

onde h = L6 € a resposta de L ao impulso unitdrio.
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Os autovetores desta convolucao circular tém a forma

1
(Cwnws ) = TN

Defini¢ao 3.13 Dada uma matriz (uma imagem monocromdtica) f : Ip X
In — R, definimos a sua DFT como

2mi(hmt ) para (wy,we) € Iny X In

M—-1N-1
. 1 w154 32)
Jorwy = == Z Z fixe 2mi( i +55) parg (wi,wg) € Iy X I
VMN = 1=
Sua inversa €
] MoiN-1 ( ch)
fm n = wi w262m MmN
" VALV ’
1=0’LU2=0
Afirmacao 3.14 Valem as propriedades ( f e h: Ipy X IN = R; Ly, = 1)
~ 1~ 1
MN vMN
— 1 ..
xc h=—=f.h
f MNf
— 1 . .
fh_ f*ch

~ 2 i a B
Immn = f(m—oz) mod M,(n—B8) mod N = Jw,wa = fw1,w2627”(w1 a7 e N)
Exemplo 3.15 FExibimos aqui uma imagem monocromdtica e a sua Transfor-
mada de Fourier. A imagem a esquerda foi renormalizada para que preto=0 e
branco= 1. O brilho da imagem a direita foi alterado para maior visibilidade e
sua coordenada (0,0) estd no centro da figura.

Novamente, a seguinte afirmacao é essencial para o cdlculo de convolugoes
com imagens que sao estendidas periodicamente ou por espelhamento.
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Afirmagao 3.16 Seja g a extensdo periddica de uma imagem f
g [mvn] = fmmodM,nmodN
entao

(g * h) [m7 TL} = Um mod M,n mod N

N ; > (W1 W2
onde Dy, wy = fwr,ws Pt (

M,W) V(wl,wg) eIy X In

3.4 Exercicios

(1) Demonstre as propriedades bésicas da convolucao circular (Proposicao
3.2) e suas versoes bidimensionais.

(2) Mostre que os vetores e,, sdo, de fato, ortonormais (Lema 3.4).
(3) Demonstre as propriedades da DFT (Afirmacoes 3.8 e 3.14).

(4) Mostre a relagéo entre a DFT e a DTFT para sinais periédicos

N—-1 oo

g[n]:f’nmodN: Z Z fk(S[TL—(N]—‘,—]{;)}:}
k=0 j=—o0
N—-1

Z (w——) para w € [0,1).

Dica: o valor da DTFT de I[n] indica que

i e 2miaj — i 6(k—a)= i 6(—

j=—00 k=—oc0 k=—oc0

a|~

para qualquer a; vocé vai querer também usar o escalamento da fungao delta

(5) Considere a imagem f;; a seguir, de tamanho 256 x 256 (branco= 1,
preto= 0). A figura da direita representa a magnitude da DFT de f, cujo brilho
foi alterado para maior visibilidade. A freqiiéncia (0,0) corresponde ao centro
desta figura. As linhas brancas mais fortes sdo as indicadas pelas setas (de fato,
estas eram as unicas razoavelmente visiveis antes da alteragao em brilho; mais
exatamente, tais “linhas” sdo compostas por varios segmentos concatenados):
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f256>< 256 f256 X256

(a) Calcule a DFT da imagem M x N dada por f;r = 6 [j]. Ha tais linhas?
(b) Calcule a magnitude da DFT da imagem de um retdngulo (2m + 1) X
(2n 4+ 1) com lados paralelos aos eixos, centrado na origem.

(c) Suponha que m >> n, por exemplo. H4 tais linhas? Onde estdo as mais
fortes? Mostre que tais linhas diminuem de intensidade & medida que nos afas-
tamos da origem do dominio da freqiiéncia.

(d) As figuras acima parecem contradizer (c¢): do centro para as bordas, vemos
uma linha forte (indicada pela seta central), algumas linhas fracas paralelas
a central e entdo duas linhas mais fortes (indicadas pelas outras duas setas).
Como explicar esta aparente contradigao?

(6) Este exercicio requer o auxilio de um programa que calcule a DFT de
uma imagem bidimensional e realize operagdes mateméticas; qualquer bom pa-
cote matematico terd tal capacidade.

(a) Utilize uma imagem teste & sua escolha, digamos, f [z,y]. Calcule a sua DFT

f[wr, we] = r[wy, ws] e1:22] ¢ extraia a magnitude ‘f [wi, wg]‘ =rwy,ws] e

a fase e?lw1w2] Tente reconstruir a imagem f fazendo a IDFT da magnitude,
7 [21, 2]; vocé reconhece a imagem original? Tente vérias formas de visualizagao
— veja a magnitude, a fase, a parte real e a parte imagindria de 7 (que é com-
plexa). Faca o mesmo reconstruindo a imagem como a IDFT da fase i0lwi,wa]
Qual das reconstrugdes reteve mais caracteristicas da imagem original?

(b) Agora tome duas imagens f e g de mesmo tamanho. Repita o processo do
item anterior obtendo as imagens 7, eilr, Tg € es. Agora multiplique-as para
obter Tfewg e Tgewf e entdo aplique a IDFT a ambas estas imagens (nao se
esqueca de visualizé-las em vérias formas). Vocé consegue reconhecer alguma
das imagens originais?

(¢) De acordo com a andlise acima, qual das duas componentes da Transformada
de Fourier Discreta parece ser mais importante no reconhecimento de estruturas
de uma imagem: a magnitude (amplitude) ou a fase?



