Capitulo 4

Implementacao de
convolucoes

Um dos detalhes mais irritantes dos espagos de escala (e em geral de Proces-
samento de Sinais) é que a teoria estd feita para sinais continuos ou discretos
infinitos enquanto os sinais do processamento computacional sdo em geral finitos
e discretos. Neste apéndice, gostariamos de citar as diferentes maneiras de lidar
com este problema e esbogar os algoritmos que implementam as convolucoes
discretas correspondentes.

No que se segue, discutiremos o caso unidimensional (mais uma vez, o caso
multidimensional é andlogo). Assim, dado um sinal f : Iy = {0,1,..., N — 1} —
R e um nicleo de convolugao T : Z — R, como dar sentido & expressao “f «T77
Como calculé-la, pelo menos nas posigdes originais de f, isto é, em Iy7 Como
implementa-las?

4.1 Extensoes de f

Podemos interpretar f T como g*7T onde g : Z — R é uma boa extensao de
f. A maneira mais comum de fazer isto é tomar g = f em Iy e entdo estender
f de uma das seguintes formas:

e Periodicamente: simplesmente tome g periédica de periodo N

g[n] = fnmodN

e Por espelhamento: para evitar descontinuidades nas bordas do sinal,
concatene uma reflexao de f a uma de suas bordas e s6 entao use a extensao
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periédica
fapara0<n<N -1

g[n] =1 flen-1)-n para N <n <2N —1
g[nmod2N], caso contrario

(bordas repetidas — periodo 2N)

fapara0<n<N -1
g[n] = feeN—2)—n para N <n <2N —3
g[nmod (2N — 2)], caso contrario

(bordas néo repetidas — perfodo 2N — 2)

e Por constante: simplesmente preencha g com um valor constante inde-
pendente de f (frequentemente tomado como zero):

] = fapara0<n< N -1
gm= c (=0), caso contrério

e Por média: preencha g com o valor da média de f

fapara0<n< N-1
g[n] = _
By =

N-1 (s
% ijo [j, caso contrério

Outras possibilidades incluem fazer com que haja um decaimento de f além
de seus bordos em diregdo a algum valor constante (0 ou a média de f, em
geral).

4.2 Algoritmos para convolucoes

E frequente que T seja um nucleo de convolugao de suporte pequeno, dig-
amos, com m elementos (como por exemplo a maioria dos nicleos utilizados
para derivadas discretas). Neste caso, a melhor maneira é simplesmente usar a
definicao explicita da convolucao!

m—1

(g*T) (i) =D Tugj—r
k=0

que envolverd o (m) operagbes para cada j; em geral, s6 interessam os indices
0 <j < N -1, e a convolu¢do como um todo é calculada em o (mN) operagoes.
Note que apenas N + m — 1 elementos de g sao necessarios para este célculo.

Caso T tenha suporte grande (ou, como acontece frequentemente, infinito),
um dos seguintes métodos deve ser utilizado.

LA expressdo assume que T tem 0 como primeiro indice; caso contrério, basta transladar
a resposta.
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4.2.1 Extensao periédica

Se, por “sorte”, o nucleo de convolugao T também for periddico de mesmo
periodo que f (por exemplo, quando T for outro sinal ou imagem), podemos
interpretar f x T' simplesmente como a convolucao circular f x. T onde T é
restrito a um de seus periodos. A implementagao pode ser feita diretamente do
somatorio que define a convolucao circular ou mais eficientemente com o auxilio
da Transformada de Fourier Discreta (comentdrio 3.9)

n—1

(f* T \/—kaTkmodn 0(N2> Operagées
f*T=+\NIFFT(FFT(f)- FFT(T)) o(NlogN) operacdes

Alids, mesmo que T seja infinito e ndo periédico, g * T serd periédica e s6
precisa ser calculada em I,. De fato, de acordo com a proposicao 3.11 um
periodo de g x T' é dado por

“f«T" = IFFT (FFT(f) T (%))

onde a multiplicacao é tomada componente a componente, indexadas por w. Por
exemplo, para o nicleo de Poisson simétrico P, [n] (que é uma versao discreta
da Gaussiana cuja DTFT é P; (w) = e~ % Sin2(7”“)):

“f« P =IFFT (e*‘“ sin(rw/N) . ppT (f)) o (Nlog N) operagoes

(f+P), =~ Z f;wxp(W—éltsinz (%))

ka

onde a ultima expressao permite os cdlculos dos coeficientes em fj a priori e é
boa para processamento paralelo.

4.2.2 Extensao por espelhamento

Simplesmente use um dos perfodos de g (de tamanho 2N ou 2N — 2) no
processo descrito na ultima subsecao. Usando o algoritmo FFT para as Trans-
formadas de Fourier Discretas, sdo realizadas o (N log N) operagoes.

4.2.3 Extensao por zeros

A convolucao pode ser calculada diretamente através da defini¢do da con-
volugao de maneira semelhante & que usamos quando o ntcleo era de suporte
finito e pequeno

N-1

(9* D)1= Y Ti-ufi

k=0
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Note que g * T nao tem suporte finito. Se desejarmos apenas os seus valores em
I, usaremos o (N 2) operagoes.

O célculo de g x T em Iy necessita dos valores de T apenas para 2N — 1
valores de j, a saber, —N +1 < j < N — 1. Assim, pode-se encarar g * 1" como
uma convolugdo entre dois nicleos de suporte finito e usar o comentério 3.10:
seja g o sinal finito de tamanho 3NN — 2 obtido estendendo os N valores de f
com zeros; seja T’ o sinal finito obtido estendendo os 2N — 1 valores de T acima
com zeros:

g=\fofifei fn—1 000...0 ;5 go=fo

2N —2 zeros

T: T,N+1 T,]\H,Q ...TN,1 000...0 N T():T,NJrl

N —1 zeros

Entao, g *T e g *. T coincidem em N de seus valores, isto é

(9+T)[n) = (g% T)

g T~ g T =3N _2 [FFT (FFT (§)- FFT (T))

para0<n <N -1

que também pode ser feiro em o (N log N) operagoes.

4.2.4 Extensao por média ou outro valor constante

Se g é obtido a partir de f usando uma extensao constante (digamos C, onde
possivelmente C' = p¢), entao

g=h+CI

onde h é obtida a partir de f — C estendendo-o por zeros, e I é a sequéncia
constante igual a 1:

h=(.0000f—Cfi—Cf—C .. fx.1—C000..)
I=(.1111.)

Assim,

gxT=h+«T+CI+T=h*T+ <c > Tk>]l

k=—o00

onde h * T pode ser calculado em o (N log N) operagoes aplicando o método da
subsegdo anterior a f — C. Em particular, para nicleos normalizados (um caso
comum), tem-se

T =gxT=(f—C)xT+C
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4.2.5 Ntcleos Recursivos

Existem nicleos de suporte infinito cuja convolugdo pode ser implementada
de maneira recursiva. Por exemplo, o nticleo geométrico (normalizado)

T=(1p8p3 .. 08".)-1-p)

tem suporte infinito. Para obter

fout = fzn * T

note que

Pout = PTxfi, — PT Pin = Pin =

1-p3z
= (1=82)Y four[n]2" = (1=5) Y fin[n] 2" =
= fout [TL] - /Bfout [TL - 1] = (1 - /B) fl’fl [TL] =
= fout [’I’L] = 6fout [n - 1] + (1 - /B) fin [’I’L]

nos da uma relagao recursiva simples para o calculo de fy,!

Que outros nicleos possuem propriedades semelhantes? Em geral, podemos

calcular fo4 = fin * T a partir de uma relagao recursiva da esquerda para a
direita do tipo

B A

fout 0] = 0] four [0 = 51+ > alj] finn — ] (4.1)

=1 j==A

se e somente se a funcgao geradora do nicleo T' em questao pode ser escrita como
um quociente de polindémios?

. ZéA ajzj
1-— ng ijj

Definigao 4.1 Um nicleo T é RECURSIVO quando fou: =T * fin, corresponde
a relacdo recursiva 4.1.

YT

Que nucleos sdo recursivos? Se quebrarmos o quociente de polinémios de
o7 em fragles parciais, esperamos encontrar

a; M)
pr=) T 52
F 1-— /6]‘2

2Para ser exato, o numerador é uma série de poténcias finita. Note que uma relacio
recursiva da direita para a esquerda também pode ser escrita desta forma! Por exemplo,
a relacdo recursiva gn = gn+1 + 39n+2 + 6fn + 3fnt1 pode ser reescrita como gpi+2 =
7§gn+1 + %gn — 2fn — fn+1. O leitor deve se convencer de que a direcdo da recursao é
irrelevante na andlise que se segue.
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ou seja, T é uma soma de nucleos semelhantes ao ja apresentado ntcleo ge-
ométrico Tg = (1 8 B2 ... B ), cada um possivelmente amplificado por
a/ (1 — B) e transladado k posicoes.

Ignore a amplificacao e a translagdo por enquanto; note que podemos ter 3

complexo, digamos 3 = re’?; neste caso, reescrevemos o niicleo acima como

Tz = (1 rcosf+irsing r?cos26 +ir®sin26...)

As unicas combinagoes lineares de tais ntcleos que produzem coeficientes
reais correspondem as combinagoes lineares reais dos seguintes nicleos

T5+ T3
T. = % = (1 rcos@ r2cos20 3 cos 36 ) =
=T.(n)=7r"cosnb,n >0
T —Tj
T, = % = (0 rsin® r?sin20 r3sin 36 ) =

= Ts(n) =r"sinnd, n >0

As Transformadas Z correspondentes sdo

sty 1 1 1 B 1—(rcosf)z
Yem T _§<1/Bz+1—ﬁz>_1(2rc050)z+r2z2

27 1 1 B (rsind) z
T Ty Z(l—ﬁzl—ﬁz) ~ 1—(2rcosf) z +r2z2

Resumindo, temos 3 niicleos recursivos bésicos reais (aqui, normalizados)
cujas fungoes geradoras, médias, variancias e correspondentes relacoes recursivas
para fout =T * fi estao listadas abaixo:

o (Geométrico

T=(.01p8p8 5 .).1-0
16 B 5B

Y18 TIS5 Y T3

fout [TL] = Bfout [nf 1] + (1 7/6) fl’fl [TL]

e Cosseno recursivo

1—2rcosf +r?
1—rcosf
1 —(rcosb)z 1—2rcos + 12
1—(2rcosf)z+1r2z2 1—rcosb
(1+7%)cosf —2r
(1—2rcosf +r2)>

T. = (1 rcosf r?cos20 73 cos36 )

Pec =

c =
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fout [n] = ((2r cos ) foue [n — 1] — 72 fout [0 — 2]) +

1—2rcosf + r?
T oy Ui [n] — (rcos0) fin [n—1])

e Seno recursivo

2
T, = (rsinﬁ r2sin20 r3sin 30 ) .M
rsin @
1 —2rcosf + r?
1—(2rcosf) z+ 1222
1—72
1 —2r(cosf) + r2

Ps =

Hs =

Sout [n] = ((2r 08 0) fout [0 — 1] = 12 four [n — 2]) +
+ (1 — 2rcosf + 7“2) fin [n]

Qualquer nucleo recursivo serd uma soma de nucleos dos tipos descritos
acima (possivelmente transladados e amplificados individualmente). Note que
o método exige que se estabelecam valores de f;,, para iniciar a recursao, o que
86 pode ser feito diretamente se f;, é uma extensao por zeros ou pela constante
C. Se T é normalizado, basta tomar os valores de f,,; para iniciar a recursao
como C'; caso contrario

Za
Jout [0 Z 1+Zb paran <0

j_—OO
onde b[j] e a[j] sdo como em 4.1. Caso f;, seja um outro tipo de extenséo,
algoritmos mais sofisticados sdo necessarios.

Na pratica, o método recursivo providenciard uma maneira eficientissima
de calcular a convolugao f;, * T', com ntimero de operacoes por indice aproxi-
madamante igual ao nimero de coeficientes a; e b; nao-nulos.

Mesmo que o nucleo de convolugao a ser usado nao seja recursivo, podemos
aproxima-lo por um nucleo recursivo e entao usar este método. Por exemp-
lo, de acordo com [Deriche], uma amostragem da Gaussiana Gy pode ser bem
aproximada utilizando uma das seguintes expressoes

12 0891 2] x|>>
e” %Y ~e 0.9629 cos [ 0.5974 + 1.942sin ( 0.5974
# (osozscos (03074 73 ) + Lozsin (05074

1.2 _ e}
e 1T~ 1.898¢ 1 Ve

106912, |z| ) $|>>
—e 0.8929cos ( 1.043— | — 1.021sin | 1.043—
( < \/75> < Vit
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1,2 —1.26112L || . 2] ))
e 1Y m~e vt | 1.68 cos | 0.4468— | + 3.735sin | 0.4468—
< < ﬂ) < Vit

—1.21812l |$|> . ( |z| ))
—e vt [0.6803cos [ 1.412—= | + 0.2598sin | 1.412—
(ossmsoos (141274 7

A primeira permite que se escreva o nicleo Gaussiano G como a soma de um
par de nicleos cosseno recursivos (possivelmente amplificado; r = e 0-891/VE o
0 =0.5974/ V/t; o primeiro serd para z > 0 e o outro serd seu simétrico) com um
par de seno recursivos (amplificado; r = e~ 0-891VE g g — 0.5974/+/t), menos uma
constante (para compensar pela dupla incidéncia no ponto z = 0); a segunda
da um par de cada um dos trés tipos; a terceira da dois pares de cossenos e dois
pares de senos.
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