Capitulo 8

Derivadas Discretas

8.1 Introducgao

Se um espago de escala é gerado a partir de uma convolugao, digamos,
F; (x) = Ky (x) * fo (x), podemos obter qualquer uma de suas derivadas parciais
espaciais usando uma das seguintes expressoes

Ope Fy (x) = e (K (x) * fo (%)) = Opea K (%) % fo (x) = Ky (%) * O fo (%)

onde 0« pode ser qualquer derivada parcial (possivelmente mista). Note que,
mesmo que a func¢ao original f nao seja diferencidvel o bastante para o calculo de
Ore fo, podemos calcular 9« (K (x)) * fo (x) desde que o ntcleo de convolugao
K; o seja. FEsta expressao também mostra que 0.« F é um espago de escala
(correspondendo ao sinal inicial O« fp). No caso da difusdo linear, podemos
escrever

at (azaFt) - V2 (amaFt)

e entdo Jy« F} (x) é um espago de escala.
Nesta secao, examinaremos como obter tais derivadas quando o espago de
escala é discreto espacialmente.

8.2 Discretizacao

Gostarfamos de definir um operador D, discreto (correspondente & 9o
no caso continuo). Desejamos que este operador seja linear e invariante por
translacoes, portanto podemos escrevé-lo como uma convolugao:

DxaFt = Dwa * (Kt * fo) = (Dxa * Kt) * fo

Note que se K; é uma familia de nticleos de espago de escala (com a propriedade
de semi-grupo, como ocorre no caso N-dimensional) que comute com D a,

DxaFt2 = Dxcy * th * fo = KtQ—tl * (DLQ * Kt1 * fo) = Ktz—tl * Dwo‘Ftl
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e Do F' também serda um espaco de escala no caso discreto. De fato, quase qual-
quer operador/nicleo D,« satisfaz essa propriedade; nossa grande preocupagao
¢é encontrar um que seja coerente, isto €, um que aproxime a derivada continua
a medida que diminuimos o “passo espacial”.

A expressdao Dyo * (K x fo) = K * (Dga x fo) mostra entdo que ha duas
maneiras equivalentes de obter o espaco de escala da derivada Dy« * fy:

e Construindo diretamente o espaco de escala a partir de D« * fy por con-
volugao com os nucleos de espaco de escala K;;

e Diferenciando o espago de escala de fy;

Veremos abaixo que a diferenciacao é, em geral, uma convolugao com um
ntcleo de pequeno suporte (por exemplo, para imagens, hd boas aproximagoes
das derivadas de primeira e segunda ordem que correspondem a nicleos 3 x 3);
portanto, é mais simples utilizar o segundo método caso o espago de
escala fj esteja (ou precise ser) calculado!

Este principio é provavelmente o mais importante deste capitulo, portanto
vamos repeti-lo: caso vocé ja tenha calculado o espago de escala de
fo, nao calcule o espago de escala Gaussiano de D, .f; através de
convolucoes deste com a Gaussiana! Ao invés, simplesmente calcule
a derivada D, . do espago de escala de f;. Alids, mesmo que o espaco
de escala de fy nao tenha sido ainda calculado, o segundo método é quase tao
custoso quanto o primeiro e provavelmente gerard melhores resultados; mais
ainda, o segundo método é a tnica opgao se fy nao for diferencidvel!

Sé nos resta agora encontrar tais operadores derivada. Acreditamos que a
maneira correta de encontrar tais operadores discretos coerentes vem da andlise
de séries de Taylor préximas do ponto em questao; o resultado é o resumo
abaixo, onde apenas apresentamos as mdscaras correspondentes a cada derivada
discreta (uma “mdscara” é um nicleo de convolugéo ja refletido para facilitar
a sua visualizacao; na nossa notacao, a origem de cada méascara corresponde ao
nimero central ou ao nimero destacado). O leitor interessado no processo de
obtencao de tais nicleos por Férmulas de Taylor o encontrara na segao a seguir
(8.3).

8.2.1 Mascaras para derivadas 1D

Sugerimos o uso das seguintes aproximagoes o (hz) (daqui por diante, h
representard o espagamento do grid usado para discretizagao)

1

D, = —
o |

1
—-101); Dm:ﬁ[l —21]
para gerar todas as outras derivadas através da relagao recursiva

Dyn = Dyn-s % Dy
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obtendo uma familia de aproximagoes (todas de ordem o (hz)) cujas mascaras
tem tamanho n+ 1 (se n é par) ou n+2 (se n é impar). Note que, infelizmente,
D, # D, x D,. De fato, D, é uma versao amostrada de D, * D,.

Enquanto a opgao acima é a nossa favorita, abaixo apresentamos outras
opg¢oes de méscaras coerentes no caso unidimensional. A lista mostra todas as
maéascaras 6timas para cada tamanho apresentado.

e Tamanho 2

1 . 1 -
D‘t_;'_:ﬁ[*l 1] oqu_:ﬁ[fll] O(h)
e Tamanho 3
1 2
Dy = o [-101] o (h?)
1
Dyy =351 =21 = Doy 5 Do 0 (h7)
e Tamanho 4
1 . 1 5
4Dx+:@[—2—36—1]:Dx+*6[25—1} o (h?)
1 . 1
4D = [1 =632] =D, x 2 [25 —1] o(h?)
1 . 1 .
Dyy = 75 [1 =210 =55 [01 —21] o (h?)
Dy = % (13 —31] = Dyy # Day o(h)
Do :% [<13 —31] = Dyy* Dy 0(h)

e Tamanho 5

1 1
5D, =—[1 —-808 71]:1)%*6[718 —1] o(h)

12h

1 1
D,y = —116 —3016 — 1] =Dy x—[—114 —1 h*
5 12h2[ 6 —3016 ] *12[ ] o(h?)

1 2
Dmm:ﬁ[—120—21]:Dm*Dm o (h?)

1

Dygop = 571 =46 =4 1] = Dy % Doy o (h?)
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8.2.2 Mascaras para derivadas 2D

Sugerimos o uso das seguintes mascaras 3 X 3 que nos dao aproximagoes
0 (h?) de suas respectivas derivadas

N R
Dy=— 1| -4 0 4|;D,=— 1| 0 0 0
2| o 1 2h|

L[ o2 . 1 10 1

Dy—=——110 -20 10 |: D, =— | -2 —20 -2

Tx 2 ) yy 2

e e T
L1 oo L2
Day=-—s| 0 0 0 |;Dpyy=—| 2 4 -2
SA I T S o T S

pois estas apresentam “simetria rotacional” (num sentido que ficard mais claro
adiante) de ordem o (h4). Para derivadas de maior ordem, sugerimos o uso das
relagbes recursivas (para m,n > 0)

Dz7n+2yn+2 = Dmmyy * Dmmyn
Dmm+2y = Dmc * Dxmy
nym+2 = Dyy * nym

Dxm+2 == Dmm * Dmm

Dym+2 = Dyy k3 Dym

que definem todas as derivadas parciais de maneira unica.
Em geral, mostraremos que toda mascara 3 X 3 coerente de ordem o (hz)
para D, tem a forma

0 0 O
1 A B C
Dx — ﬁ -1 0 1 + EMxyy + EMxxy + EMmcyy
| 0 0 0
onde
BRI (-2 1
Myyy = 3 2 0 =2 | ;M= 5 0 0 0 ;
| -1 0 1 -1 2 -1
1 -2 1
Mayzyy = 2 4 =2
1 -2 1

Para determinar os parametros A, B e C, vale notar algumas restrigoes de-
sejaveis. Por exemplo, para que D, seja simétrica na direcao y, precisamos ter
B =0 (o que equivale a forcar D, (f (x,y)) = D, (f (x,—y)) para qualquer f
discreta). Na literatura, é comum usar também C = 0 e esolher A arbitrari-
amente no intervalo [0, %] sem uma explicagao convincente; acreditamos que
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C=0ec¢A= % geram a aproximagao mais “corretamente assimétrica”, como
mostraremos na segao seguinte.
De maneira analoga, a expressao o (hz) mais genérica para D, é

0 0 0
1 A B C
Poe =gz | 02 0| H gz Mo g Meey g Mavwy

mas por motivos de simetria rotacional a serem explicitados mais tarde prefe-
rimos A =B =0e(C = % (que geram o conhecido “Laplaciano simétrico”
encontrado na literatura).

Para Dy, temos a expressao o (h?) mais geral como

-1 0 1
1 A B C

mas preferimos A =B =C = 0.
Finalmente, mostraremos que a tnica aproximacao coerente de Dgzy, em
tamanho 3 X 3 é a apresentada acima.

8.3 Séries de Taylor e Derivadas Discretas™

8.3.1 Caso 1D
Mascaras de tamanho 2

Para obter méascaras de tamanho 2 que sejam candidatos para D,, usamos
uma das seguintes séries de Taylor de f

h? h3
F@th) = f @)+ hf (@) + 5 f" (@) & 350" (@) + o0 (b)

Entao
f(w)ii(xih):f/(l‘)—gf//(.’fj)—i-O(hz)

nos do aproximagoes o (h) para f’ (x) cujos erros sdo comandados pela segunda
derivada de f. As mdscaras correspondentes sao

1
h

Doy = [-11] on Dy = 2 [-11]
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Mascaras de tamanho 3

Se usarmos ambas as séries de Taylor ao mesmo tempo, temos

flaeth) = fx—h)
2h

= 1@+ @) 4o ()

que gera uma aproximacao o (hQ) de f’(z), comandada pela terceira derivada
de f, cuja méscara ¢ a conhecida aproximagao central da derivada

1

D, =5

—-101]
Note que D, = D,y * % [1 1] = D,_ % % [1 1]; portanto, D, pode ser vista
como uma versao suavizada de D,y ou D,_. A série de Taylor explicita porque
D, é uma aproximagcao melhor do que D,y ou D,_: ganhamos uma ordem de
aproximacao (de h a h?). O preco a pagar é uma mdscara maior.

Podemos também usar uma combinagéo linear de f (x + h), f (x — h) e f (2)
para zerar os termos em f e f':

flath) —2f(@)+ fx—h)
h2

1”11

2
= @)+ o (@) o (1)

obtendo uma aproximagcao o (h?) de f” (z) comandada pela quarta derivada de
f e cuja méscara é

1
Dy = o3[ —21]

Mascaras de tamanho 4

Para tamanho 4, escrevemos as séries em ordem o (h5)

4h2 8h?3 50
Tfﬁ (z) + ?fm (z) + wa () + o (h°)

h? h3 ht
flaEh)=f(@)£hf (@) + " (@) £ 55 /7 (@) + 7 /7 (@) + o (n%)

f(xz+2h)=f(z)+2nf (z)+

Para simplificar o trabalho, escreva os coeficientes destas séries numa matriz
4 x 4 como abaixo

f hf %f// %fﬁl
flx—h) 1 -1 1 1
f@ 1 0 0 0
fl+h) 1 1 1 1
fx+2n) 1 2 4 8
A matriz acima mostra como escrever f (z + ah) (a = —1,0,1,2) como com-

binagoes lineares das derivadas de f no ponto x (de acordo com as séries de Tay-
lor de ordem o (h*)). Queremos exatamente o contrério: escrever as derivadas
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de f como combinagoes lineares das expressoes do tipo f (x 4+ ah). Para tanto,
tudo o que temos de fazer é inverter a matriz 4 x 4 acima! Assim, como

-1

1 -1 1 -1 0o 1 0 0
1 0o o0 o0 | |-+ -1 1 -1
11 1 1| ~ |3 -1 3 0
12 48 -+ 4 4 4

entao, lendo as linhas
f(@)=0f(x—h)+ f(z) +0f (x+h)+0f (z+2h) + o (h?)
hf’(x):—%f(m—h)—%f(:v)—i—f(x—&-h)—%f(m+2h)+o(h4)

h—Qf”(m):%f(:c—h)—f(:v)—l—%f(m+h)+0f(m+2h)+o(h4)

2
3
BT @)= —of @B+ 2 @) = 3F (@ + )+ o f (@ +20) + 0 (1)

Enquanto a primeira expressao nao é util, as outras trés nos dao mascaras
de tamanho 4 que aproximam as derivadas do lado esquerdo. As maéscaras sio

1 ;
4Dm+:@[72 -36 —1]

Dyo == [1 —210]

1
n2
1. .
Divar = o5 [-13 =31]

que correspondem a aproximagoes pelo menos o (h3) , 0 (hz) e o (h), respecti-
vamente. Note que D,, é a mascara de tamanho 3 encontrada anteriormente.
Analisemos as outras méscaras individualmente.

Primeiro, note que 4D,y = D, * % [25 — 1] pode ser considerada um tipo
de suavizagao de D,y. A combinacao correspondente

—2f(x—h)—=3f(x)+6f(x+h)— f(x+2h o
6h 12

nos d4 uma aproximacao o (h?’) cujo erro é comandado pela quarta derivada.

Para D,,,, obtemos a combinacao

—f(@—h)+3f(x)=3f(x+h)+ f(x+2h)
3
que nos d4 uma aproximagao o (h) cujo erro também é comandado pela quarta
derivada. Note que Dyypt = Dyg * Doy
Outras possibilidades surgem se utilizarmos a série de f (x — 2h) ao invés de
f (x4 2h). Enquanto a méscara para D, nao muda, temos

1 : 1
4Dm,:@[1 7632]:DI,*6[7152]

1 ;
Dyzo- = 35 [~133 1] = Do % Dy

_ f/// (LE) + gfw (LE) +O(h2)
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Mascaras de tamanho 5

As séries
fx+2h)=
2 3 4 5
= @RI () [ () S ()42 ()22 £ (@) o (1)
flesh) =
h? h3 ht . h?
= F@) RS @)+ @) e @) 4 B @) 2 T @)+ 0 (1)

)
dao origem & matriz (em o (h%))

f hf %f” %f”l %fiv
f@x=2n) 1 =2 4 —8 16
flx=h) 1 -1 1 -1 1
f(x) 1 0 0 0 0
fl@+h) 1 1 1 1 1
f@+2n) 1 2 4 8 16

cuja inversa €

f 0 0 1 0 0
/ 1 _2 2 _ 1
hf 12 3 0 3 12
5 £ _1 2 _5 2 1
’% 214 :1’> 4 31 124
n- e . 1 _ 1 1
3! f 12 6 0 6 12
ht fiv 1 _1 1 _1 1
4! 24 6 4 6 24

As linhas nos dao as seguintes mdscaras

5DI:%[1 ~808 fl]:Dm*%[fl8 —1]

5Dy = 121h2 116 —3016 71]:Dm*1—12[71 14 —1]
Dmm:#[—l20 —91]= D, D,,
Divee = 17 [1 =46 ~ 41 = Dyy x Dy

que serdo aproximagoes pelo menos o (h*), o (h3), o (h?) e o (h) de suas respec-
tivas derivadas.
De fato, 5D, corresponde & expressao

fz—2h) —8f (xt —h)+8f (x+h) — f (z +2h)
121

4
= @)~ 2 @) o (1)
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que nos dé uma aproximagao o (h4) cujo erro é comandado pela quinta derivada
de f.

Para 5D,,, obtemos um “cancelamento extra” e

—f(x—2h)+16f (x — h) —30f (z) + 16f (x + h) — f (x + 2h)
12h?2

4
= ()~ T () o (1)

é uma aproximagao o (h4) com erro comandado pela sexta derivada'.
Para D, temos uma aproximacao o (hz) comandada pela quinta derivada

—f(z—2h) +2f (x —h) — 2f (x + h) + f (z + 2h)
2h3

— f/// (iL') _ 3h2fv (l‘) Lo (hS)
Finalmente, para D, obtemos uma ordem extra: o (hz) na sexta derivada

flx—=2h)—4f(x—h)+6f(z)—4f (x+h)+ f (x+2h)
na

= f () + 4R U (z) + o (h®)

Conclusao

Note como as melhores mascaras de tamanho 5 para a terceira e quarta
derivadas sd0 Dyyy = Dy * Dy € Dygor = Dy % Dyy (ambas de ordem o (hz)).
Em geral, pode-se mostrar que a relagao recursiva

Dyn = Dyn2 % Day

nos da aproximacoes o (hQ) cujas mascaras tem tamanho n + 1 (se n é par) ou
n+ 2 (se n é impar). Tais derivadas discretas sdo 6timas para seus tamanhos e
simples de computar, justificando essa nossa escolha.

O leitor familiar com Algebra Linear podera entender o problema de obten-
¢ao de mascaras da seguinte forma:

e O espaco das mascaras de tamanho n ¢é identificado com R";

e Uma base é dada pelas méscaras elementares e; = [100...0], ea =
[010..0], ... ee, =[000...1], cada uma delas representando uma
expressao do tipo f (z £ ah);

INote que esta aproximacio é melhor do que a gerada por Dy x D, = -1 10 —201].

4h2
De fato, esta expressdo corresponde a
f(z—2h)—2f () + f (z +2h)
4h2

que geraria uma aproximacao apenas o (hQ) (precisdo j& obtida com a méscara de tamanho
3).

2 .
=f"(x)+ %f” () + 0 (h?)
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e Asséries de Taylor de ordem o (h™) nos mostram como escrever a base {e; }
em termos de uma outra base, dada pelos vetores vg = f (x), v1 = hf’ (z),

v = B f7 (@), o vn = B (),

e As matrizes montadas a partir dos coeficientes da série de Taylor sdo nada
mais que matrizes de mudanga de base!

e Queremos as derivadas escritas como mascaras, isto é, queremos escrever
os vetores v; em funcao dos vetores e;; portanto, tudo que ha a fazer é
obter a matriz de mudanca de base inversa.

e Note que as matrizes que aparecem segundo este método serao matrizes de
Vandermonde nao-singulares, justificando o porqué de {v;} ser de fato
uma base; assim, o método funciona para qualquer tamanho de méscara
desejado.

8.3.2 Caso 2D

O método acima pode ser estendido para o caso bidimensional se utilizarmos
séries de Taylor a duas varidveis. Na primeira subsecao abaixo, abordamos o
problema de determinar boas méascaras 3x3 na forma da resolucao de um sistema
linear de equagoes; veremos que sobram 3 “graus de liberdade” na determinagao
das derivadas de primeira e segunda ordem, e restringimos tal liberdade procu-
rando outras propriedades desejaveis de nossas aproximagoes (além da coeréncia
quando h — 0).

A presenga de tais graus de liberdade ndo deve surpreender os leitores mais
familiares com Algebra Linear: a escolha da “base de derivadas” (a base {v;} na
notacdo anterior) nio é tdo imediata quanto era no caso 1D. No exemplo acima,
as mdscaras 3 X 3 correspondem a um espago de dimensao 9. Se escrevermos
as séries de Taylor em ordem o (h3), obtemos as derivadas f, fu, fy, fow, foy
e fyy — 6 candidatos a vetores. Assim, havera uma ambigiiidade na escolha de
maéscaras, explicando a presenca dos 3 graus de liberdade. Por outro lado, a
utilizagdo de ordem o (h*) leva a 10 candidatos a vetores; pior ainda, néo s6 eles
s@o linearmente dependentes (como teriam de ser), mas pode-se ver que estes 10
candidatos varrem um espaco de dimensao apenas 8. Mesmo que joguemos fora
um deles (digamos, fy.), ainda ndo podemos resolver o problema de mudanga
de base! Na segunda subsecdo abaixo mostramos como escolher uma base de
derivadas corretamente.
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Maiscaras 3 x 3 por sistemas lineares

Como no caso 1D, utilizamos combinacoes lineares de féormulas de Taylor; a
duas varidveis e em ordem o (h*), temos

f(x+ah,y+0bh) = f(x,y) + (ah) fo (x,y) + (bR) fy (z,y) +

2 2
) e (o) ah) 1) Foy () + Py )+

ah)? 3 (ah)? (bh

3 (ah) (bh)?
3!

Portanto uma maéscara 3 x 3 dada por

+

fmmy (.’L}Z/) +

(oh)°

Tfyyy (x,9) + o0 (h*)

fxyy (.’L‘, y) +

Qg Qa7 Qg
Q3 Qg Qs
Qp Q1 Q2

corresponde a agf (x —h,y — h) +axf (x,y —h)+... +asf (x + h,y + h), que
terd os seguintes termos de ordem até h?

em f : ag+ar+az+as+as+as+as+ar+asg
em hf, : —apg+as —ag+as —ag+ ag
em hfy, : —opg—oq —oe+ o6+ a7+ os

h2
em 7fxx Dot astaztast+agtag

h2
em7fyy Dot ap ot oagt+ar+asg
em thxy Log — g — Qg+ Qg

Agora escolha a sua derivada discreta favorita e resolva o sistema linear
correspondente! Por exemplo, para encontrar uma aproximacao para f,, force
os termos acima a serem 0, %, 0,0,0 e O respectivamente — encontrar-se-4 uma
aproximagao pelo menos o (hz) para tal derivada (apds a inevitdvel divisdo
por h); para encontrar f.., tente 0,0,0, h%,O e 0 (aproximagdo pelo menos
o(h) de fy.); para f,,, tente 0,0,0,0,0, h%; e assim por diante.

Vale a pena notar que ha 6 equacoes lineares para 9 incognitas; portanto,
nossas solucoes terdo 3 graus de liberdade. Alids, como os sistemas de equagoes
lineares para fy, fiz, fay, €tc. sdo exatamente os mesmos a menos dos
termos independentes, vale a pena encontrar primeiro a solugao homogénea
do sistema linear (que nos dé os tais 3 graus de liberdade). Igualando os 6
termos acima a 0, encontramos a seguinte solucao homogénea

Qg Q7 Qg
So : a3 Q4 Qp = AMmyy + BMIIy + CMmmyy
Qo Q1 Q3
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Agora, basta encontrar uma solucdo particular para cada sistema menciona-
do acima. Por exemplo, o sistema linear para f, tem como solugao particular
1 1

Sy = —

0601041:&2:044:&7:048:&9:0;043:*%; 5

chegando a solugao geral

0 0
Dy=—| -1 0 1 +%
0 0

(separamos h dos coeficientes A, B e C dentro de Sy por conveniéncia).

Similarmente, as solugdes particulares para D,, e D, ddo as expressoes
gerais

0 0 O
1 So
Dro=gz| b2 L1+
0
-1 0 1

1 So
Doy = — 0 0 |+
4h 1 0 -1 h

As expressoes gerais de D, e Dy, sao andlogas as de D, e D,.

Agora, qual o significado de cada um desses graus de liberdade em Sy? Como
escolher os seus parametros? Para responder a esta pergunta, temos de voltar
as Formulas de Taylor e usar ordem o (hG). Os termos até h? ja haviam sido
determinados; os termos com h3 e h* sdo

hS
em ?fxxx i —ap+ e —az + a5 — ag + ag (igual ao termo em hf)
3h3
em ?fxxy Do—ap—ag +ag +ag
3h3
em ?fxyy ©o—ap+ a2 —ap+ Qg
h3
em gfyyy : —ap —ay — oz + ag + ar + ag (igual ao termo em hf)

ht h?
em ?fmm ©ap+ as+as + as + ag + ag (igual ao termo em 7fm)

4h*

em Tfmmzy : ap — s — ag + ag (igual ao termo em thIy)
6h*

em Tfmzyy © g+ ag+ag +ag
4p* ) )

em Tfmyyy © o — a2 — o + ag (igual ao termo em h” fyy)

h* 2
em nyyyy : ap+oq + o+ ag + ar + ag (igual ao termo em 7fyy)
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Assim, estabelecemos as seguintes 9 correspondéncias (aqui com termos em
h® também; a ltima foi calculada em o (hs))

0 0 O
01 0 |-f=f
00 0|
[0 0 0]
1 h? n
— -1 0 1 'f:hfm+_fmmz+_fmmmmm+o(h6)
21 0 0 o 6 120
: 0 1 0 T
1 h? h
3 8 01 8 “f=hfy+ gfyyy + mfyyyyy +o (h°)
[0 0 0] i
L =2 1| - f = 1 fox & 35 fawe + 0 (%)
[0 0 o]
[ 0 1 0 i h4
0 -2 0 'f:hzfyy"‘ﬁfyyyy"‘o(hﬁ)
0 1 0]
[—1 0 1 ]
1 K n
i (1) 8 01 'f:hzfmy+Efmmmy+gfryyy+o(h6)
r -1 0 1 T
. 201 1055
5 21 8 —12 f =P fayy + Tfmmyy + Tfmyyyy +o(h°)
I _1 -2 1 T
1 10R° 20h°
5 01 g 01 f= h?’fmzy + Tfmm:my + Tfmmyyy +o (h6>
I 1 -2 1 i h6
-2 42 -2 |- f= h4fmyy + 12 (frzzayy T+ frayyyy) +0 (hs)
I 1

que explicitam uma base do espago vetorial de todas as méscaras 3 x 3 que é
adequado a descricao das suas correspondentes aproximagoes de Taylor. Estas
relagoes sdo fundamentais no entendimento da relagdo entre méscaras e aprox-
imagoes discretas de derivadas! Por exemplo, note que as 3 tltimas expressoes
(correspondentes aos tais graus de liberdade) sao de ordem h?® e h*, e portanto
nao farao diferenga alguma se procuramos combinagcoes lineares que sao aprox-
imacoes o (hz) de algo! Denotaremos as 9 méscaras acima respectivamente por
Mo, My, My, Myy, Myy, Myy, Myyy, Myry € Mygy, (de acordo com o primeiro
termo de suas Férmulas de Taylor).

Muitos argumentariam a esta altura que a melhor escolha para D, seria
entao th— Afinal, por que acrescentar Mgy, Myzy o0 Myzy,? No entanto,
note que a série de Taylor associada a M, ji vem com um termo em f,,, do
qual ndo podemos nos livrar (pelo menos ndo dentro do tamanho 3 x 3 imposto).
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Talvez a presenga dessas outras derivadas de ordem mais alta possa “abrandar” a
intrusdo do termo em f,,... A escolha dos termos a serem adicionados dependem
do objetivo da aproximagao.

Um possivel critério de escolha é o seguinte: no caso continuo, o operador
0, ndo é rotacionalmente simétrico, mas sua integral com relacido a x é rota-
cionalmente simétrica. Em outras palavras, queremos manter a propriedade de
que f, é a derivada com relagdo a x de um objeto rotacionalmente simétrico
(a saber, f). Enquanto é impossivel manter tal propriedade no caso discreto
(j& que a introducdo de um grid dificulta até mesmo a definigdo do conceito
“rotacionalmente simétrico”), podemos pelo menos manter tal propriedade na
aproximagao de Taylor correspondente. Afinal, a aproximacao geral de D, com
parametros A, B e C corresponde a

1

h2
= fx + ?fxxx + Ahzf&cyy + Bh2fxxy + Chgfﬁﬁyy t+o (h‘4) =

— (f +h? (% + Afyy> + Bh? fr, + Ch?’fmmy) +o(h?)

que sera a derivada com relagao a x de uma expressao rotacionalmente simétrica
(em ordem o (h?)) se e somente se A = e B = C = 0. Acrescentamos ainda

mais uma ordem para ver que essa escolha de parametros nos da

d h? h 10 5

(note que é impossivel conseguir a simetria rotacional em ordem o (h5)) e a
madscara correspondente é, explicitamente

-1 0 1

-1 0 1

1

D =155

(a mascara D, é obtida de modo andlogo).

Uma vantagem adicional de tal escolha é que o calculo da norma do gradi-
ente usando tais mascaras sera automaticamgznte rotacionalmente simétrico em
ordem o (h*). De fato, escrevendo g = f + V2 f, vé-se que

= (Dy- )’ +(Dy - )* = Vg + 0 (n?)

note-se que nenhuma outra mascara 3 x 3 apresenta tal simetria no
cdlculo da norma do gradiente até esta ordem.
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Similarmente, partimos da expressao geral

h (M'L'.ﬂ + AM, £yy + BMamy + CMxxyy) ' f =

0? h? 2 3
= 53 ( FH By + 5 fee + CH fyy ) + Ahfazy + 0 (1)

e vemos que D,, serd a derivada segunda com relacao a x de algo rotacional—
mente simétrico até a maior ordem possivel quando A=B =0e C = ﬁ
Usando esses parametros (e uma ordem adicional)

2 h2

e obtemos uma “simetria rotacional” de ordem o (h4)! A expressdo correspon-
dente de D, é

1 1 -2 1
Dyy=——= | 10 =20 10

rT 2
12h 1 -9 1

A vantagem adicional desta escolha (e da escolha analoga para D,,) é que
o calculo do Laplaciano usando esta mascara é rotacionalmente simétrico em

ordem o (h*). De fato, tome g = f + 2 B >V2f e temos

Dy f 9.2 + 0 (h‘4) Zﬂ/ f + 0 (h‘4)
= (Dm +Dyy) - f=V3g+o (h4)
e note-se novamente que nenhuma outra escolha de mascaras 3 x 3 apre-

senta tal simetria rotacional até esta ordem.
Para D,y

1
2 (Mwy + AMzyy + BMawy + CMwyy) =
h? h? 9 3
= fxy + Efxxm; + foyyy + Ahfxyy + Bhfxzy +Ch fmcyy +o (h ) =

0? h?
= <f+—V2f+Ahfy+Bhfx+Ch2fw> + o (h?)

ox Oy

e a escolha natural é de fato A = B=C = 0.
Usando uma ordem adicional nota-se que

82
Doy - f =

(f+ e v2f> o ()
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e obtemos novamente o (h4) na “simetria” desejada. A expressao final para Dy,
é

Finalmente, note que a Unica combinagao linear das 9 mascaras acima que da
uma aproximacao de Dy, corresponde a tomarmos apenas a ultima, a saber

L2
Dioyy = 33 —12 42 —12

entao

h2
Dwﬂﬂyy ’ f = fxxyy + E (fxxxxyy + fxxyyyy) to <h4) =

:W f+EVf +0(h)

é novamente “rotacionalmente simétrica” em o (h4).

Método geral
No caso geral, se procurarmos mascaras m X n, a base de derivadas correta

a se usar é %fxiyj onde i € {0,1,....,m—1} e j ={0,1,....,n — 1}. Com esta
base podemos estender o método do caso 1D com sucesso.

e Caso 2 X 2: usamos a seguinte matriz 4 x 4

Coef.de — em | f hfy hfy, h%fsy

fz,y) 1 0 0 0
flx+hy) 1 1 0 0
Flry+h) 1 0 1 0

flr+hy+h) 1 1 1 1

e sua inversa

f(x,y) fle+hy) f(r,y+h) f(z+hy+h)

f 1 0 0 0
hf. -1 1 0 0
nf, -1 0 1 0

h2f,, 1 ~1 ~1 1
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cujas linhas (quando reformatadas em 2 x 2) nos dao

0 0] h? h3 A
1 0 7] h2 h3
[ 1 0 'f:hfy"‘?fyy‘*‘gfyyy'*‘o(m)

h3 4
7fxyy +o (h )

-1 1], h3

(note como temos de verificar para onde vao os termos fy, € fyy que

nao apareciam na nossa base). Uma aproximagao de a% tem um grau
. . 2. 4 . . . 52

de liberdade (assim como ay), ¢é possivel também aproximar Proy COm

mascaras 2 X 2:

1 0 0 -1 1 e
=g ([ L] A ) m e
1 [ -1 1 7. 9
Dm+y+ = ﬁ |: 1 -1 :| 61’8y O(h)

e Caso 3 x 3: usamos a seguinte matriz 9 x 9

Ponto f hf, % hf, h2f:cy ha);zzy hzguu h3J;zuv h4fzzyy
~h,~h 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1
0,-h 1 0 0 -1 0 0 1 0 0
h,—h 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1
—h0 1 -1 1 0 0 0 0 0 0
00 1 0 0 0 0 0 0 0 0
o 1 1 1 0 0 0 0 0 0
~hh 1 -1 1 1 -1 1 1 ~1 1
0,h 1 0 0 1 0 0 1 0 0
hoh 1 1 1 1 1 1 1 1 1
cuja inversa €
rf 0O 0 0 0 1 0 0 0 0]
hfs o 0 0 -2 0 3 0 0 0
Pfe. 0 0 0 L1 -1 1 0 0 o0
2 BN A
iﬁfwy 4 (1) i SO N O1 il
]212fmy 1Y I 0 0 0 g el
R S S S NN S
Sy -3 0 1 3 0 -3 -3 0 g
Wl 1.1 1 1 ¢ _1 1 _1 1
L 4 vy 4 2 4 2 2 4 2 4 4

cada linha desta matriz (depois de uma normalizagao e colocagao em for-
mato 3 x3) nos dd uma das mascaras Mo, My, My, My, My, M, M,

yy» TYY>»
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Mmmy € Mzmyy Como fmmmv fyyy7 fmmm:m fmmzyv fm’yyy € fyyyy nao aparecenn
diretamente na tabela acima, os seus coeficientes devem ser calculados a

posteriori utilizando as méscaras encontradas para que determinemos cor-
retamente todas as expressoes em o (h%) (como feito na subsecao anterior).



