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Resumo

Arouca, Sueni de Souza; Lopes, Hélio Cortes Vieira; Velho, Luiz
Carlos Pacheco R.. Método implicito para reconstrugao de
curvas a partir de pontos esparsos. Rio de Janeiro, 2006.
[64lp. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catodlica do Rio de Janeiro.

Nas aplicagoes em computagao grafica e processamento de imagens, curvas e
superficies implicitas tém sido reconhecidas como a representacao mais 1util
de objetos 2D ou 3D, principalmente porque elas permitem a descrigao de
formas complexas por uma férmula. A maioria dos métodos implicitos usam
curvas algébricas para aproximar globalmente a fronteira do objeto em uma
imagem binaria. Quando a forma do objeto é complexa, é comum elevar o
grau da curva a fim de obter mais precisao na aproximacao. Uma solucao
alternativa é decompor hierarquicamente o dominio em partes compactas e
obter aproximacoes locais para o objeto em cada parte, e entao juntar os
pedacos com o objetivo de obter uma descri¢ao global do objeto. O principal
objetivo deste trabalho é apresentar um novo método de aproximacao de

curvas implicitas a partir de pontos esparsos que melhora o estado da arte.

Palavras—chave
Aproximagoes de curvas implicitas. Modelagem geométrica. MPU.

Ridge regression.



Abstract

Arouca, Sueni de Souza; Lopes, Hélio Cortes Vieira; Velho, Luiz
Carlos Pacheco R.. Implicit method for curve reconstruction
from sparse points. Rio de Janeiro, 2006. [64p. MsC Thesis —
Department of Matematica, Pontificia Universidade Catélica do Rio
de Janeiro.

In the field of computer vision and image analysis, implicit curves and
surfaces have been recognized as the most useful representation for 2D or
3D objects, mainly because they allow description of shapes by a formula.
Most of implicit methods uses algebraic curves to fit globally the frontier of
the foreground in a binary image. When the foreground shape is complex,
it is common to elevate the curve degree in order to obtain more precision
on the approximation. An alternative solution is to decompose the domain
hierarchicaly in compact parts and obtain local approximation for the object
in each part, and then patch all together in order to obtain a global
description of the object. The main objective of this work is to present
a new method for implicit curve fitting from sparse point that improves the
state of the art.

Keywords
Implicit curve fitting. Geometric modeling. Multi-level partition of

unity. Ridge regression.
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1
Introducao

Com o surgimento dos dispositivos éticos que capturam as formas
geométricas de objetos através de pontos adquiridos em sua fonteira, veio o
problema de reconstrugao de curvas e superficies. O problema de reconstrucao
a partir de pontos esparsos tem recebido muita atencao pela comunidade
cientifica porque tais dispositivos de aquisicao estao cada vez mais acessiveis.
Além disso a sua solugao gera muitas aplicagoes em computagao grafica [11],
em visdo computacional [I7] e em modelagem geométrica [14]. E importante
observar que ele pode se tornar um problema bastante complexo devido nao
s6 ao desconhecimento das relagoes de vizinhanca e proximidade, mas também
pela presenca de ruido. Varias técnicas foram estudadas para resolvé-lo. Ex-
istem as que utilizam arvore geradoras minimas [7], as que sao baseadas em
triangulagao de Delaunay [3], 4, [5, ], as que utilizam parametrizagoes locais
[1, 2, 1), 12], e as que usam formulagoes implicitas [9, 13| [I§], entre muitas
outras. Essa disertacao estuda a técnica implicita de reconstrucao de curvas
considerando dados esparsos.

As curvas e superficies implicitas sao reconhecidamente as representacoes
mais praticas de objetos 2D ou 3D, principalmente porque elas permitem a
descrigao de formas complexas por uma fun¢ado computével [6, 9. A maioria
dos métodos implicitos usam curvas algébricas para aproximar globalmente a
fronteira do objeto em uma imagem bindria [17]. Quando a forma do objeto
é complexa, é comum elevar o grau da curva a fim de obter mais precisao na
aproximacao. Uma solugao alternativa é decompor hierarquicamente o dominio
em partes compactas e obter aproximacgoes locais para o objeto em cada parte,
e entao juntar esses pedagos com o objetivo de obter uma descricao global
para ele. Othake et al. [13] propos um método implicito em multi-resolugao
que utiliza essa solucao. Ele foi originalmente proposto para reconstrucao de
superficies em R?®. Como esse método implicito usa particao da unidade, ele
foi denominado MPU (Multilevel Partition of Unity Implicit).
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Figura 1.1: Dados de entrada: pontos amostrados de uma curva e os vetores
normais em cada um desses pontos.

1.1
Descricao do problema

Considere um conjunto de pontos P = {p1, Pz, ..., Ps} € R? amostrados
de uma curva planar C. Suponha também que para cada ponto p; é dado o
vetor normal unitério a curva n; no ponto. O conjunto desses vetores normais,
denotado por N, indica a orientacao da curva.

A figura [T ilustra um exemplo dos dados de entrada do problema.

O objetivo desse trabalho é obter uma funcao implicita F : R? — R tal
que a isocurva F~1(0) aproxima adaptativamente C usando um controle do
erro local.

A figura mostra o resultado do método para os dados referentes a

figura .11

1.2
Contribuicao

O método a ser proposto neste trabalho segue as principais idéias do
MPU [13] restringindo-o ao plano. Entretanto, fornece diferentes estratégias

para a aproximacao local que permitem melhorar sua estabilidade numérica.
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Figura 1.2: Resultado do método: uma curva implicita que aproxima os dados

de entrada da figura [L.1]

1.3
Organizacao da dissertacao

Essa dissertagao foi organizada da seguinte maneira: o capitulo2introduz
alguns conceitos basicos sobre aproximacao por curvas algébricas, minimos

quadrados e particao da unidade. O capitulo [ introduz o novo método e os
seus algoritmos, assim como os detalhes de sua implementacao. O capitulo @

apresenta os resultados e as comparagoes. Finalmente, o capitulo [ conclui e

apresenta propostas de trabalhos futuros.



2
Aproximacao por curvas implicitas e particao da unidade

Este capitulo expoe alguns conceitos basicos necessarios para o entendi-

mento deste trabalho.

2.1
Curvas Algébricas

Um subconjunto @ C R? é chamado de uma curva implicita se existe
uma funcio F : U - R, O C U, e c € R tal que O = F~!(c).

Uma curva implicita F~(c) é reqular se F é diferenciavel e satisfaz a
condi¢do que em cada ponto x € F~(c) o gradiente de F' em x nao se anula.

Um polinémio de grau d definido no plano é uma funcao P; : R? — R

especificada pela seguinte expressao:

Py(z,y) = Z ajt’y". (2-1)
0<j+k<d
Dé-se o nome de curva algébrica de grau d ao conjunto Pd_l(O).
Como a curva algébrica é o objeto matematico mais utilizado nessa
dissertacao, é conveniente adotar uma representacao adequada para Py, que é

a mesma adotada por Tasdizen et al. em [17]:
Pd(xv y) = Vtaa (2_2)

onde

t
a:|:a070 1o .- Q4o Qd-11 --- CL07d:|

t
v:[l r .. oat atly L yd}.

O vetor a € R representa os coeficientes (aj,k)ogj;ogk;0§j+k§d e o vetor
v representa os monomios do polinomio P;. Como P, possui grau d é facil
verificar que o nimero de termos que ele possui (que corresponde a dimensao

de a ou a dimensao de v) é exatamente [ = W.
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Coeficientes do Polinomio P
Grau d da curva C | Numero de coeficientes [ do polinomio P,

d—9 | — (2+1)2(2+2) — 6

d—3 [ — (3+1)2(3+2) — 10
d—1 [ — (4+1)2(4+2) 15
d=5 [ = GG _ o
d—6 = (6+1)2(6+2) — 9%
d—7 [ — (7+1)2(7+2) — 36
J—3 | — (8+1)2(8+2) — 15
d—9 [ — (9+1)2(9+2) — 55
d=10 [ (10+1)2(10+2) = 66

Tabela 2.1: Tabela do ntimero de coeficientes do polindémio

2.2
Aproximacoes algébricas por minimos quadrados

Considere os dados de entrada como sendo um conjunto de pontos P =
{p1,P2,--.,Py} € R?* amostrados de uma curva planar C, onde p; = (z;,y;).
Considere também o conjunto de vetores normais unitarios correspondentes
N ={ny,n,,...,n,}.

Apresenta-se agora diversos métodos de como obter uma curva que

aproxima C.

2.2.1
Minimizando a distancia algébrica

Uma maneira simples de se obter uma curva algébrica P;'(0) que
aproxima a curva C é o de minimizar a distancia algébrica sobre o conjunto de
pontos dados. Isto é, determinar os coeficientes de P, 1(0) tal que a soma da
distancia algébrica de cada um dos ¢ pontos a curva, denotada por

q

eroat = »_(Pali, 1))’ (2-3)

i=1
seja a menor possivel.

Utilizando a representacao vetorial de P; em ([2=2)), ;10 pode ser escrito

Ccomo: q
t t
etoml:a(g v,v;)a, (2-4)
i=1
onde
t
_ d .d-1 d
vi=|1 x ... xf =7y ... y;

Para melhorar a notagao, defina as matrizes M de tamanho [ x g e S de
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tamanho [ x [ da seguinte maneira:

M:[Vl Vo o o... Vq],

e
q
S =MM' = E Vivi.
i=1
Se fosse considerado simplesmente o problema de minimizacao como
sendo

mina{a’Sa},

o vetor a = 0 seria a solugao trivial. Para evitar isso, deve-se impor a condi¢ao
lal|? = 1.
Com o uso do multiplicador de Lagrange A, o problema de otimizacao

condicionado torna-se:
mina{a'Sa + \(a'a — 1)}. (2-5)

A solucao desse problema é dada pelo autovetor unitario de S associado ao
seu menor autovalor [I§].

Em resumo, o método para a minimizagao da distancia algébrica restrito
a condigao ||al|?> = 1 consiste simplesmente em encontrar o autovetor de S
associado ao seu menor autovalor em moédulo usando, por exemplo, o método
da poténcia em S™! [I5]. Esse método sera chamado de classical least square.

Embora este método seja invariante por transformagoes afins [I§], ele
apresenta alguns problemas. Seus resultados sao extremamente sensiveis as
pequenas pertubacoes nos dados de entrada. Além disso, a curva algébrica
P 1(0) obtida na aproximacdo nao leva em consideracdo a continuidade do
conjunto de dados de entrada, podendo gerar novas componentes conexas ou
juntar componentes que eram originalmente separadas.

Uma técnica simples para tornar a aproximacao por esse método mais
estavel é aplicar uma padronizacao nos conjuntos de dados, que consiste em
colocar a origem do dominio no centréide do conjunto de dados e entao
escalonar os pontos dividindo-os pela média dos autovalores da matriz S.

Para maiores detalhes sobre esse método consulte [16, [17, [18].

2.2.2
Aproximacao considerando o gradiente

Para evitar os problemas de inconsisténcia de continuidade e de sensibil-
idade a pequenas pertubacoes do conjunto de dados de entrada, foi proposto

um outro método que considera os vetores unitarios normais a curva [17]. Esses
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vetores sao fornecidos como dados de entrada do sistema através do conjunto
N.

Define-se o conjunto 7 = {t;,ts,...,t,} como sendo o conjunto dos
vetores unitarios tangentes a curva C, onde t; é obtido aplicando uma rotagao
de m/2 no sentido anti-horério ao vetor n,.

O método Gradient One Fitting a ser discutido foi proposto por Lei et al.
em [10]. Ele faz uso do gradiente do polinomio P; em (z;,;), que é denotado
VP (i, y:) = [ }?(%’yi) ] )

S (@i, yi)
Vale lembrar que se o vetor gradiente de P, em (z;,y;) nao é nulo, entdo ele é

por
(2-6)

perpendicular ao vetor tangente da curva de nivel de P; que passa por (z;, ;).

A proposta do método proposto por Lei et al. é novamente um problema
de minimos quadrados. Ele adiciona dois termos novos a funcao objetivo e
retira a condicao ||al|> = 1. Esses novos termos sao fungoes do gradiente do
polindmio Py. O primeiro deles é Y7 (n!V Py(z;, y;) —1)?, cujo objetivo é o de
ajustar P, de tal forma que o seu gradiente em (x;,y;) tenda a ficar alinhado
com n;. O segundo termo é Y7 | (t!VP4(x;,y:))?, que tem por objetivo forgar
ainda mais o ajuste fazendo com que o vetor gradiente de P, em (x;,y;) tenda
a ficar perpendicular a t;. A fun¢ao a ser minimizada fica, portanto, definida

da seguinte forma:
q
€grad = Z{(Pd(xiayi))Q + (Y Py(xs, y;) — 1)° + p(6)V Pa(zs,1:))*} (2-7)
i=1

onde u é o peso que se da aos dois novos termos.
Com o objetivo de seguir a representacao vetorial para o polinomio P,

as seguintes matrizes e vetores sao definidas:

— A matriz D; de tamanho [ x 2:

0
1
D, = dzd= 0 (2-8)
(d—1)af? -y, zi !
Yi ! (d_l)xlyzd 2
i 0 d - yfl_l |
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— O vetor gradiente V P;:
VP; =V(via) = (D;)'a. (2-9)

— A matriz Sy de tamanho [ x [:

q

i=1

— A matriz St de tamanho [ x [:

q

i=1

— O vetor gn de tamanho {:
q
gN = Z D;n;.
i=1

O problema de otimizacao para o método é:
mina{egraa} = mina,{a'Sa + pa'Sna + pa'Sra — 2ua‘gn + pg}

E a solucao desse problema é obtido resolvendo o seguinte sistema de equacoes

lineares:
a= (S + p(Sn +S1))'gn. (2-10)

2.2.3
Técnica para reduzir a instabilidade numérica

Quando a matriz SS = (S + x(Sx + St)) nao tiver posto méximo ou
mostrar instabilidade numérica para resolver o sistema (2-I0) pode-se usar a
técnica denominada ridge regression, e serda denotada por RR. Essa técnica é
normalmente usada pelos estatisticos para remover a colinearidade dos dados
de entrada. A primeira proposta para obter melhores curvas algébricas usando
essa técnica foi feita por Tasdizen et al. em [I7].

A técnica RR basicamente modifica o problema de otimizacao adicio-

Ilando um novo termo:
mina,{a'Sa + pa’Sna + pa'Sra — 2ua’gn + uq + ka'Aa},

Onde A é uma matriz diagonal de tamanho [ X[ e a constante real x determina
0 peso que se da ao novo termo na aproximagcao.

A solugao para esse problema é obtido da seguinte forma:
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a=pu(SS+rA) 'gn (2-11)

Tasdizen et al. em [I7] sugerem a seguinte escolha para matriz A.

ilj! (k+D! <

(l + j)' k0>0;k+1=i+j m=1

(i45+1) (i+75)
5 .

Essa sugestao para A preserva a invariancia por rotacao do método
descrito na segao 2221 [17].

A seguir, a figura 2] [I7] mostra uma comparagao entre os trés métodos

para¢,j > 05147 <d,onde v =7+

apresentados.

Figura 2.1: As figuras (a) e (d) ilustram aproximagoes obtidas usando o método
classical least squares. Ja nas figuras (b) e (e) foi utilizado o método gradient
one fitting, e nas figuras (c) e (f) o método ridge regression. O grau do
polinomio foi escolhido como sendo 6 para o alicate e 8 para o aviao.

2.3
Particao da Unidade

A particao da unidade é uma ferramenta matemdtica muito 1util para
combinar aproximagoes locais a fim de definir uma aproximagao global. Im-
portantes propriedades como o erro méaximo global e a ordem de convergéncia
podem ser herdadas do comportamento local.

A idéia basica da construgao de uma aproximacao global por particao da

unidade é a seguinte:

1. dividir o dominio de interesse em diversos pedacos,
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2. obter uma aproximagao local para o subconjunto de dados pertencentes

ao préprio pedaco,

3. obter uma aproximacao global fazendo uma combinagao ponderada das
solucoes locais através de fungoes suaves nao negativas que correspondem
aos pesos. Em cada ponto do dominio, a soma dessas funcoes peso deve

Ser um.

Mais precisamente, considere um dominio limitado €2 C R? e denote por

{¢i} o conjunto de fungdes nao negativas com suporte compacto tal que:

Z wi(x,y) = 1 para todo ponto (z,y) € 2.

Chame de F; o conjunto de funcoes com suporte compacto definidas em
supp(p;). Cada fungdo pertencente a F; estaria representando uma aprox-
imacao local para os pontos do conjunto de entrada P que pertencem a
supp(i)-

Uma aproximacao global para a funcido f : Q — R? poderia ser obtida

da seguinte maneira:

Flay) = piln,y) filx,y). (2-13)
onde f; € F;.

Considere {w;} um conjunto de fungdes nao-negativas com suporte

compacto tal que:
QC Usupp(wi).

As fungoes parti¢oes da unidade ¢; podem ser geradas da seguinte forma:

(1 _ wz(xay)
wi(z,y) 5

j=1 w;(z,y) (214)

A idéia por tras de uma aproximacao construida através da particao
da unidade pode ser resumida pelas equagoes (2=13)) e (2-14]). Essas equagoes
formam a base do algoritmo MPU proposto por Ohtake et al. em [13].

2.4
O método MPU

O método chamado de Multilevel Partion of Unity (MPU) foi proposto
por Ohtake et al. em [I3] originalmente para gerar uma superficie implicita em
R3. Nessa dissertacao restringimos o seu uso para curvas implicitas em R2.

Como seu préprio nome diz, o MPU usa a particao da unidade para obter

aproximacoes globais a partir de aproximagoes locais usando uma estrutura
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hierarquica para a subdivisao do dominio, que sao feitas recursivamente através
de uma Quad-Tree.

A Quad-Tree é um tipo especial de arvore onde todas as células ou sao
células folha ou tém quatro células filhas. Tendo como utilizacao principal a
representacao de uma decomposicao espacial adaptativa do dominio através
de um processo recursivo.

A figura ilustra um exemplo de uma Quad-Tree adaptada aos pontos

de entrada.

Figura 2.2: Exemplo da construcao de uma Quad-Tree gerando uma subdivisao
do dominio adaptada aos pontos.

Segue uma descrigao concisa de como o método MPU constréi a fungao
implicita que aproxima globalmente os pontos.

Inicialmente ele translada os pontos de P tornando o seu centro de massa
a origem do sistema de coordenadas. Depois ele escalona os pontos de tal forma
que o quadrado = = [—1,1] x [—1, 1] contenha todos eles. Por um abuso de
notagao, continua-se dando o nome de P ao conjunto de pontos de entrada
apos essas duas transformacoes.

O método cria uma Quad-Tree usando um procedimento recursivo con-
trolado pelo erro da aproximagao local. O critério de refinamento consiste em
identificar localmente o erro cometido pela aproximacao e caso ele seja maior
que uma determinada tolerancia ele subdivide o quadrado em quatro e recur-
sivamente repete o teste para cada um dos seus quadrantes.

Portanto, para cada né ¢ da Quad-Tree existe uma fungao peso usada na
particao da unidade com suporte compacto definido como sendo um circulo de

raio r; centrado no centro geométrico do né. Esse raio é escolhido como sendo
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proporcional ao tamanho da diogonal do quadrado do né ¢, denotado por d;.
Geralmente se faz r; = 0.75d;.
A figura 2.3 ilustra os suportes compactos associados a cada né da

estrutura Quad-Tree.

Figura 2.3: Exemplo da regiao de suporte para cada né da Quad-Tree.

A aproximagao local é feita usando uma quédrica e ela s6 é calculada nos
noés que possuirem pontos de P. A funcao de particao da unidade para cada
n6 da Quad-Tree é uma B-Spline quadrética b(t):
3|z —c|

o ) (2-15)

onde ¢; é centro do quadrado correspondente a um né da Quad- Tree.

Para calcular as quadricas em cada nd, considera-se os pontos de P que
estao na sua regiao de suporte correspondente. As vezes (especialmente se a
densidade de P nao é uniforme) o circulo de raio r; de um né N; ndo contém
o numero de pontos suficiente para uma estimacao robusta da quadrica que
aproxima os pontos. Se o nimero de pontos for menor que o niimero minimo
de pontos suficiente para resolvar o problema de minimos quadrados para a
determinacao da quadrica, deve-se aumentar o raio do circulo do suporte até
que se obtenha a garantia de existir uma solugdo (a matriz a ser invertida
possuir posto méaximo), como ilustra a figura 24[13].

Ohtake et al. utilizaram uma funcao objetivo que é uma média ponderada
da distancia algébrica de cada ponto a curva, onde a ponderacao é feita pela

prépria funcao peso ;. Mais informagdes podem ser encontradas em [13].
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Figura 2.4: Aumentando o raio do circulo do suporte para obter uma garantia
de existir solucao para o célculo das quadricas.

As figuras (23] e (Z6)[13] exemplificam superficies implicitas no R3
obtidas pelo método MPU.

Figura 2.5: Toro: Figura gerada pelo software MPU.
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Figura 2.6: Bunny: Figura gerada pelo software MPU.



3
O novo método implicito

Este capitulo introduz o novo método para determinar uma funcao
implicita que utiliza particao da unidade. Ele inicia com uma breve introducao

ao método, e depois descreve detalhes de sua implementacao.

3.1
Descricao

O novo método é de fato uma concatenacao de dois importantes trabal-
hos: 0 do método MPU [13] e o proposto por Tasdizen et al. em [I7], que foram
explicados, respectivamente, nas secoes 2.4 e 2.2.3

O método considera como conjunto de dados de entrada as seguintes

informacoes:

~ o conjunto de pontos P = {p1,pz,...,Ps} € R? amostrados de uma

curva planar C, onde p; = (z;, ;).

— 0 correspondente conjunto dos vetores normais unitarios N =

{n;,ny,...,n,}.

Ja o conjunto 7 = {ty,t9,...,t,} dos vetores tangentes a curva é obtido
através do conjunto . O vetor t; é obtido aplicando & n; uma rotagao de 7/2
no sentido anti-horario.

Assume-se aqui que os pontos de P ja foram transladados de tal forma
que o seu centro de massa seja a origem do sistema de coordenadas. E que
eles também foram escalonados de tal forma que todos estejam no quadrado
==[-1,1] x [-1,1].

Esse quadrado = de centro na origem e lado 2 serve como base para o
processo de subdivisao guiado por uma estrutura hierarquica de subdivisao
espacial do tipo Quad-Tree.

A Quad-Tree é criada utilizando um processo recursivo controlado pelo
erro da aproximacao local e pelo nivel maximo denotado por [,,,., que é pré-
determinado.

Entao, cada né ¢ da Quad-Tree tem associado a ele:
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— Uma funcao peso que ¢ utilizada na particao da unidade ; com suporte
compacto. Esse suporte compacto é estabelecido como sendo um circulo
de raio r; centrado no ponto central do né. Onde o valor de r; é definido
como sendo « vezes o tamanho da digonal do quadrado correspondente.

Geralmente, usamos o = 0.75.

Assim como no método MPU em [I3] a funcao particao da unidade ¢;

para cada quadrado Z; é dada pela equacao:

wz(xay)
@Z(xay) = nf ;
j=1 wj(x,y)

(3-1)

onde ny é o nimero de nos folhas na Quad-Tree e w; é uma B-Spline
quadrética definida através da distancia do ponto (z,y) ao centro do né
i. Se a distancia de (z,y) ao centro do né for maior do que r;, entao

— Um polindmio de grau fixo d que define a aproximacao local F;. Para
determinar os coeficientes de tal polindmio se utiliza os pontos de P que
estao no suporte compacto da funcao ;. Esse subconjunto sera denotado
por P;. Considere que P; possui ¢; pontos e que esses pontos estejam
indexados de 1 a ¢;. A aproximacao local é feita utilizando os métodos
apresentado na secao 2.2l Assim, a fungao objetivo a ser minimizada no

né i é:
{atS-a—l— 'Snia+ pa'Syia — foni 4 pg; + kat A
i pa’Snia+ pa‘Srtia — 2ua‘gn + 1g + ka'Aal.

onde

— A matriz S; de tamanho [ x [ é:

qi
S; = ZVJV;'
j=1
— A matriz SN, de tamanho [ x [ é:
qi
SNJ = ZD]an§D§
j=1
— A matriz St; de tamanho [ x [ é:

qi
Sri=)» D;t;t'Dl.
j=1



Capitulo 3. O novo método implicito 27

— O vetor gn; de tamanho [ é:

q
8N, = E Djn;.
j=1

— A matriz diagonal A; é obtida preenchendo os elementos da sua

diagonal da seguinte maneira:

h!j! (k+ D! = o o
Ai v . )
(A1) (h+;) 2 ! Fm Ym

k,1>0;k+l=h+j m=1

para h,j > 0; h+j5 <d, onde v =7+ —(h+j+;)(h+j).

A solucao desse problema é obtida resolvendo o seguinte sistema de

equacoes lineares:
(Si + 1SN + 1St + KAj)a = ugn. (3-2)

O erro da aproximacao local no né ¢ é considerado como sendo a média

do quadrado das distancias algébricas dos pontos de P;:

1
e; = —{a'S;a}.
4di

A condi¢ao que determina se um né ¢ na Quad-Tree no nivel [; deve ou
nao ser refinado é um teste que verifica se o erro e; calculado para os pontos
utilizados na aproximacao local daquele né é maior que uma tolerancia ¢ dada,
e se a Quad-Tree nao atingiu o seu nivel maximo (i.e., l; < lynaz)-

Finalmente, para avaliar a funcao implicita F' que aproxima C basta
combinar as aproximagoes locais F; juntamente utilizando as fungoes particao

da unidade ;.

Zjil Wy (33', y)
Segue uma descricao um pouco mais detalhada dos algoritmos que foram

(3-3)

implementados.

3.2
Implementacao

Esta segao apresenta os algoritmos utilizados no desenvolvimento com-
putacional deste trabalho. Primeiramente, serao descritas as estruturas de da-
dos utilizadas e depois os algoritmos de construcao seguidos dos algoritmos de

avaliacao da funcao implicita.
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Figura 3.1: Refinamento local que permite uma melhor aproximacao global.

3.2.1
A estrutura de dados

A estrutura de dados desse trabalho estd organizada através das classes

Quad_Tree e Curva_Implicita.

A classe Quad_Tree
Um objeto da classe Quad_Tree representa um né na arvore Quad-Tree.
Essa classe possui os seguintes membros:
— double * a : representa o vetor de coeficientes do polinomio de grau d.

— double c[2] : vetor contendo as duas coordenadas do centro do né da

arvore.
— double 17 : o raio que define o suporte compacto do né da arvore.
— int [evel : o nivel da arvore no qual se encontra o né.
— double size : o tamanho do lado do quadrado correspondente ao no.

— int * Z : um vetor de inteiros que representa o conjunto dos indices i

dos pontos que se encontram dentro do circulo de raio r centrado em c.

— Quad_Tree * son[4] : um vetor de ponteiros que apontam para os quatros
filhos do né.



Capitulo 3. O novo método implicito 29

— Quad_Tree * father : o ponteiro que aponta para o seu né pai na arvore.

A figura esquematiza a organizagao da classe Quad_Tree.

I . [ [
a c [ r ’ ‘ levelJ ( size { I ’Lfather
son

Figura 3.2: Organizagao da classe Quad_Tree.

Ela possui somente um construtor default Quad_Tree: :Quad_Tree() que
simplesmente inicia os membros da classe, atribuindo NULL aos ponteiros
e zero as variaveis double e int. Seu destrutor Quad_Tree: :~Quad_Tree(),
destréi a arvore percorrendo-a recursivamente, liberando o espaco de memoria
alocado para cada um de seus filhos e depois liberando o seu proprio espaco

alocado.

A classe Curva_Implicita

Os membros da classe Curva_Implicita sao:

— int d : o grau do polinomio utilizado na aproximacao local.
— int [, : 0 nivel maximo da Quad_Tree.

— double « : multiplicador para o raio da regiao de suporte.

— double p : constante do método gradient one fitting.

— double k : constante do método rigde regression.

— double ¢ : tolerancia para o erro local da aproximacao.

— Quad_Tree * root : ponteiro para a raiz da arvore Quad_Tree.

— double *x P : corresponde ao conjunto de pontos amostrados de uma
curva C. Sua representacao ¢ feita através de uma matriz g x 2 de reais,
onde p; = (Pli][0], Pi][1]).

— double ** A : corresponde ao conjunto de vetores normais & curva
associados aos pontos de P. Sua representacao também é feita através de
através de uma matriz ¢ x 2 de reais, onde n; = (N[¢][0], N']¢][1]). Vale
observar que o vetor tangente no ponto p; é t; = (—=AN[i][1], N'[][0]).

— int ¢ : nimero de pontos em P.
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Curva Implicita

UL~

Figura 3.3: Classe Curva Implicita.

root

A figura ilustra a organizacao dos membros dessa classe.

O construtor default da classe Curva_Implicita possui os seguintes
parametros para iniciacao das variaveis: d, Loz, i1, K, €, @, ¢, P e N. Os valores
sugeridos para os parametros do método sao: d = 2, L = 5, p = 0.125,
k = 0.001, e = 0.1, e « = 0.75. A arvore Quad-Tree sera criada atribuindo
ao termo root no construtor o valor retornado da fun¢ao Buildtree que é
explicada a seguir. O destrutor dessa classe libera o espaco alocado pela Quad-

Tree e pelos vetores P e N.

3.2.2
A obtencao da funcao implicita

A funcao implicita global é determinada através da criacao da arvore
Quad-Tree. O procedimento recursivo Buildtree que a constrdi é descrito no

algoritmo [l Os parametros desse procedimento sao:

— Quad_Tree * father: ponteiro para o né pai do né a ser criado na

estrutura;
— int [evel: nivel no qual o no6 sera criado;
— int l,,4.: nivel maximo para a arvore;
— int d: grau do polindémio;
— double a, i, k, £: constantes do método.
— double **x P, N: os conjuntos de dados de entrada;
— int ¢: nimero de pontos em P e N;
— double size: lado do quadrado do né a ser criado;

— double * c: centro geométrico do né a ser criado;

Para construir a Quad-Tree um objeto instanciado da classe
Curva Implicita chama a rotina Buildtree utilizando o seguinte co-

mando:

root = Buildtree(NULL,1,lpas, d, o, i, 5,2, P, N, q,2,0);
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Algorithm 1 Quad_Tree *Quad_Tree: :Buildtree(father, level, lyar, d, @, i, k.6, P, N, q, size, )

1 if (I; > lpae) then

2:  return NULL;

3: end if

4: Cria né N;

5. N — father = father;

6: N — center = c;

7. N — size = size;

8 N — level = level;

9: N — radius = a X /2 x size;

,_.
e

7T = Subset(P, center, radius);

11: if (SizeOf(Z) > T2 then

122 N — a=Fit(d,u,x,Z,P,N,q);

13:  erro <« FittingError(a,Z);

14:  if (erro > ¢) then

15: for (1 =0;i <4;i+ +) do

16: if ((i&1) ==0) then

17: ci[0] = ¢ — size/2;

18: else

19: c;[0] = ¢ + size/2;

20: end if {para obter coordenada x do centro do filho}

21: if ((1&2) == 0) then

22: ci[l] = ¢ — size/2;

23: else

24: ci[l] = c + size/2;

25: end if {para obter coordenada y do centro do filho}

26: N — son[i] = Buildtree(N, (level + 1), lynaw,d,p, K&,
PN, q,a,size/2,¢;);

27: end for

28: end if

29: else

30 N — a = father — a ;{para copiar os coeficientes do polinémio do
father para a}

31: end if

32: return NV;

Onde:

— A funcao Subset retorna no vetor Z os indices dos pontos de P que estao

dentro do circulo de raio r centrado em c.

— A funcao Fit calcula a aproximacao local determinando os coefinicientes
do polinébmio de grau d para serem armazenados em a. Isso é feito

resolvendo o sistema descrito na equagao (3-2)).

— A fungao FittingError calcula o erro da aproximacao local no né i
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usando a férmula

e; = {a'S;a}.

3.23
A avaliacao da funcao implicita

A classe Curva Implicita possui um funcao que avalia para um ponto
(z,y) dado qual é o valor da fungao implicita F' cuja curva de nivel 0 aproxima
a curva C. A declaragao dessa fungao que é membro da classe Curva_Implicita
¢ a seguinte: double Evaluate(double x, double y);

A implementacao dessa funcao esta no algoritmo 2l

Algorithm 2 double Curva Implicita::Evaluate(z,y)

if (root # NULL) then
return root — Evaluate(z,y,d,tw) / tw;
else

return -1.0;
end if

E f4cil observar que essa funcao chama a partir da raiz da arvore
uma outra funcao da classe Quad_Tree com o mesmo nome, porém com dois
parametros a mais que sao: o grau do polinomio e a soma total das funcoes
peso. Esse tltimo é depois utilizado para dividir o resultado retornado.

A funcao membro Evaluate da classe Quad_Tree é declarada da seguinte

forma:
double Evaluate(double x, double y, int d, double &tw);

Ela retorna o numerador da equacao ([B=3) que corresponde a:

nf
Zwi(xa y)-Fz(xv y)v
=0

e em tw ¢é retornado o valor do denominador da mesma equacao:

ng
tw = Z wj(x,y).
=1

Vale lembrar que ny ¢ o nimero de nés da Quad-Tree que sao folhas.
Consequentemente, o valor retornado pela funcao Evaluate da classe

Curva_Implicita é

;'ZO wi(xv y>E(‘I7 y)
Z;Zil w]'(l', y)

Evaluate(z,y) =
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E o algoritmo B é a implementacao da funcdo Evaluate da classe

Quad_Tree.

Algorithm 3 double Quad Tree::Evaluate(z,y,d, tw)

1: if (son[0] # NULL) then

2. for (sum =10.0,i =0;i <4;i++) do
3: sum+ = sonli] — Evaluate(x,y, d, tw);
4:  end for

5. return sum;

6: else

7. w <« EvalWeight(z,y);

8: if (w # 0.0) then

9: t < Function(z,y,a,d);
10: tw+ = w;
11: return w X t;

12: else

13: return 0.0;

14:  end if
15: end if

Onde:

— A funcao EvalWeight retorna o valor da fun¢ao peso w;(x,y) no ponto
(z,y).
— A fungao Function calcula o valor no ponto (z,y) do polinomio de grau

d com o vetor de coeficientes a.
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Resultados

Nesse capitulo é feita uma comparacao entre os seguintes métodos:

—_

. gradient one fitting.

[\)

. gradient one fitting com ridge regression.
3. O novo método usando gradient one fitting.
4. O novo método usando gradient one fitting com ridge regression.

Essa numeracao para os métodos sera utilizada nas legandas das figuras a
seguir.

Primeiramente serao mostrados os resultados para curvas suaves. Depois
foram escolhidas curvas com singularidades, para exemplificar o desempenho
do método mesmo para esses casos, onde a aproximacao nao deveria funcionar.
Finalmente, sao exemplificados resultados do método considerando curvas

incompletas (faltando alguns pontos).
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4.1
Curvas Suaves

O exemplo a ser mostrado considera pontos em duas componentes

conexas.

y /

\\:\/’/ /’ \\\\- - //

41(c): d =6 41(d): d =8

Figura 4.1: Dois circulos: método 1 usando um polinomio de grau d com
@ = 0.125.
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Figura 4.2: Dois circulos: método 2 usando um polinomio de grau d com
uw=0.125 e k = 0.001.
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-

Figura 4.3: Dois circulos: método 3 usando localmente um polinomio de grau
d com p = 0.125 e uma Quad-Tree com nivel maximo igual a l,,4;-
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44(d) d=2 ; lmuw =5

44(c): d=2; lypae = 4
Figura 4.4: Dois circulos: método 4 usando localmente um polinémio de grau
d com p = 0.125, kK = 0.001 e uma Quad-Tree com nivel maximo igual a [,
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Este outro exemplo a ser mostrado ilustra os pontos e suas respectivas

normais, além da aproximagao feita pelos métodos.
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Figura 4.5: Taubin: método 1 usando um polinomio de grau d com p = 0.125.
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Os dois préximos exemplos sao de curvas suaves com apenas uma

componente conexa.

Figura 4.9: Sorriso: método 1 usando um polinomio de grau d com p = 0.125.
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Figura 4.10: Sorriso: método 2 usando um polinomio de grau d com g = 0.125

e k = 0.001.
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4'11((3): d=2; lyee =4 411((1) d=2;lpaz =5

Figura 4.11: Sorriso: método 3 usando localmente um polinémio de grau d com
@ =0.125 e uma Quad-Tree com nivel maximo igual a l,,;.
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4.14(c): d =6

4.14(d): d = 10

.

48
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s

Figura 4.14: Hipocicloide: método 2 usando um polindmio de grau d com

p=0.125 e k = 0.001.
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Neste exemplo as aproximacoes dos métodos estard acompanhada da

construgao da arvore Quad-Tree.

4.15(a 3 lmar = 2 4.15(b): d =2 ; Lipgs = 3

4.15(c 3 lnar =4 4.15(d i laz =5

Figura 4.15: Hipocicléide: método 3 usando localmente um polindmio de grau
d com p = 0.125 e uma Quad-Tree com nivel maximo igual a l,,4,.
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4.16(a): d =2 ; Loy = 2 416(b): d =2 ; lpas = 3

4.16(c s lmaz = 4 4.16(d s lmag =9

Figura 4.16: Hipocicléide: método 4 usando localmente um polinémio de grau
d com p = 0.125, kK = 0.001 e uma Quad-Tree com nivel maximo igual a 4.
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4.2

51
Curvas com singularidades

Agora serao ilustradas curvas com singularidades. Sob ponto de vista
tedrico, todos esses métodos nao deveriam funcionar. Mas mesmo assim, o
novo método proposto obteve boas aproximacoes.

417(b): d = 4

e

417(c): d =6

4.17(d): d =8
Figura 4.17: Cuspide: método 1 usando um polinomio de grau d com p = 0.125.
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Figura 4.19: Cuaspide: método 3 usando localmente um polindmio de grau d

com p = 0.125 e uma Quad-Tree com nivel maximo igual a /4.
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Figura 4.21: Nephroid: método 1 usando um polinémio de grau d com p
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4.22(d): d =8

4.22(c): d = 6
Figura 4.22: Nephroid: método 2 usando um polinémio de grau d com g = 0.125

e k = 0.001.
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Figura 4.23: Nephroid: método 3 usando localmente um polinémio de grau d

com p = 0.125 e uma Quad-Tree com nivel maximo igual a l,,,;.
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com p = 0.125, kK = 0.001 e uma Quad-Tree com nivel maximo igual a l,,4;-



Capitulo 4. Resultados 59

4.3
Completando buracos

Muitas vezes os dados vindos dos dispositivos vem com ruido ou com
buracos. Esses buracos podem ser muitas vezes completados diretamente por

esses métodos implicitos. Seguem alguns exemplos para ilustrar a performance

do novo método na solucao desse problema.

- \\\\\\
e
47 —
- =
| / el
; T
. N
< W
% B

4.25(b): Utilizando o método 4

Figura 4.25: Circulo: (a) método 3 e (b) método 4 usando localmente um

polinomio de grau d = 2 com p = 0.17, kK = 0.01 e uma Quad-Tree com nivel
maximo igual a 5
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4.26(b): Utilizando o método 4

Figura 4.26: Sorriso: (a) método 3 e (b) método 4 usando localmente um
polindmio de grau d = 2 com p = 0.17, kK = 0.01 e uma Quad-Tree com
nivel maximo igual a 5
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4.27(b): Utilizando o método 4

Figura 4.27: Taubin: (a) método 3 e (b) método 4 usando localmente um
polindémio de grau d = 2 com p = 0.17, k = 0.01 e uma Quad-Tree com nivel

maximo igual a 4



5
Conclusao e trabalhos futuros

Essa dissertagao apresentou um novo método baseado na particao da
unidade para construgao de uma curva implicita que aproxima um conjunto
de pontos esparsos no plano. Ele é uma combinagdo do método MPU [13] com
o de Ridge Regression [17].

Por um lado, as suas principais diferencas em relacao ao MPU [13] estao
presentes princialmente no processo de obtencao da aproximacao local da curva
e no algoritmo de avaliagao da funcao em um ponto.

Por outro lado, a sua diferenca em relacao ao trabalho de Tasdizen et
al. [I7] estda na introducdo da particdo da unidade para a obtencao de uma
aproximacao global a partir de aproximacoes locais. Esse fato faz com que nao
seja mais necessario usar polinomios de grau muito alto para poder representar
objetos complexos através de uma funcao implicita. Pois com o uso da particao
da unidade é possivel obter representagoes implicitas globais desses objetos
combinando, através da particao da unidade, aproximacgoes locais de grau
baixo.

O método apresentou resultados visualmente bastante eficientes. Além
disso ele ficou bem flexivel devido aos seus parametros de entrada que con-
trolam os pesos dados as normais, as tangentes e aos coeficientes para o ridge
TEgression.

Algumas sugestoes para trabalhos futuros sao:

— Generalizar o método para gerar superficies implicitas no R3.

— Implementar um método que ao invéz de usar na aproximagao local um
polinémio bivariado em cada né (i.e., F;(x,y) = Py(z,y)) utilize funcoes
univariadas Fj(z,y) =y — Py(x) ou Fy(z,y) = © — Py(y).

— Implementar um método que ao invéz de usar a Quad-Tree utilize uma
estrutura de divisao hierarquica binaria, como a Binary Space Partition
(BSP).

Implementar novas formas de se combinar as aproximacoes locais, como

por exemplo usar as normas do maximo, ou normas p.
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