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(a) Projeção esférica. (b) Ângulo planar.

Figura 1.

aparente do objeto visto por um observador do plano (“flat land”), localizado no pontoO
Podemos utilizar um círculo de raio r , porém nesse caso, devemos dividir o compri-

mento do arco projetado pelo raio do círculo.
A noção de ângulo pode ser estendida para medir a área aparente de objetos do espaço

(Figura 2(a)). Essa extensão resulta no conceito de ângulo sólido. A definição é seme-
lhante à de ângulo planar substituindo o plano pelo espaço R3, e o círculo pela esfera
unitária. Mais precisamente, considere um subconjunto A do espaço, e um pontoO, que
é a origem de observação. A medida do ângulo sólidoω determinado por A é obtida do
seguinte modo: tomamos uma esfera unitária S2 com centro emO, e fazemos a projeção
esférica p(A) do conjunto A sobre a esfera S2. A área de p(A) é a medida de ω.

Podemos tomar uma esfera de raio r com centro em O, porém nesse caso temos que

(a) Ângulo sólido. (b) Cone do ângulo.

Figura 2.



564 APÊNDICE A: RADIOMETRIA E FOTOMETRIA

(a) Projeção esférica. (b) Ângulo planar.

Figura 1.

aparente do objeto visto por um observador do plano (“flat land”), localizado no pontoO
Podemos utilizar um círculo de raio r , porém nesse caso, devemos dividir o compri-

mento do arco projetado pelo raio do círculo.
A noção de ângulo pode ser estendida para medir a área aparente de objetos do espaço

(Figura 2(a)). Essa extensão resulta no conceito de ângulo sólido. A definição é seme-
lhante à de ângulo planar substituindo o plano pelo espaço R3, e o círculo pela esfera
unitária. Mais precisamente, considere um subconjunto A do espaço, e um pontoO, que
é a origem de observação. A medida do ângulo sólidoω determinado por A é obtida do
seguinte modo: tomamos uma esfera unitária S2 com centro emO, e fazemos a projeção
esférica p(A) do conjunto A sobre a esfera S2. A área de p(A) é a medida de ω.

Podemos tomar uma esfera de raio r com centro em O, porém nesse caso temos que

(a) Ângulo sólido. (b) Cone do ângulo.

Figura 2.



SEÇÃO 1: RADIOMETRIA E ILUMINAÇÃO 565

Figura 3. Segmentos e superfícies perceptualmente congruentes.

dividir a área projetada pelo quadrado do raio. Ou seja, a medida do ângulo sólido é dada
por

ω = Area(p(A))

r2
. (A.1)

A projeção esférica do conjuntoA sobre a esfera unitária S2 ⊂ R3 determina um cone,
de vérticeO e baseA. Esse cone é o sólido formado pelo conjunto de todas as semi retas
do espaço com origem emO, e passando por pontos do conjuntoA, conforme ilustramos
na Figura 2(b). O cone generaliza para o espaço tridimensional a noção geométrica de
região angular da geometria plana, e a equação (A.1) é uma medida dessa região angular
tridimensional.

Vamos esclarecer uma fonte de possíveis confusões conceptuais: tanto o ângulo planar
quanto o ângulo sólido são grandezas adimensionais. Isso porque no primeiro caso
dividimos o comprimento de arco pelo raio do círculo, e no segundo caso dividimos uma
área pelo quadrado do comprimento do raio. Entretanto utilizamos o radiano (rd) para
indicar a medida de um ângulo planar, e o estereoradiano(sr) como unidade de medida
de um ângulo sólido. Essas unidades de medida são apenas simbólicas; elas evitam
confusão notacional e também servem para mostrar explícitamente que uma determinada
grandeza depende de um ângulo. Desse modo, elas propiciam um certo conforto quando
trabalhamos com medidas angulares.

Congruência perceptual e área projetada

Conjuntos que determinam um mesmo ângulo quando observados de um determinado
ponto de vista, são chamados de perceptualmente congruentes(Figura 3). A extensão
desse conceito para dimensão três pode ser obtida com o conceito de ângulo sólido. A
Figura 3 mostra superfícies perceptualmente congruentes, quando observadas do pontoO.
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Também dizemos que duas superfícies perceptualmente congruentes possuem a mes-
ma área aparenteou área projetada. Os fenômenos luminosos dependem da posição do
observador e portanto em geral o que interessa é a área projetada, que que é a projeção da
área real no plano perpendicular ao raio de visão. Sabemos que a projeção de visualização
é cônica, entretanto se a área for muito pequena em relação à distância do observador,
podemos supor que a projeção é paralela (ver Figura 4). Nesse caso é imediato verificar
que

Área projetada = A cos θ. (A.2)

Ou seja, a área projetada é igual ao produto da área real A pelo cosseno do ângulo que o
raio de visão faz com o vetor normal à superfície A.

Elemento de ângulo sólido

Os elementos infinitesimais de área e de ângulo sólido, dA, dω, etc. são importantes
porque, conforme veremos, as grandezas radiométricas são definidas mediante o uso
de taxas de variação (derivadas) da energia radiante que entra ou sai de uma superfície
No domínio discreto (implementação) esses valores infinitesimais são aproximados por
pequenos intervalos ou volumes (�A,�ω, etc.).

Considere um elemento de área dA de uma superfície A do espaço, e seja x ∈ A um
ponto desse elemento de área a uma distância r da origemO (Figura 5)). Esse elemento
de área determina um elemento de ângulo sólido dω com origem no ponto O na direção
u definida pela origem O e pelo ponto x. Pela definição de ângulo sólido, a medida de
dω é dada por

dω = Área(p(dA))

r2
, (A.3)

onde p é a projeção esférica de d(A) sobre a esfera de raio r com centro no ponto
O. Como estamos tratando de grandezas infinitesimais, podemos supor que dA é uma

n

Figura 4. Área projetada.
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Figura 5. Elemento de ângulo sólido.

superfície plana, e substituir a projeção esférica por uma projeção paralela ao longo da
direção u . Pela equação A.2 se a normal n(x) da superfícieA no ponto x faz um ângulo θ
com a direção u , o valor da área projetada é dada por dA cos θ . Portanto da equação (A.3)
obtemos

dω = dA cos θ

r2
. (A.4)

É importante notar que um elemento de ângulo sólido especifica simultaneamente uma
direção (raio) e uma área (medida do ângulo sólido). Uma direção u fica completamente
especificada por um vetor unitário, isto é, um ponto na esfera unitária S2, e este, por sua
vez, fica definido por suas coordenadas esféricas (θ, φ). Desse modo, uma grandeza g
qualquer que depende de uma posição x no espaço e uma direção u , está definida no
produto cartesiano R3 × S2. Esse conjunto é chamado de espaço de fase.

A geometria da área dA que define um elemento de ângulo sólido pode ser arbitrária.
No caso de uma esfera é natural representar o elemento de ângulo sólido por uma pirâmide
ao invés de um cone. Ilustramos esse fato no exemplo abaixo.

Exemplo 1 (Elemento de ângulo sólido em coordenadas esféricas).Um caso particu-
lar importante é a expressão do elemento infinitesimal do ângulo sólido de uma esfera,
que vamos obter em seguida. Para isso, considere a esfera de raio r com coordenadas
esféricas θ (azimute) e φ (longitude) conforme mostramos na Figura 6(a); vamos deter-
minar o elemento de ângulo sólido num ponto de coordenadas (φ, θ). O elemento de
ângulo planar de um meridiano passando pelo ponto é dθ , portanto o elemento de arco
correspondente é rdθ ; o elemento de ângulo planar do equador é dφ, projetando o ponto
(φ, θ) no plano do equador obtemos que o raio projetado é r sen θ , portanto o elemento
de arco correspondente é r sen θdφ. O elemento de área dA da esfera é o produto desses
dois elementos de arco:

dA = (rdθ)(r sen θdφ) = r2 sen θdθdφ. (A.5)
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Segue-se daí, usando a equação (A.4), o valor da medida do elemento infinitesimal do
ângulo sólido dω em coordenadas esféricas:

dω = dA

r2
= sen θdθdφ. (A.6)

Esse exemplo é útil nos cálculos com energia radiante e iluminação. Integrando o ele-
mento de volume acima em toda a esfera, obtemos o ângulo sólido da esfera:

� =
∫ π

0
∈2π

0 sen θdθdφ = 4π.

Portanto o ângulo sólido de um hemisfério é 2π . �

Hemisférios de iluminação

As grandezas radiométricas se baseiam em energia radiante que incide ou emana de uma
superfície. Para medir essa energia é útil introduzir o conceito de hemisfério superior e
hemisfério inferior.

Dada uma superfície S e um ponto p ∈ S consideramos uma esfera unitária do espaço
com centro em p (Figura 6(b)). A esfera é dividida pela superfície em dois hemisférios.
Chamamos de hemisfério superiorao hemisfério que está do lado para o qual aponta a
normal da superfície. O outro hemisfério é chamado hemisfério inferior. O hemisfério
superior é indicado por �+ e para o hemisfério inferior usamos a notação �−. (No caso
em que não há dúvidas sobre o hemisfério a que nos referimos usamos apenas a letra�.)

(a) (b)

Figura 6. Elemento de ângulo sólido em coordenadas esféricas (a); hemisfério superior (b).
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Figura 7. Feixe de fótons no elemento de volume dAds.

O elemento de energia radiante dQ transportado no período d no elemento de volume
dA cos θdω é obtido integrando a expressão acima no espaço de fase ou seja,

dQ =
(∫

ω

∫
A

h̄νcn(x,u )dA cos θdω

)
dt. (A.10)

Daí concluímos que a potência radiante é dada por

φ = dQ

dt
=
∫
ω

∫
A

h̄νcn(x,u )dA cos θdω, (A.11)

e portanto

d2φ

dA cos θdω
= h̄νcn(x,u ). (A.12)

A grandeza da equação acima é chamada de radiânciae é indicada pelo símbolo L.
Temos pois

L = d2φ

dA cos θdω
⇔ d2φ = LdAdω cos θ. (A.13)

É claro que a unidade de medida da radiância éw/m2sr . Da definição da radiância temos
que

L = d

dω

(
dφ

dA cos θ

)
. (A.14)

A expressão entre parênteses mede a densidade do fluxo radianteφ na superfície projetada
na direção normal, portanto a radiância mede a variação da densidade do fluxo radiante
em relação ao ângulo sólido numa determinada direção.
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Figura 8. Radiância emitida por uma superfície.

Mais precisamente, se x ∈ R3 é um ponto do espaço numa superfície S e u é uma
direção, a radiânciaL(x,u ) é o fluxo no ponto x por unidade de área perpendicular a
u (i.e. área projetada na direção de propagação), e por unidade de ângulo sólido. (A
Figura 8 ilustra o conceito (a esfera foi desenhada apenas como referência para a direção
normal de propagação do raio.)

Integrando a expressão d2φ = LdAdω cos θ , dada por (A.13), numa determinada
região R de uma superfície (i.e. integral em dA), e na região de ângulo sólido correspon-
dente (i.e. integral em dω), obtemos o fluxo total de energia radiante emitida pela região
R dentro do ângulo sólido especificado.

Ainda, integrando a mesma expressão d2φ = LdAdω cos θ em relação ao elemento
de ângulo sólido em todo o hemisfério superior � obtemos

d� =
(∫

�

L(x, θ, φ) cos θdω

)
dA, (A.15)

ou ainda,

d�

dA
=
∫
�

L(x, θ, φ) cos θdω, (A.16)

que é uma expressão para a densidade de fluxo radiante em todo o hemisfério superior
da superfície.

Irradiância e radiosidade

É comum na literatura fazer uma distinção entre o fluxo que chega e que sai de uma
superfície numa determinada direção. O primeiro é denominado de irradiância, enquanto
o segundo é chamado de excitância radianteou radiosidade1. Usaremos o sub-índice i

1Radiosidade é um termo usado em engenharia térmica mas não na área de iluminação. Ocorre que os
primeiros trabalhos de iluminação global se basearam na literatura de transferência de calor.
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Figura 9. Radiância espectral.

A radiância espectral num ponto x de uma superfície e numa direção (θ, φ), Lλ =
L(x, θ, φ, λ). é dada por

Lλ = d3φ

dAdω cos θdλ
. (A.24)

E sua unidade de medida é w/m2srnm. A radiância total seria expressa como uma
integral sobre o espectro visível (Figura 9).

L(x, θ, φ) =
∫ λmax

λmin
L(x, θ, φ, λ)dλ. (A.25)

A Figura 10 mostra um diagrama com um resumo do estudo das grandezas radiomé-
tricas estudadas nesta seção.

2 Função distribuição de reflectância bidirecional - BRDF

No mundo físico os objetos têm uma aparência diferente quando observados de diferentes
posições, iluminados com fontes de luz vindas de diferentes direções ou mesmo com
luzes de diferentes cores ou intensidades. É esse fenômeno que desejamos entender e
buscar modelos matemáticos para que possamos fazer simulações no computador. A
peça chave dessa modelagem é a função função distribuição de reflectância bidirecional
(“bidirectional reflectance distribution function”).

Dentre os principais elementos que influem na radiância emitida por uma superfície
S podemos enumerar:

• Iluminação;

• Propriedades de reflectância da superfície;
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Figura 10. Grandezas radiométricas.

• Posição do observador.

Poderíamos incluir também o meio de propagação, entretanto vamos supor que o meio
é não-participativo. Nesta seção vamos estudar a função distribuição de reflectância
bidirecional que relaciona a energia incidente num ponto x com a energia refletida.

Para isso, considere um fluxo radiante incidente num ponto x de uma superfícieS numa
direção u i = (θi, φi), segundo um elemento de ângulo sólido dωi , conforme ilustramos
na Figura 11. Indicamos por dA o elemento de área da superfície e por n seu vetor normal
unitário no ponto x. A irradiância no ponto x na direção u i e no cone do elemento de
ângulo sólido dωi é indicada por dEi . A radiância refletida na direção u r = (θr , φr)

originada de dEi será indicada por dLr . É comum na literatura usar a letra grega ω para
indicar uma direção (θ, φ). Nesse caso, dw seria o elemento de ângulo sólido nessa
direção (Essa notação é boa mas deve ser usada com cuidado pois é comum se utilizar ω
para indicar um ângulo sólido). Usando essa notação, as direções de incidência e reflexão
são indicadas, respectivamente, por ωi e ωr .

Definimos a função de distribuição de reflectância bidiretional(“bidirectional reflec-
tance distribution function”), ou simplesmente BRDF , pelo quociente

fr(x, ωi, ωr) = dLr(x, ωr)

dEi(x, ωi)
, (A.26)
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z

y
o

o

x

Figura 11. Fluxo incidente e fluxo refletido num elemento de área.

entre a radiância do fluxo refletido e a irradiância do fluxo incidente. A unidade de medida
de S é 1/sr .

Observação.A priori a escolha de notação é uma escolha arbitrária e deve ser entendi-
da no contexto. Entretanto uma uniformidade de notação é de grande importância em
Matemática, desde que essa uniformidade venha de uma prática comum. Infelizmen-
te a notação na área de Radiometria não é muito uniforme, especialmente quando nos
referimos à BRDF . É comum encontrar k ou ρbd ao invés de fr ; é comum a notação
fr(x, ω→ ω′), onde se elimina os sub-índices nas variáveis e se utiliza a seta para indi-
car que ω é direção de incidência e ω′ de reflexão. Outra notação utilizada consiste em
colocar os índice i e r no hemisfério�; desse modo se ω ∈ �i (�r ), sabemos que se trata
de uma direção de incidência (reflexão). Finalmente o leitor vai encontrar também como
sub-índice a letra o (“outgoing”) ao invés de r (“reflected”), aliás achamos a letra o mais
correta porque pode-se ter energia radiante saindo de uma superfície sem ser refletida
(i.e. energia própria).

A BRDF fornece uma maneira de exprimir quantitativamente a conexão entre a irra-
diância (fluxo incidente por unidade de área) e a radiância (fluxo incidente por unidade
de área por unidade de ângulo sólido) refletida pela superfície. Para simplificar, estamos
supondo que o ponto de reflexão é igual ao ponto de incidência x (se houver o fenômeno
de espalhamento isso não é verdade), e que a irradiância depende apenas da direção de
incidência (θi, φi) (por exemplo ela pode depender do comprimento de onda). Portanto
a BRDF depende apenas das direções de incidência e reflexão (daí o adjetivo bidirecional
no nome). Temos pois

fr = fr(x, θi, φi, θr , φr) = fr(x, ωi, ωr). (A.27)

A expressão dEi = Li(ωi) cos θdωi = Li(ωi)〈n, ωi〉dωi , da equação (A.19) nos



SEÇÃO 3: FOTOMETRIA 581

Figura 12. Função de eficiência luminosa.

Para concluir a definição precisamos determinar o valor deKmax. Para isso observa-
mos que para converter de intensidade radiante I para intensidade luminosa Iv, usamos
a expressão

Iv(λ) = KmaxV (λ)I (λ). (A.39)

O comprimento de onda λ no qualK assume o valor máximo (i.e. no qual V (λ) = 1)
é λ = 555nm. Pela definição de candela dada na seção anterior, sabemos que para
I (555) = 1/683 lm/sr temos Iv(555) = 1cd. Substituindo esses valoes na equa-
ção (A.39) obtemosKmax = 683lm/w. (É claro que esse valor deKmax foi determinado
de modo a compatibilizar as unidades radiométricas de medida com as unidades clássicas
da fotometria.) Com o cálculo de Kmax concluímos a definição da função de eficiência
luminosa. Seu gráfico é mostrado na Figura 12.

O gráfico mostra claramente que o olho é mais sensível a energia radiante com com-
primento de onda na faixa intermediária do espectro (como vimos, o valor máximo é
atingido em 555 nm).

Finalmente, se X é uma grandeza radiométrica e Xv sua correspondente grandeza
fotométrica 4, temos a equação de conversão que estávamos buscando:

Xv(λ) = 683V (λ)X(λ). (A.40)

Exemplo 2. Considere dois apontadores a laser ambos com potência de 0.005w, um
deles emite um laser de comprimento de onda λ = 635nm e o outro com comprimento
de onda λ = 670nm. Qual deles tem maior intensidade luminosa? Temos que

I635 = 0.005w · V (635) · 683
lm

w
= 0.005 · 0.032 · 683lm = 0.11lm.

I670 = 0.005w · V (670) · 683
lm

w
= 0.005 · 0.265 · 683lm = 0.74lm.

(A.41)

4Se X é uma grandeza radiométrica, a grandeza fotométrica correspondente será sempre indicada pela
notação Xv (v de visual).
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Figura 13. Filtragem pela função de eficiência luminosa.

Portanto o laser de maior comprimento de onda é sete vezes mais luminoso do que o
outro. (Os valores de V (635) e V (670) são obtidos consultando uma tabela da função
de eficiência luminosa V (λ).) �

Se tivermos uma grandeza radiométrica X(λ) espectral, não monocromática, a gran-
deza fotométrica Xv correspondente é obtida pela integral

Xv = 680
∫ λmax

λmin
X(λ)V (λ)dλ. (A.42)

Note que essa integral faz uma média ponderada da grandeza radiométrica com a função
de eficiência luminosa.

A função de eficiência luminosa funciona como um filtro para converter grandezas
radiométricas em grandezas fotométricas:

Grandeza Radiométrica → V (λ)→ Grandeza Fotométrica

Esse fato é ilustrado na Figura 13.

3.3 Grandezas fotométricas

Nesta seção vamos estudar as outras grandezas fotométricas e as relações com as cor-
respondentes grandezas radiométricas. Deixaremos para o leitor a tarefa de desenvolver
resultados análogos para as grandezas fotométricas espectrais.

Em unidade padrão SI a energia da radiação emitida é medida em Joule. Entretanto, se
o comprimento de onda da radiação está no espectro visível, então a energia é chamada
de energia luminosa e sua unidade é o talbot, entretanto essa unidade é pouquíssimo
utilizada.

Intensidade luminosa

Já introduzimos anteriormente essa grandeza fotmétrica, com o objetivo de introduzir a
candela e dar uma descrição mais detalhada da definição da função de eficiência luminosa.
Vamos fazer uma revisão.
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4 Um resumo

Podemos fazer para as grandezas fotométricas um diagrama semelhante ao da Figura 10.
A tabela abaixo traz um resumo das grandezas radiométricas e fotométricas estudadas
neste Apêndice, com suas unidades de medida e os símbolos utilizados. Lembramos que,
no sistema internacional de medidas (SI) a medida fundamental da área de iluminação é
a candela.

Radiometria Unidades Fotometria Unidades
Energia Radiante (Q) J (joule) Energia Luminosa (Qv) talbot
Fluxo Radiante (�) w (watt) Fluxo Luminoso (�v) lm (lumen)
Radiosidade (B) w/m2 Excitação Luminosa (Mv) lm/m2 (lux)
Irradiância (E) w/m2 Iluminância (Ev) lm/m2 (lux)
Intensidade Radiante (I ) w/sr Intensidade Luminosa (Iv) lm/sr (candela)
Radiância (L) w/sr.m2 Luminância (Lv) lm/m2 sr

Existem na literatura diversas outras unidades de medida para grandezas fotométricas
além das que foram introduzidas neste apêndice (foot-candle, phot, lambert, etc.). Algu-
mas dessas unidades estão em desuso. Achamos que a sua inclusão, a pretexto de sermos
completos, em nada contribuiria para uma melhor compreensão do assunto e traria maior
confusão ao leitor.

5 Comentários e referências

Discutimos todos os tópicos deste apêndice dentro do mais clássico espírito dos métodos
de engenharia utilizando “elementos infinitesimais”. Um rigoroso tratamento matemática
(que seguiria a linha de estudar as grandezas no espaço de fase conforme fizemos na
introdução da radiância), exigiria o uso de formas diferenciais, cálculo tensorial e teoria
da medida. Certamente esses tópicos são por demais extensos e avançados para serem
considerados aqui.

A biblia da literatura especializada nas áreas de colorimetria, radiometria e fotometria
é (Wyszecki & Stiles, 1982).

Existem livros específicos sobre colorimetria e fotometria. Uma boa referência é
(Walsh, 1958). O leitor também encontra bastante material bibliográfico sobre fotometria
e radiometria na extensa literatura dos livros de ótica. Uma boa referência é (Klein &
Furtak, 1986).




