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Figura 1. Representação de objetos gráficos.

A reconstrução do modelo a partir de sua representação é uma operação de fundamental
importância. Essa reconstrução está relacionada com a representação inversa R−1, e
associa a cada representação rλ no espaço de representação um objeto gráfico Oλ. Na
reconstrução é onde realmente está encapsulada a semântica do modelo representado pelo
objeto gráfico. A reconstrução é exataquando ela recupera a geometria e a topologia do
modelo a partir da representação, isto é, quando a representação R é invertível. Existem
diversas variações do problema de reconstrução. Um caso importante é a reconstrução
aproximada que constrói a topologia correta do modelo, mas apenas uma aproximação da
geometria. Na figura 2(b) mostramos três aproximações da geometria da peça mostrada
em (a), usando BRep poligonal. Note que em todas elas a topologia está correta.

Em algumas aplicações são aceitáveis reconstruções que além de aproximar a geo-
metria, constroem uma topologia incorreta do modelo original. Como exemplo, se um
objeto é observado de uma posição muito distante, sua exata geometria e topologia podem
ser irrelevantes para o problema de visualização.

(a) (b)

Figura 2. Geometrias aproximadas com a mesma topologia.
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Figura 3. Representação em wireframe.

1.1 Representação em wireframe

Nos primórdios da computação gráfica (década de 60 até meados da década de 70) era
bastante comum representar modelos através do método de wireframe. Nesse método
de representação, tomamos pares de pontos pi , pj , i �= j , do modelo, e a representação
é dada pela união dos segmentos pipj unindo esses pares. Noutras palavras, a repre-
sentação é dada por uma coleção de segmentos de reta do modelo. Um caso comum
dessa representação consistia em obter aproximação poliedral da superfície no entanto
usar apenas as arestas e vértices para obter a representação. A Figura 3 mostra uma
representação em wireframe de uma aeronave.

Em geral a correta escolha dos pares de pontos permite obter uma representação em
wireframe cuja visualização fornece uma razoavel fidelidade com o objeto representado.
No entanto de um modo geral, a representação em wireframe não possui uma estruturação
adequada para representar a topologia ou a geometria do modelo. A representação em
wireframe na Figura 4(a), por exemplo, pode corresponder a qualquer um dos objetos
mostrados na Figura 4(b), (c) ou (d).

O método de wireframe também permite a representação de objetos cuja geometria
não pode ser reconstruída no espaço euclidiano tridimensional. Esse é o caso do objeto

(a) (b) (c) (d)

Figura 4. Diferentes modelos com mesma representação em wireframe.
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Figura 5. Geometria impossível representada em wireframe.

mostrado na Figura 5

1.2 Unicidade e Ambiguidade da Representação

Uma representaçãoR possui a propriedade de unicidadequando cada modelo possui uma
única representação, isto é, se R(O1) �= R(O2), então O1 �= O2. Em geral, a condição
de unicidade é de difícil obtenção. A representação por wireframe introduzida no exem-
plo 1.1 não possui unicidade. Mesmo boas representações de objetos gráficos, como a
representação matricial e a representação por bordo poligonal, estudadas anteriormen-
te não apresentam unicidade. A Figura 2(b), por exemplo, mostra três representações
distintas do modelo.

Um outro conceito importante relacionado com uma representação é a ambiguidade.
Esse conceito se relaciona na realidade com a reconstrução do modelo: uma represen-
tação R é ambíguase podemos reconstruir modelos distintos a partir de uma represen-
tação R(O) de um objeto gráfico. Noutros termos, R é não-ambígua se sempre que
R(O1) = R(O2) temos que O1 = O2 (injetividade). O exemplo da Figura 4 mostra que
a representação por wireframe é extremamente ambígua, pois qualquer um dos modelos
(b), (c) ou (d), podem ser reconstruídos a partir da representação em (a).

Se uma representação é ambígüa, significa que não podemos associar uma semântica
ao modelo representado. Noutras palavras, não conseguimos determinar qual a geometria
ou topologia do modelo a partir de sua representação.

1.3 Representação e Estrutura de Dados

É comum na literatura não se fazer uma distinção clara entre a representação de um
modelo e a estrutura de dados usada para codificar a representação. Como exemplo,
a representação por subdivisão espacial adaptativa ilustrada na Figura 6 é chamada na
literatura de modelagem com representação por quadtree, pois a quadtree é uma estrutura
de dados adequada para implementar esse método de representação por subdivisão.
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Figura 6. Representação por quadtree.

De acordo com o paradigma dos quatro universos, a estrutura de dados é parte do
universo de implementação, e não está associada intrinsicamente à representação: uma
mesma representação pode utilizar diferentes estruturas de dados na sua implementação.

1.4 Métodos de representação

Os métodos de representação estão diretamente correlacionados com os diversos métodos
de representação de objetos gráficos que já estudamos anteriormente. Podemos dividir
os métodos de representação se dividem em três categorias:

1. Representação por decomposição;

2. Representação por construção;

3. Representações híbridas.

As representações por decomposição podem ser divididas em duas classes: decomposição
intrínseca, e decomposição espacial.

O exemplo importante de representação por decomposição são as superfícies polie-
drais. Quando usamos uma representação por decomposição espacial temos uma vasta
gama de possibilidades de estruturas de dados associada a cada representação. São as
chamadas estruturas de dados espaciais(veja o capítulo anterior sobre hierarquias).

A representação por construção se utiliza do fato geral de que modelos complexos
podem ser construídos a partir da combinação de modelos mais simples por meio de
operações. Um exemplo desse fato são os modelos geométricos de moléculas que podem
ser construídos a partir da combinação de cilindros e esferas devidamente posicionados
no espaço.
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(a) Cachoeira. (b) Nuvem.

Figura 7. Modelos procedurais.

proceduralmente usando uma técnica chamada de sistema de partículas. Na Figura 7(b)
Mostramos uma nuvem modelada com o uso da função ruído de Perlin (essa função será
estudada em detalhes mais adiante no capítulo de textura.)

2 Representação CSG

Esse método utiliza três ingredientes básicos: primitivas geométricas, transformações do
espaço, e operações booleanas.

2.1 Primitivas geométricas

As primitivas geométricas constituem os blocos básicos da construção dos modelos. Na
Figura 8 mostramos exemplos de primitivas geométricas no plano (o quadrado unitário
(a) e o disco de raio um (b)), e no espaço (o cubo unitário (c) e um sólido esférico (d)).
Em geral, as primitivas geométricas são objetos simples de descrever e representar no
computador. Por exemplo, a esfera fica completamente descrita pelo seu centro (x, y, z)
e pelo raio r , e pode portanto ser representada pelo vetor (x, y, z, r) ∈ R4.

2.2 Transformações do espaço

As transformações são utilizadas na representação CSG com dupla finalidade: posicionar
as primitivas no espaço, ou modificar a geometria primitivas.

No posicionamento das primitivas são utilizados os movimentos rígidos positivos do
espaço (rotação e translação). É útil considerar um sistema de coordenadas intrínseco
a cada primitiva. As transformações geométricas de posicionamento efetuam mudança
entre o sistema de coordenadas da primitiva e um sistema de coordenadas global do
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Figura 8. Primitivas geométricas no plano (a) e (b), e no espaço (c) e (d).

espaço onde o modelo deve ser construído (A Figura 8 mostra o sistema de coordenadas
de cada primitiva).

Na modificação da geometria as transformações assumem o papel de possibilitar
a construção de diversas formas geométricas a partir de uma única primitiva. Uma
tranformação bastante usada para modificar a geometria das primitivas é a mudança de
escala

(x, y, z) �→ (λ1x, λ2y, λ3z).

que permite uma mudança das dimensões das primitivas. Usando essa transformação a
primitiva dada pelo quadrado unitário pode ser transformada para obter retângulos das
mais variadas dimensões. Na realidade, usando transformações lineares podemos obter, a
partir do quadrado, qualquer paralelogramo do plano. Usando transformações projetivas,
podemos obter qualquer quadrilátero do plano. Essas possibilidades são ilustradas na
Figura 9. O uso de transformações para modificar primitivas permite reduzir o número
de primitivas.

2.3 Operações booleanas

Finalmente, após posicionar devidamente as primitivas no espaço, o sistema CSG se
utiliza das operações booleanas para combinar as diversas primitivas e criar o modelo
final. As operações booleanas são a união, ∪, a interseção, ∩, e a diferença, −, de
conjuntos. Essas operações são ilustradas na Figura 10.

Figura 9. Mudança de um quadrado por transformações projetivas.
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(a) A, B (b) A ∪ B (c) A ∩ B (d) A−B

Figura 10. Operações booleanas.

Vejamos um exemplo para cristalizar as idéias acima.

Exemplo 1. Vamos descrever usando CSG a construção do sólido bidimensional mos-
trado na Figura 11. As primitivas usadas são o disco e o quadrado unitários mostrados
na Figura 8(a), (b).

1. Fazemos um escalamento (x, y) �→ (2x, 2y) da primitiva definida pelo disco
unitário, obtendo um disco D.

2. Fazemos um escalamento (x, y) �→ (2x, 2y) da primitiva definida pelo quadrado,
obtendo um quadrado Q1.

3. Fazemos um escalamento (x, y) �→ (2x, 2y) da primitiva definida pelo quadrado,
seguida de uma rotação de 45◦ em torno da origem. Obtemos um quadrado Q2.

O modelo final é obtida pelas operações Q1 ∪Q2 −D. �

1

1

2

2

Figura 11. Sólido bidimensional.
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Figura 12. Interseção de sólidos pode não ser um sólido.

Podemos usar uma notação simples baseada em listas para descrever as operações de
construção do modelo:

(S(2, 2),Q) ∪ (R(45◦),S(2, 2),Q)− (S(2, 2),D).

Cada objeto gráfico é representado por uma lista, contendo as transformações do objeto.
A lista deve ser avaliada a partir da direita. Ou seja,

(Tn, Tn−1, . . . , T1,O) = Tn(Tn−1(. . . (T1(O))).

2.4 Operações Booleanas regularizadas

No sistema CSG usamos primitivas sólidas com o objetivo de construir sólidos. A idéia
subjacente é que operações booleanas com sólidos resultam em sólidos. No entanto a
não veracidade desse fato pode ser vista na ilustração da Figura 12: fazemos a interse-
ção de dois sólidos bidimensionais e o resultado não é um sólido devido ao segmento
unidimensional que aparece no conjunto resultante.

Devemos encontrar um meio de descartar esses elementos indesejados. Isso pode ser
conseguido com a operação de regularização topológica.

A regularização topológica de um subconjunto A ⊂ Rn é o conjunto obtido pela
aplicação sucessiva de duas operações: a operaçãod de obter o interior i(A) do conjunto
A (i.e. os pontos fora da fronteira), seguida da operação de tomar o fecho k(i(A)) do
conjunto resultante. A regularização é ilustrada na Figura 13

i ki
A i(A) k(i(A))k

Figura 13. Operação de regularização.
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De modo intuitivo, a operação de tomar o interior elimina todos os pontos da fron-
teira, incluindo aí os pontos correspondentes aos elementos geométricos indesejados. A
operação de tomar o fecho, recupera os pontos “bons” da fronteira de modo a constituir
um sólido.

Usando a operação de regularização topológica, definimos as operações booleanas
regularizadas, ∪∗, ∩∗ e −∗, pondo A ∪∗ B = ki(A ∪ B), A ∩∗ B = ki(A ∩ B) e
A −∗ B = ki(A − B). Ou seja, aplicamos a operação booleana usual e em seguida
fazemos a regularização topológica.

2.5 Hierarquia CSG

A construção de um modelo CSG possui uma hierarquia de objetos compostos natural-
mente associada. Essa hierarquia é representada por estrutura de árvore binária, chamada
árvore CSG. Na raiz da árvore está o modelo final, e nas folhas as primitivas. A árvore
possui dois tipos de nós intermediários :o nó de operações e o nó de modelos geométricos.

Cada nó de operação está associado a uma das operações booleanas (união, interseção
ou diferença). Esse nó possui dois nós descendentes cada um deles corresponde a objetos
que devem ser combinados pela operação do nó ascendente. A cada nó de um objeto
geométrico está associada uma transformação do espaço (podendo ser a transformação
identidade). Esse fato está ilustrado no diagrama da Figura 14, que mostra uma ope-
ração booleana ∗, que deve ser aplicada aos objetos T1(O1) e T2(O2), após aplicar as
transformações T1 e T2 a O1 e O2, respectivamente.

Quando a operação de um nó é a diferença de conjuntos, convencionamos que o objeto
do nó à esquerda é subtraído do objeto do nó à direita. A árvore do modelo CSG criado
no exemplo 1 é mostrada na Figura 15. Deixamos para o leitor a verificação.

A representação CSG além de muito importante, é utilizada como um paradigma para
se criar sistemas de representação por construção. Em particular, podemos substituir as
operações booleanas regularizadas por outras operações entre conjuntos.

É interessante observar o compromisso que devemos criar ao desenvolver um sistema
de modelagem com representação CSG: a complexidade da árvore CSG está diretamente

T

T T

T1

1 11 12

2

O OO

Operação booleana

T

O O

T1

1 2

2

Figura 14. Representação de uma operação booleana em árvore.
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Figura 15. Árvore CSG.

relacionada com o o número e a geometria das primitivas do sistema. Se aumentarmos
o número de primitivas, reduzimos a complexidade da árvore e vice-versa. Um caso
extremo é um objeto definido por uma função implícita que pode ser considerado como
um modelo CSG com uma única primitiva.

3 Conversão entre Representações

Pelo nosso estudo de objetos gráficos planares e espaciais sabemos que não existe um
esquema de representação ideal. Se, por um lado, o método CSG apresenta facilidade
de criação dos modelos sólidos, e possibilita o uso de operações booleanas entre dois
models distintos, por outro lado ele apresenta seus problemas:

1. Não permite representar sólidos com densidade variável

2. Não permite um acesso fácil a informações sobre o bordo.

A representação BRep, não possibilita a representação de sólidos com densidade
variável, por sua vez, não favorece à execução de operações booleanas entre modelos
entretanto dá um bom controle sobre a geometria do modelo através de uma descrição
explícita de seu bordo.

Mencionamos anteriormente, porém não vamos discutir, o uso de representações hí-
bridas. Uma representação interessante é uma combinação da representação CSG com
BRep.

A discussão acima mostra a necessidade de obter métodos para converter entre di-
ferentes representações. Como um exemplo, a conversão de uma representação CSG
para uma representação por bordo consiste em determinar a superfície da fronteira de um
sólido representado por uma árvore CSG, conforme ilustramos na Figura 16.

Esse é um caso particular de um problema do qual já falamos anteriormente no capítulo
de objetos gráficos espaciais, chamado de cálculo do bordo(“boundary evaluation”). No
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Figura 16. Conversão CSG para BRep.

caso presente, a fronteira do modelo CSG é constituída por partes das fronteiras das
primitivas. A solução do problema consiste pois em fazer o particionamento da fronteira
das primitivas do modelo, e classificar cada elemento da partição resultante como sendo
da fronteira ou do interior. A operação envolve pois a operação de recorte (interseção), e
passa pelo nosso conhecido problema de classificação ponto-conjunto.

O problema inverso de conversão BRep para CSG é bem mais difícil. No caso de
um modelo com uma representação BRep poliedral, uma abordagem interessante para
converter em um modelo sólido com uma árvore CSG é utilizar árvores de particionamento
conforme discutimos na seção anterior.

De um modo geral, os problemas de conversão entre diferentes representações de ob-
jetos gráficos são muito difíceis quando colocados em toda sua generalidade. Entretanto
alguns casos particulares importantes são viáveis de serem resolvidos.

Nos dois capítulos sobre objetos gráficos estudamos problema de poligonização de
curvas e superfícies definidas implicitamente. Na realidade, os métodos de poligoniza-
ção fazem uma conversão de um sólido definido implicitamente para um modelo BRep
poliedral. Podemos considerar esse problema como um caso particular de uma conversão
CSG para BRep poligonal, onde o sólido implícito é a própria primitiva do sistema CSG.

Um caso importante de conversão entre representações ocorre quando desejamos ob-
ter representações poliedrais com diferentes resoluções, isto é, diferentes aproximações
geométricas (ver Figura 17). Precisamos então converter de uma representação de mai-
or resolução (mais polígonos) para uma representação de menor resolução (com menos
polígonos). Nesse caso os métodos de conversão são chamados de métodos de simplifi-
caçãoquando fazemos a conversão de uma representação de maior resolução para uma
de menor resolução. Quando o método converte um modelo de resolução menor para
um modelo com resolução maior, ele é chamado de refinamento. Noutros termos, os
métodos de simplificação obtem representações com uma geometria menos aproximada
e os métodos de refinamento obtém uma representação com uma melhor aproximação da
geometria do modelo. Essas operações estão ilustradas
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Simplificação

Refinamento

Figura 17. Simplificação e refinamento.

3.1 Representação por árvores de particionamento

Estudamos as árvores de particionamento (BSP-Trees) no capítulo de hierarquias. Vimos
que as árvores de particionamento representam um objeto sólido mediante o uso de uma
árvore binária, de modo semelhante a uma representação CSG. Entretanto a representação
com BSP-Tree não é uma representação CSG. Em cada nó da árvore de particionamento
temos um plano de separação, enquanto os nós de uma árvore CSG contém as operações
booleanas e transformações do espaço. Nas folhas da árvore CSG temos as primitivas
da representação, e nas folhas da árvore de particionamento temos as células do objeto
(e do seu complemento).

Note que as células de um objeto nas folhas de uma árvore de particionamento são dis-
juntas, e sua união (incluindo as fronteiras) formam o objeto. Desse modo, Considerando
cada célula como sendo uma primitiva, temos uma conversão natural de uma representa-
ção por árvores de particionamento para uma representação CSG. Para os detalhes dessa
conversão pode-se consultar (Thibault & Naylor, 1987).

O trabalho acima também discute, com detalhes, a conversão de uma representação
B-Rep poliedral para uma representação por árvores de particionamento. Já discutimos e
vimos alguns exemplos dessa conversão no capítulo de hierarquias. A Figura 18 mostra
uma árvore de particionamento associada a uma região B-Rep poligonal.

A conversão de uma representação por árvores de particionamento para uma repre-
sentação B-Rep poliedral pode ser vista em (Comba & Naylor, 1996). Claro que essa
conversão pode ser feita por intermédio de uma conversão para uma representação CSG,
entretanto o trabalho acima traz um método direto e mais eficiente por explorar direta-
mente a estrutura da árvore de particionamento no cálculo dos vértices, arestas e faces
da representação B-Rep.



SEÇÃO 4: MODELAGEM GENERATIVA 329

Sólido 2D poligonal Partição do espaço BSP-tree

Figura 18. Árvore de particionamento e geometria.

4 Modelagem Generativa

Uma técnica de modelagem é uma combinação entre um método de especificação do
usuário e uma técnica de reconstrução associada. Os elementos básicos na especificação
de um modelo são os pontos, os vetores (segmentos orientados) e as curvas. A partir
desses elementos podemos construir e representar superfícies e sólidos.

No capítulo de objetos gráficos espaciais vimos várias técnicas de descrever superfícies
a partir de pontos ou curvas, dentre elas, interpolação bilinear, lofting e Coons patch.
Nesta seção vamos estudar uma técnica de modelagem simples e poderosa chamada de
modelagem generativa. A idéia básica dessa técnica consiste em deslocar um objeto
gráfico planar ao longo de uma curva em R3 para criar novos objetos gráficos. Em geral
esse deslocamento descreve um objeto gráfico que tem uma dimensão a mais do que o
objeto planar que está sendo descolado. Assim, se o objeto gráfico planar é uma curva,
obtemos uma superfície, e esse é uma região planar, obtemos um sólido 3D.

Veremos três exemplos de modelos generativos: modelos de revolução, modelos de
extrusão e modelos tubulares.

4.1 Modelos de revolução

Essa técnica permite construir uma superfície com simetria coaxial, a partir de uma curva.
Considere uma reta r do espaço, e uma curva γ contida no plano que passa por r (ver
Figura 19(a)). A superfície é obtida pela rotação de γ em torno da reta r .

A curva γ é chamada de curva de perfile a reta r é chamada de eixo de rotação,
e a superfície obtida é chamada superfície de revolução, ou superfície de rotação. Se
ao invés da curva de perfil considerarmos uma região do plano que passa pelo eixo (i.e.
um sólido bidimensional), obtemos então um sólido de revolução (ver Figura 19(b)).
Diversos sólidos conhecidos, tais como esferas, cilindro, cone etc., são gerados com essa
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(a) Superfície.
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(b) Sólido.

Figura 19. Superfície e sólido de revolução.

técnica.
A superfície de revolução pode ser vista como um exemplo de modelo generativo,

observando que ela é gerada pelo deslocamento da curva de perfil ao longo de um círculo.
Por essa razão essa técnica é conhecida também na literatura pelo nome de “rotational
sweep”.

4.2 Modelos de extrusão

A técnica de superfícies de extrusãoou sólidos de extrusãoé um caso particular de
modelagem generativa em que o caminho ao longo do qual deslocamos o objeto planar
é um segmento de reta. Por esse motivo essa técnica é também conhecida na literatura
pelo nome de “translational sweep”. A técnica é ilustrada na Figura 20, onde um objeto
planar é deslocado ao longo da direção do vetor v.

vv

Figura 20. Modelagem por extrusão.
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Figura 21. Superfícies tubulares.

4.3 Modelos Tubulares

Esse é o caso mais geral de modelagem generativa, e contém como casos particulares
as técnicas de superfície de revolução e de extrusão vistas acima. É uma poderosa
técnica de modelagem, apesar de sua simplicidade. Considere duas curvas (Figura 21(a))
γ : [0, 1] → R3 e α : [0, 1] → R3, tal que o traço da curva α está contida no plano �
normal à curva γ no ponto γ (0).

Uma superfície tubularé obtida deslocando o plano � (juntamente com a curva α)
ao longo da curva γ . Noutras palavras, para cada ponto γ (t) da curva γ consideramos o
plano normal à curva nesse ponto e tomamos uma “cópia” da curva α nesse plano (ver
Figura 21(b)). O resultado é uma superfície que contém a curva γ como “eixo”. Essa
superfície é chamada de superfície tubularde γ . A curva γ é chamada de curva guia, e
a curva α é chamada de seção. Se ao invés da curva α considerarmos um sólido planar
no plano �, obtemos um sólido tubular.

Conforme vimos anteriormente, a técnica de extrusão é um caso particular onde γ é
uma reta. A técnica de superfície de revolução é o caso particular em que γ é um círculo.

Podemos enriquecer a técnica de superfícies tubulares aplicando transformações in-
trínsecas do plano� à medida que o deslocamos ao longo da curva guia (e.g. escalamento,
rotações, etc.). Esse fato permite-nos obter uma grande variedade de modelos variando
três parâmetros: a curva guia, a seção e as tranformações do plano � da seção.

Modelagem de conchas marinhas

Uma ilustração interessante da técnica de superfícies tubulares é na modelagem de con-
chas marinhas. Conforme mostramos na Figura 22(a), as conchas possuem uma forma
espiralada. É um fato conhecido da Biologia, que a projeção ortogonal dessa espiral na
direção do eixo da espiral, produz uma espiral logarítmica (ver Figura 22(b)). Esse fato
nos sugere gerar uma cônica como um modelo generativo de superfície tubular, onde a
curva guia é uma hélice logarítmica (ver Figura 23(a)). A geometria da seção varia de
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(a) (b)

Figura 22. Geometria das conchas marinhas.

acordo com o tipos de concha que desejamos modelar. Note também que à medida que
deslocamos a seção ao longo da curva guia a seção deve sofrer um escalamento para
reduzir seu tamanho. A equação paramétrica da hélice logarítmica é dada por

θ = t;
r = r0at ;
z = z0b

t .

As constantes r0, z0, a e b permitem alterar algumas características da hélice. As Fi-
guras 23(b), (c), (d) e (f), mostram imagens de conchas produzidas com esse método.

(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 23. Hélice logarítmica (a); conchas marinhas sintetizadas no computador (b), (c), (d) e
(e).
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4.4 Modelagem Generativa e Ação de um Grupo

O conceito de modelagem generativa pode ser generalizado considerando o conceito de
ação de um grupo num espaço Euclidiano. No caso de uma superfície de revolução, a
essência da técnica é a rotação em torno do eixo. Temos na realidade o grupo SO(2) das
rotações de R3 em torno da eixo r . Supondo que r é o eixo-z, os elementos desse grupo
são as matrizes da forma

R(θ) =
cos θ − sen θ 0

sen θ cos θ 0
0 0 1

 .
Variando θ temos a representação do grupo SO(2) por matrizes. Note que podemos
definir uma transformação ϕ : SO(2)× R3 → R3, pondo

ϕ(R(θ), P ) = R(θ)P, θ ∈ R.

Essa transformação é chamada uma açãodo grupo SO(2) em R3. Como temos uma
operação natural h : R → SO(2), h(θ) = R(θ), que satisfaz h(θ1 + θ2) = R(θ1 + θ2) =
R(θ1)R(θ2), na realidade o exemplo acima nos dá uma ação φ : R× R3 → R3, definida
por

φ(t, P ) = h(t)P = R(t)P . (10.1)

Note que fixando P ∈ R3 e variando t na equação (10.1), obtemos um círculo que
está contido em um plano perpendicular ao eixo de rotação r , contém P , e cujo centro
está no eixo r (ver Figura 24). Esse círculo é chamado de órbita do ponto P pela ação do
grupo. Com esse ponto de vista de ação de grupo uma superfície de revolução é formada
pelas órbitas dos pontos da curva de perfil.

Figura 24. Órbitas de P e Q.
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Figura 25. O processo da modelagem.

5.1 Criação de Modelos e Representação

A criação de modelos é feita pelo usuário, desse modo o processo de criação está direta-
mente relacionado com o problema de interface de usuário. No entanto nossa ênfase não
será no problema da interface, mas nas técnicas de criação do modelo pelo usuário. Os
diversos métodos utilizados para criar o modelo são chamados de técnicas de modelagem.

O usuário cria os modelos mediante o uso de diversos dispositivos de entrada de dados.
Esses dispositivos vão desde o teclado ou o mouse até dispositivos de entrada gráfica tais
como a a mesa digitalizadora (tablet) ou scanners 2D ou 3D (“laser ranger scanners”).

O usuário especifica um objeto gráfico usando um número finito de parâmetros que
resulta numa representação do objeto desejado. A partir dessa representação o objeto é
reconstruído adquirindo uma semântica, e possibilitando a aplicação das diversas opera-
ções. Desse modo, um diagrama mais completo do processo de modelagem é mostrado
na Figura 25. Note que as operações atuam ou sobre a representação ou sobre o modelo
reconstruído.

5.2 Representação e sistemas de modelagem

Em geral os sistemas de modelagem possuem apenas uma representação para os diversos
modelos criados pelo usuário. O uso de apenas uma representação certamente dificulta
algumas operações com os modelos. Podemos classificar os sistema que se utilizam mais
de um tipo de representação em:

• Sistemas híbridos;

• Sistemas de multirepresentação.

Sistemas híbridos

Nesses sistemas as várias representações do modelo convivem simultaneamente e tanto
a criação quanto a manipulação do modelo podem ser feitas em qualquer das representa-
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Figura 26. Sistema híbrido.

ções. Isso acarreta a necessidade de manter a consistência interna do modelo, de modo
que as operações feitas com uma representação se reflitam nas outras. Nesse caso, devem-
se desenvolver algoritmos robustos, que permitam a conversão entre os diversos métodos
de representação utilizados no sistema. Em geral, esta é uma tarefa difícil e só pode
ser conseguida limitando de forma considerável o universo dos objetos que podem ser
modelados pelo sistema. O diagrama da Figura 26 ilustra a arquitetura desses sistemas.

Um exemplo interessante é um sistema que se utiliza de uma representação BRep
poligonal, e implementa operações de simplificação e refinamento para converter entre
modelos de diferentes resoluções. Nesses sistemas podemos trabalhar simultaneamente
com diversas aproximações da geometria do modelo de forma indistinta. Esses sistemas
são conhecidos na literatura como sistemas de multiresolução.

Sistemas de multi-representação

Nesses sistemas temos uma representação principal do modelo e várias representações
secundárias. Estas últimas são utilizadas para resolver os problemas específicos sobre o
modelo. O sistema faz portanto a conversão da representação principal para cada uma
das representações secundárias. Modificações não podem ser feitas na representação
secundária do modelo. O diagrama da Figura 27 ilustra a arquitetura desse sistema.
Esses sistemas são mais simples pois não é necessário manter a consistência entre as
diversas representações.

6 Operações com Modelos

Um objeto gráfico fica determinado pela sua geometria e topologia. A topologia de um
modelo determina a sua forma independente de propriedades métricas. A geometria do
modelo é responsável pela determinação das diversas propriedades métricas associadas
ao modelo (comprimento, área, volume, curvatura etc.)
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Figura 27. Sistema com multi-representação.

As operações com os modelos podem ser classificadas em operações topológicase
operações geométricas. As operações topológicas atuam sobre a topologia dos modelos.
As operações geométricas fazem mudanças nos pontos do modelo, transformando-os no
espaço, e criando novos modelos. Exemplo já conhecido de operações geométricas são
as transformações do espaço, Essas operações que permitem reposicionar os objetos no
espaço, como no caso dos movimentos rígidos, ou podem deforma-los alterando por
completo sua geometria. Podemos citar também a classe de operações algébricas entre
modelos, como por exemplo, as operações booleanas.

7 Comentários e Referências

O trabalho que teve grande influência na evolução conceitual da área de modelagem
geométrica, foi inegavelmente (Requicha, 1980). Esse trabalho introduziu o conceito de
representação de modelos, fez uma primeira conceituação dos métodos de representação,
e introduziu os métodos de modelagem sólida usando CSG. Na realidade, esse trabalho foi
utilizado como base para a introdução do paradigma dos quatro universos pelos autores,
(Gomes & Velho, 1995).

7.1 Tópicos adicionais

O estudo de técnicas de geometria computacional e estruturas de dados espaciais consti-
tuem uma ferramenta importante para aqueles que pretendem aprofundar os estudos na
área de Modelagem Geométrica. Uma referência muito boa nesse sentido é (de Berg
et al. , 1997).

O estudo detelhado da representação CSG, o problema de cálculo do bordo, a visua-
lização de modelos CSG são tópicos adicionais muito interessantes. Uma boa referência
é (Hoffmann, 1989), mas a literatura sobre o assunto é abundante.

Técnicas de modelagem interativa utilizando superfícies de interpolação, splines, Be-
zier etc. são de extrema importância. Esses métodos constituem uma técnica de modela-
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c) F1 − F2 = max{F1,−F2}.
c) Descreve um sistema de representação com primitivas implícitas com base nos

resultados dos itens anteriores.

5. Descreva com detalhes a modelagem da peça mostrada na Figura 28 usando CSG
(admita que o sistema CSG possui as seguintes primitivas: esfera, cilindro, cone, toro e
cubo).

a

r
s

c

b

Figura 28.

6. Descreva com detalhes a modelagem da peça mostrada na Figura 28 usando mode-
lagem generativa.

7. Um esquema de representação para curva poligonal usando segmentos de reta associa
a uma curva poligonal L o conjunto

{(x0, y0, x1, y1), (x1, y1, x2, y2), ..., (xn−1, yn−1, xn, yn)}
onde (xi, yi, xi+1, yi+1) representam as coordenadas iniciais e finais de cada segmento
de reta que compõe a curva poligonal.

a) Discuta essa representação em relação às propriedades de, ambigüidade e unicida-
de.

b) Defina uma noção de proximidade entre curvas poligonais e discuta a representação
em relação a este conceito.

8. Escreva as equações paramétricas de uma superfície de revolução dada pela rotação
da curva ϕ(t) = (y(t), z(t)) em torno do eixo-z. Calcule o vetor normal dessa superfície
em um ponto arbitrário.

9. Considere a expressão CSG

(T (1, 1),D) − {(S(2, 2),Q) − (D) ∪ (T (2, 2),D) ∪ (T (0, 2),D) ∪ (T (2, 0),D)} ,
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onde D = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 ≤ 1}, e Q = {(x, y) ∈ R2; |x| ≤ 1 e |y| ≤ 1},
T (u, v) indica translação pelo vetor (u, v), e S(a, b) indica a transformação de escala
S(x, y) = (ax, by). Desenhe a árvore CSG associada, e faça um esboço da região do
plano definida pela expressão.

10. Considere um sistema de representação CSG bidimensional que utiliza as primitivas
quadrado unitário e disco unitário exercício anterior. Desenhe o objeto geométrico que é
representado pela árvore CSG da figura 29, onde T e S são as transformações definidas
no exercício anterior.

-

-

S(0.5, 0.5)

S(0.5, -1)

S(2, 1)

S(2, 0.5)

T(2, 0)

T(-2, 0)

T(-2, 0)

∪

∪

Figura 29. Árvore CSG.

11. A soma de Minkowski de dois conjuntos A,B ⊂ Rn é o conjunto A⊕ B, definido
por

A⊕ B = {a + b ; a ∈ A, e b ∈ B}.
Interprete geometricamente o conjunto Ap = A⊕ {p}, e mostre que

A⊕ B = B ⊕ A =
⋃
b∈B

Ab =
⋃
a∈A

Ba.

Conclua daí que
Ap ⊕ Bq = (A⊕ B)p+q .

Qual o significado geométrico deste resultado?

12. Mostre que a soma de Minkowski é Associativa, Comutativa e possui elemento
neutro. Mostre no entanto que a equação X ⊕ A = B nem sempre possui solução.

13. Mostre que
∂(A⊕ B) ⊂ ∂A⊕ ∂B,

onde ∂ representa a fronteira do conjunto em Rn. Dê um exemplo mostrando que a
igualdade não é verdadeira em geral.


