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caso determinamos esses parâmetros são definidos a priori com o objetivo de gerar uma
imagem, ou seja tirar uma foto virtual.

Nosso objetivo neste capítulo é descrever um modelo robusto e flexível de câmera para
ser utilizado no problema de síntese de imagens. Devemos buscar um modelo matemático
de uma câmera fotográfica e determinar uma representação desse modelo, que será obtida
mediante o uso de transformações projetivas (ver o capítulo sobre Geometria). O nosso
modelo será chamado de câmera virtual

Não levaremos em consideração a parte ótica da câmera fotográfica na criação de
nosso modelo de câmera virtual. Na realidade, o modelo de câmera no qual basearemos
a câmera virtual é a câmera de furo(“pinhole camera”), que mostramos na Figura 1(a):
a luz passa através do orifício O num dos lados da caixa, e projeta a imagem do objeto
no plano do lado oposto.

(a) (b)

Figura 1. Câmera de furo (a); Modelo de câmera (b).

Em nosso modelo, para evitar que a imagem projetada pela câmera resulte invertida
deslocamos o plano de projeção posicionando-o entre o centro de projeçãoC e o objeto
a ser visualizado. Esse modelo é ilustrado na Figura 1(b).

Do ponto de vista da geometria nosso modelo de câmera se reduz portanto a uma
projeção cônica (ou perspectiva). No que se segue vamos descrever como especificar
essa projeção de modo a permitir a implementação das transformações de visualização
de um modo eficiente e flexivel.

2 Sistemas de coordenadas de visualização

As transformações de visualização, no seu conjunto, objetivam mapear as superfícies
dos objetos em cena para o suporte de exibição. A sua principal finalidade é propiciar a
execução mais eficiente das diversas etapas do processo de visualização. Para atingir este
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Figura 2. Vetor de visão, vetor vertical e distância focal (a); sistema de coordenadas da câmera
virtual (b).

juntamente com o centro de projeção C definem um raio r chamado de eixo óticoda
câmera. O eixo ótico r e o vetor do eixo ótico N são mostrados na Figura 2(a).

O plano de projeção� da câmera virtual é o plano perpendicular ao eixo ótico, situado
a uma distância d do centro de projeção (Ver Figura 2(a)). Portanto o vetor normal do
plano de projeção é o vetor do eixo ótico N. A distância d é chamada de distância focal.

Escolhemos agora agora um vetor V, não colinear com o vetor do eixo ótico N,
conforme mostrado na Figura 2(a). Esse vetor é chamado de vetor de inclinação. Os
vetores N e V determinam o plano vertical-longitudinalda câmera. (Em termos intuitivos,
a rotação desse plano em torno do eixo ótico determina a inclinação da câmera em relação
ao espaço da cena.)

Usamos agora o vetor do eixo ótico N e o vetor de inclinação V para construir o
referencial da câmera virtual. Para isso, normalizamos o vetor do eixo ótico N, obtendo
o vetor n = N/‖N‖. (Esse vetor normalizado também será chamado de vetor do eixo
ótico do referencial da câmera.) Em seguida obtemos a partir do vetor de inclinação V
um vetor unitário v, normal ao vetor n, utilizando o processo usual de ortonormalização
de vetores (Gram-Schmidt): projetamos V sobre n, subtraimos essa projeção do vetor V
e em seguida normalizamos o vetor obtido. Ou seja:

v = V − 〈V,n〉n
|V − 〈V,n〉n| .

Essa operação é ilustrada na Figura 2(b).
O vetor v é chamado de vetor verticaldo referencial. O último vetor u do referencial

da câmera é obtido tomando o produto vetorial do vetor vetor do eixo ótico com o vetor
vertical:

u = n ∧ v.
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Figura 3. Espaço da imagem (a); tela virtual (b).

O referencial (C, {u, v,n}) define as coordenadas no espaço da câmera virtual. Note que
o sistema tem orientação contrária à do referencial canônico (O, {e1,e2,e3}) do R3. As
coordenadas de um ponto Q nesse sistema serão indicadas por (Qu,Qv,Qn).

2.2 Espaço da Imagem

Seja P o ponto onde o eixo ótico r fura o plano de projeção � (Na área de Visão
Computacional P é chamado de ponto principal). O referencial ortornormal (P, {u, v}),
formado pelos dois primeiros vetores do referencial da câmera, determina um sistema
de coordenadas ortonormais de � (ver Figura 3(a)). O plano de projeção � com esse
sistema de coordenadas constitui o espaço da imagem. Se um pontoQ tem coordenadas
(Qu,Qv,Qn) no sistema de coordenadas da câmera virtual, então sua projeção ortogonal
no espaço da imagem tem coordenadas (Qu,Qv).

No espaço da imagem definimos uma janela retangular que constitui a tela virtual.
Essa janela é especificada através das coordenadas dos vértices inferior esquerdo Q =
(umin, vmin), e superior direito S = (umax, vmax) (Ver Figura 3(b)). A largura da tela virtual
é dada por 2su = umax − umin, e a altura é dada por 2sv = vmax − vmin. As coordenadas
do centro I do retângulo que define a tela virtual são portanto:

Iu = umin + su;
Iv = vmin + sv. (11.1)

Volume de Visão

A tela virtual juntamente com o centro de projeção C determinam uma pirâmide de base
retangular do espaço, chamada pirâmide de visão, conforme mostramos na Figura 4(a).
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Figura 4. Tela virtual no espaço da imagem (a); volume de visão (b).

A semi-reta com origem no centro de projeção e que aponta para o centro da tela
virtual é chamada de eixo de visão. Note que a pirâmide de visão pode não ser reta, pois
o eixo de visão pode não ser colinear com o eixo ótico da câmera (ou seja, o eixo de visão
não é necessariamente perpendicular ao plano de projeção).

É claro que a projeção cônica definida pela câmera virtual não está definida no ponto
de projeção O. Além disso, pontos muito próximos ao ponto O podem resultar em
problemas numéricos ao serem projetados (divisão por um número próximo de zero). De
modo análogo, tambem podem ocorrer problemas numéricos para pontos muito afastados
da câmera. Por essa razão, é conveniente limitar a pirâmide de visão por dois planos
paralelos ao plano de projeção, o plano anteriore o plano posterior. A distância do
plano anterior ao centro de projeção é denotada por n, e a distância do plano posterior ao
centro de projeção será indicada por f . O tronco de pirâmide obtido a partir da pirâmide
de visão cortada por esses dois planos é chamada de volume de visão(ver Figura 4(b)).

2.3 Espaço Normalizado

Vimos anteriormente como definir o espaço da câmera, e consequentemente o volume de
visão. Os objetos que estão fora desse volume não estarão presentes na imagem final. Do
mesmo modo que fizemos para o caso de visualização bidimensional (Capítulo 7) esses
elementos devem ser recortados como parte das operações de visualização.

Para que o recorte seja feito com eficiência devemos utilizar um espaço adequado onde
o volume de visão possua coordenadas normalizadas. Na operação de normalização o
volume de visão é transformado no volume mostrado na Figura 5, definido por

−z ≤ x ≤ z, −z ≤ y ≤ z, zmin ≤ z ≤ 1.

Note que o eixo ótico da câmera é transformado no eixo-z, o plano posterior é trans-
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Figura 5. Volume de visão normalizado.

formado no plano z = 1 e o plano anterior é transformado no plano z = zmin. Mais
adiante vamos calcular zmin em função de n e f . Esse volume de visão é chamado de
volume canônicoou volume normalizado.

2.4 Espaço de Ordenação

O espaço de ordenação é definido de modo a resolver o problema de visibilidade:

“Dados dois pontosP eQ da cena determinar qual deles esta mais próximo
do ponto de projeção da câmera.”

A solução do problema acima envolve duas etapas:

• Verificar se P e Q estão sobre a mesma reta de projeção.

• Comparar as distâncias deP eQ ao centro de projeção, ao longo da reta de projeção.

Claro que o problema acima é importante pois está relacionado com os algorítmos
de visibilidade dos objetos em cena (daí a razão do seu nome). Sem um sistema de
coordenadas adequado a solução do problema de visibilidade pode ficar computacional-
mente muito cara. O espaço de ordenação é definido de modo que as retas de projeção
sejam paralelas entre si, e sejam ortogonais ao plano de projeção, conforme mostramos
na Figura 6(b).

Note que no espaço de ordenação dois pontos P = (px, py, pz) e Q = (qx, qy, qz)

estão sobre a mesma reta de projeção se, e somente se, px = qx e py = qy . Além disso P
está mais próximo do plano de projeção se, e somente se, pz < qz. Portanto a visibilidade
se reduz a um problema de comparar coordenadas.
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Figura 6. Espaço de ordenação.

Geometricamente, a mudança de coordenadas para o espaço de ordenação é obtido
usando uma transformação projetiva que leva o centro de projeção para ponto do infinito
do eixo ótico (que coincide com o eixo de visão em coordenadas normalizadas). É claro
que essa transformação não é única. Obtemos unicidade impondo duas condições: o
plano anterior z = zmin é transformado no plano z = 0 e o plano posterior z = 1 é
deixado fixo pela transformação (ver Figura mais adiante).

Note que a partir do espaço de ordenação a imagem é obtida fazendo uma projeção
ortogonal no espaço de imagem. É importante que fique claro o resultado de geometria
projetiva que estamos usando acima: qualquer projeção cônica pode ser decomposta
como uma transformação projetiva seguida de uma projeção ortogonal.

3 Os parâmetros da câmera virtual

Concluimos assim a definição da câmera virtual e dos diversos referenciais associados
que compõem o processo de visualização de uma cena. Precisamos agora calcular as
diversas transformações de visualização que fazem a mudança de coordenadas entre
esses sistemas. Antes, vamos fazer uma pausa para uma revisão dos parâmetros que
definem a câmera virtual.

Definimos seis parâmetros extrínsecos:

• C = (Cx, Cy, Cz) – centro de projeção (posição);

• {u, v,n} – referencial (orientação),

E temos sete parâmetros intrínsecos:

• d – distância focal.

• Q = (umin, umax), S = (umax, umax) – Tela virtual.



352 CAPÍTULO 11: CÂMERA VIRTUAL

(a)

Tilt

Roll Pan

(b)

Figura 7. Distância focal e ângulo de visão (a); orientação, posição e foco (b).

(Cx, Cy, Cz). A orientação é determinada pelo referencial {u, v,n}. Pelo nosso estudo
de rotações, sabemos que a orientação fica completamente determinada pelos ângulos de
Euler, que nesse contexto são chamados de “roll”, “pan” e “tilt” (Ver Figura 7(b)): roll é
o ângulo de rotação em torno do eixo ótico; pané a rotação em torno do eixo vertical, e
tilt é a rotação em torno do eixo lateral da câmera.

Vemos assim que a especificação essencial da câmera virtual possui 7 graus de li-
berdade (três da posição, três da orientação e a distância focal). Esses parâmetros são
ilustrados na imagem da Figura 7(b).

Um problema interessante consiste em determinar qual o espaço adequado para para-
metrizar a câmera. Esse problema está diretamente relacionado com o estudo do espaço
de rotações SO(3) que fizemos anteriormente. Uma parametrização classica é dada pelos
ângulos de Euler, conforme vimos acima. Existem sistemas que utilizam quatérnios para
definir a orientação da câmera virtual.

4 Operações de Visualização

As operações de visualização consistem em uma sucessão de mudanças de sistemas de
coordenadas entre os diversos espaços introduzidos anteriormente, juntamente com a
execução de algumas operações com os objetos da cena. Neste seção vamos determinar
explicitamente a matriz de cada mudança de coordenadas.
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4.1 Mudança do espaço da cena para espaço da câmera

O objetivo dessa mudança é substituir o referencial da cena pelo referencial da câme-
ra, colocando desse modo a câmera numa posição padrão do espaço com o centro de
projeção na origem e o eixo ótico apontando ao longo do eixo-z. Note que os objetos
são especificados no sistema de cena, por essa razão precisamos mudar das coordena-
das da cena para as coordenadas da câmera, o que significa mudar do referencial da
câmera (C, {u, v,n}) para o referencial (O, {e1,e2,e3}) de coordenadas canônicas do
espaço euclidiano (Figura 8). Indiquemos por V a transformação que faz essa mudança
de referencial.

A inversa de V , V −1, é a transformação obtida fazendo uma translação T pelo vetor−→
OC = (Cx, Cy, Cz), que leva a origem no centro de projeção, seguida de uma rotação R
que transforma a base canônica {e1,e2,e3} no referencial da câmera {u, v,n}. Ou seja
V −1 = T R.

Para calcular a matriz dessa transformação, vamos supor que as coordenadas car-
tesianas dos vetores u, v,n e

−→
OC são dados por u = (ux, uy, uz), v = (vx, vy, vz),

n = (nx, ny, nz), e
−→
OC = (Cx, Cy, Cz). Temos então

V −1 = T R =


1 0 0 Cx
0 1 0 Cy
0 0 1 Cz
0 0 0 1



ux vx nx 0
uy vy ny 0
uz vz nz 0
0 0 0 1

 =

ux vx nx Cx
uy vy ny Cy
uz vz nz Cz
0 0 0 1

 . (11.2)

O leitor deve observar que a transformação V de mudança de base é uma isometria.
Desse modo distâncias são preservadas quando passamos do espaço de cena para o espaço
da câmera.
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Figura 8. Mudança do espaço de cena para o espaço da câmera.
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Figura 9. Cisalhamento (b); escalamento (c).

• Em seguida aplicamos uma transformação de escalamento S de modo que o novo
volume de visão seja mapeado no volume normalizado definido em (11.4). Esse
escalamento é ilustrado na Figura 9(b).

A deformação final N será dada pelo produto N = SC. Vamos determinar C e S
obtendo as matrizes na base canônica do espaço de câmera.

Cálculo do cisalhamento

Seja (au, av, f ) o ponto onde o eixo de visão fura o plano posterior. Temos então:

C(1, 0, 0) = (1, 0, 0);
C(0, 1, 0) = (0, 1, 0);
C(au, av, f ) = (0, 0, f ).

(11.5)



356 CAPÍTULO 11: CÂMERA VIRTUAL

x y,

z

tela virtual

plano posterior

nn

v

Figura 10. Cálculo de au e av .

Para ter a matriz devemos calcular C(0, 0, 1). Temos

(0, 0, 1) = 1

f
(au, av, f )− au

f
(1, 0, 0)− av

f
(0, 1, 0).

Aplicando C aos dois membros e usando os valores dados em (11.5), obtemos

C(0, 0, 1) = 1

f
C(au, av, f )− au

f
C(1, 0, 0)− av

f
C(0, 1, 0)

= (0, 0, 1)− (au
f
, 0, 0)− (0, av

f
, 0) = (−au

f
,−av

f
, 1).

Precisamos determinar au e av em função dos parâmetros da câmera virtual. Sabemos
que (au, av) são as coordenadas do ponto onde o eixo de visão fura o plano posterior (ver
Figura 10). Se (Iu, Iv) são as coordenadas do centro da tela virtual, segue-se da figura 10
que

av

f
= Iv

d
⇒ av = Ivf

d
,

e, analogamente,

au = Iuf

d
.

Portanto

C(0, 0, 1) = (−au
f
,−av

f
, 1) = (−Iu

d
,−Iv

d
, 1).

Finalmente, a matriz de C na base canônica tem por colunas os vetores C(1, 0, 0)
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C(0, 1, 0) e C(0, 0, 1):

C =


1 0 −Iu

d
0

0 1 −Iv
d

0

0 0 1 0
0 0 0 1

 . (11.6)

Cálculo do escalamento

Suponhamos que o retângulo do plano posterior após o cisalhamento tem dimensões
[−X,X] × [−Y, Y ] (ver Figura 9(a)). É imediato verificar o seguinte:

S(0, 0, f ) = (0, 0, 1)⇒ f S(0, 0, 1) = (0, 0, 1)⇒ S(0, 0, 1) = (0, 0,
1

f
);

S(0, Y, 0) = (0, 1, 0)⇒ YS(0, 1, 0) = (0, 1, 0)⇒ S(0, 1, 0) = (0, 1

Y
, 0);

S(X, 0, 0) = (1, 0, 0)⇒ XS(1, 0, 0) = (1, 0, 0)⇒ S(1, 0, 0) = ( 1

X
, 0, 0).

Precisamos calcular os valores deX e Y em função dos parâmetros da câmera virtual.
A janela no plano posterior se estende de −X a X no eixo-u, e de −Y a Y no eixo-v.
Portanto na Figura 11 temos P ′A′ = X, P ′B ′ = Y , PA = su, PB = sv, OP = d e
OP ′ = f . Usando semelhança dos triângulos �OPA e �OP ′A′, obtemos

P ′A′

PA
= OP ′

OP
�⇒ X = PA′ = suf

d
. (11.7)

Figura 11. Volume de visão reto.
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Figura 12. Volume de visão no espaço de ordenação.

cada plano paralelo ao plano xy é uma isometria (exercício). Entretanto o escalamento
faz uma distorção da tela virtual se ela não for quadrada. Essa distorção será corrigida na
transformação para as coordenadas do dispositivo gráfico, que é a última transformação
na sequência de visualização, uma vez que a razão de aspecto do dispositivo deve ser a
mesma da tela virtual.

Em coordenadas normalizadas o plano anterior é dado pela equação z = zmin. Po-
demos agora calcular o valor de zmin. Com efeito, basta ver que a transformação N
leva o plano zmin no plano z = n. Como ao longo do eixo-z a transformação N faz um
escalamento pelo fator f (veja a matriz de N ), segue-se que

f zmin = n, logo zmin = n

f
.

4.3 Mudança do Espaço Normalizado para Espaço de Ordenação

Buscamos uma transformação projetiva T que leve o volume de visão normalizado

−z ≤ x ≤ z, −z ≤ y ≤ z, f

n
≤ z ≤ 1,

no paralelepípedo
−1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1,

conforme mostrado na Figura 12, chamado paralelepípedo de visão.
A transformação projetivaT leva a origem (0, 0, 0, 1)para o ponto do infinito (0, 0, 1, 0),

de modo que as retas que passam pela origem e não estão contidas no plano xy são trans-
formadas em retas paralelas ao eixo-z (Ver Figura 13).

Uma transformação projetiva satisfazendo as condições acima não é única. A unici-
dade é obtida com duas exigências:
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Figura 13. Os pontos do plano z = 1 não são alterados por T .

1. T leva planos perpendiculares ao eixo-z em planos perpendiculares ao eixo-z;

2. T deixa o plano posterior z = 1 fixado;

3. T transforma o quadrado [−zmin, zmin] × [−zmin, zmin] do plano anterior z = zmin
no quadrado [−1, 1] × [−1, 1] do plano z = 0.

A segunda condição acima pode ser traduzida matemáticamente pela equação:

T [x, y, 1, 1] = [wx,wy,w,w], w �= 0. (11.10)

Segue-se da terceira condição acima que T leva o plano anterior z = zmin no plano
z = 0. Note que a restrição de T a cada plano perpendicular ao eixo-z é um escalamento.
Portanto segue-se também da terceira condição que a restrição de T ao plano z = zmin é
um escalamento pelo fator 1/zmin. Em termos matemáticos podemos traduzir esse fato
na equação:

T [x, y, zmin, 1] = 1

zmin
[w′x,w′y, 0, w′]. w′ �= 0. (11.11)

Para determinar T , consideremos sua matriz

T =


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

 . (11.12)

Vamos agora determinar os coeficientes aij da T . Usando a equação (11.10) e a matriz
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Figura 14. Construção do referencial da câmera.

se o vetor de visão N for perpendicular ao plano horizontal xy. Essa é uma desvantagem
em especificar o referencial da câmera através do ângulo de inclinação ao invés do vetor
de inclinação V. Apesar disso, a especificação “roll + Look-at” é conveniente quando
precisamos caminhar com a câmera em um ambiente virtual capturando detalhes desse
ambiente.

A câmera do Open GL

No sistema gráfico OpenGL a especificação da câmera é obtida fornecendo o centro de
projeção, o ponto de observação (“look-at point”) e o vetor de inclinação V (chamado de
“up vector”). Portanto uma especificação igual à que utilizamos para o nosso modelo de
câmera virtual. Entretanto no OpenGL o referencial da câmera {u, v,n} é positivo, ou
seja o vetor do eixo ótico do OpenGL aponta no sentido contrário ao definido em nosso
modelo (à medida que aumentamos a profundidade de cena, a coordenada z decresce).

A especificação é feita pela chamada da rotina abaixo:

gluLookAt(camera_pos_x, camera_pos_y, camera_pos_z,
look_at_x, look_at_y, look_at_z, up_x, up_y, up_z);

Ainda, no modelo de câmera do OpenGL o eixo de visão coincide com o eixo ótico,
e a distância focal é especificada pelo ângulo de visão (chamado de “field of view”), que
é medido em relação à altura da tela virtual (ver Figura 15). Não há pois necessidade da
deformação de normalização uma vez que o volume de visão é normalizado a priori.

Outra diferença do modelo do OpenGL para o nosso modelo é que o espaço de
ordenação obtido a partir do volume de visão normalizado é dado por −1 ≤ x, y, z ≤
1. Deixamos para o leitor mostrar que nesse caso a matriz que transforma o volume
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Figura 15. Parâmetros de câmera do OpenGL.

normalizado no espaço de ordenação é dada por

N =


a 0 0 0
0 b 0 0
0 0 c d

0 0 −1 0

 , (11.22)

onde

a = b = 1/ tg(
α

2
), c = f + n

f − n e d = 2f n

f − n.
(α é o “field of view”, f é a distância do plano posterior e n é a distância do plano anterior,
conforme mostramos na Figura 15.)

Especificação por ângulos de Euler

Um outro método de especificação de câmera consiste em considerar a câmera como
sendo um planador, no qual o usuário tem controle da posição e da orientação (o foco
e os outros parâmetros intrínsecos da câmera são fixados). A orientação é dada pelos
ângulos de Euler: “roll”, “pan” e “tilt”. (Ver uma discussão detalhada dos ângulos de
Euler no capítulo de rotações). Essa especificação é muito utilizada em video games.
Note que o usuário pode navegar apenas com dois dos ângulos (em geral o “pan” e
“roll”) e esses ângulos podem então ser especificados interativamente com os dois graus
de liberdade do mouse. Por razões análogas, essa especificação de câmera também é
utilizada em alguns browsers de VRML.

6.2 Especificação Inversa

Na especificação inversa, os sete graus de liberdade da câmera são especificados indireta-
mente pelo usuário. Em geral você deseja obter alguns enquadramentos de câmera e para
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isso você tem que fazer a especificação que resulte no enquadramento desejado. A espe-
cificação direta dos parâmetros da câmera para obter um determinado enquadramento é
em geral difícil.

Na especificação inversa os parâmetros da câmera são obtidos através da especificação
do enquadramento. A ideia da especificação inversa é permitir a determinação de posi-
ções de câmera usando o “paradigma do camera man”: o usuário (no papel de diretor)
especifica um enquadramento na imagem, e o sistema ajusta os parêmetros de câmera de
forma a conseguir o enquadramento desejado.

A especificação inversa facilita a especificação da câmera pelo usuário em troca da
solução de um problema matemático bastante difícil de ser resolvido. Para dar uma idéia
dessa complexidade, vejamos como seria a colocação do problema ilustrado na Figura 16:

“O pontoP do espaço está fixado, e com o observador no pontoO esse ponto
é projetado no pontoA da tela. Devemos obter os parametros de câmera
de modo que o pontoP seja projetado no pontoB que está localizado no
centro da tela.”

Tudo se passa como se o usuário solicitasse um enquadramento com o ponto A no
centro da tela. A Figura 16 mostra uma nova posiçãoO ′, e uma nova orientação da câmera
que resolve o problema (observe que esse posicionamento da câmera não é único).

Do ponto de vista da Matemática, temos uma transformação TP : R7 → R2, onde
y = TP (x) é a projeção do espaço de parametrização da câmera no plano euclidiano.
A solução do nosso problema é dada pela inversa T −1

P (B). Ocorre no entanto que a
transformação TP não é linear, e, em geral, não tem inversa (por que?). Portanto a
solução deve ser procurada dentro do espírito da teoria de otimização, ou seja, devemos
procurar a “melhor solução”. A não-linearidade do problema torna a sua solução mais
complexa.

A

A

P

O

B

O `

Figura 16. Especifação inversa para posicionamento de um ponto.


