
12 Recorte

O recorte é uma operação muito importante em Computação Gráfica devido à variedade de
suas aplicações. Neste capítulo, nosso principal interesse é no uso do recorte no processo
de visualização. Ela é a primeira operação na seqüencia de operações de visualização,
feita em paralelo com a transformação de câmera.

1 Classificação, separação e recorte

O Teorema de Jordan em sua forma mais ampla afirma:

“Uma superfícieM fechada e conexa de dimensãon−1 emRn particiona o
espaço em duas regiões complementares, das quaisM é a fronteira comum.
Mais precisamente,Rn−M = A∪B, ondeA eB são disjuntos, e a fronteira
deA eB é a superfícieM.”

Em particular temos: uma curva fechada e conexa divide o plano em duas regiões (Figura
1(a)); uma superfície divide o espaço R3 em duas regiões tridimensionais; uma reta divide
o plano em dois semi-planos e um plano divide o espaço em dois semi-espaços.
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Figura 1. Separação do espaço.
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Figura 2. Etapas da operação de recorte.

Classificação. Após o recorte (ou concomitantemente com ele) classificamos em qual
das duas regiões complementares da superfície de separação se encontra o objeto recortado
(problema de classificação). Essa operação envolve a realização de testes e em geral tem
uma complexidade menor do que a operação de interseção.

Estruturação. A interseção altera não apenas a geometria do objeto mas também a sua
topologia. Desse modo, a etapa de estruturação consiste em construir a topologia correta
de cada uma das partes do objeto em cada uma das regiões resultantes do recorte (ver
Figura 2(c)). Essa operação pode ser efetuada paralelamente ao recorte, ou numa etapa
posterior (pós-processamento).

Uma ilustração geométrica dessas três etapas é dada na Figura 2: em (a) temos um
objeto poligonal e uma reta do plano, que é a superfície de recorte; em (b) mostra a
separação dos pontos da região poligonal, após o cálculo da interseção; em (c) mostramos
a estruturação dos pontos de modo a formar duas regiões poligonais, resultantes da
operação de recorte. Note que na estruturação foi necessária a introdução de arestas não
existentes na região poligonal original. Em algumas aplicações de recorte uma dessas
etapas pode não estar presente.

A complexidade da operação de recorte se localiza em uma das três etapas acima
descritas, dependendo da complexidade da geometria e da topologia do objeto a ser
recortado, bem como da superfície de recorte.

2 Aplicações de Recorte

Os problemas de classificação ou recorte têm aplicações em diversas áreas da Computação
Gráfica. Podemos citar seu uso na área de animação para detectar colisão de objetos, na
área de síntese de imagens para acelarar algorítmos traçado de raio e na área de visibilidade
para determinar os elementos que estão no volume de visão da câmera virtual.
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Figura 3. Recorte e operações booleanas.

2.1 Recorte, operações booleanas e interface

As operações booleanas entre objetos gráficos planares e espaciais são de grande impor-
tância na área de modelagem geométrica. Podemos destacar, por exemplo, o seu uso
nas operações CSG conforme vimos no capítulo de modelagem geométrica. Entre essas
operações podemos destacar a uniãoA ∪ B, a interseçãoA ∩ B, a diferença, A− B ou
B−A, e a diferença simétrica (A−B)∪(B−A), conforme ilustramos na Figura 3. Essas
operações são implementadas como operações de recorte. Como exemplo, a diferença
A − B de dois objetos gráficos é obtida fazendo o recorte de A com relação a B, para
obter A ∩ B, e em seguida o recorte de B com relação ao conjunto A ∩ B.

O recorte também é utilizado como um método padrão para a implementar a opera-
ção de selecionar elementos geométricos numa interface gráfica interativa (operações de
“pick”). Para isto, um pequeno retângulo circundando o cursor, chamado janela de pick,
é usado para determinar que primitivas estão na vizinhança do cursor. A maioria das
primitivas são trivialmente rejeitadas e, dentre as aceitas, aquela de mais alta prioridade
é a selecionada.

Num sistema de interface baseado em janelas, operações de recorte são utilizadas para
determinar as partes visíveis e invisíveis na superposição de janelas. No postscript as
operações de recorte entre objetos gráficos planares desenpenham um papel fundamental.

2.2 Recorte e Visualização

Uma das aplicações importantes da operação de recorte é na visualização de objetos
gráficos. No capítulo 11 vimos que a câmera virtual define o volume de visão, que
geometricamente corresponde a um tronco de pirâmide conforme mostrado na Figura 4.
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Figura 4. Volume de visão da câmera virtual.

De um modo geral, alguns objetos da cena estão no interior do volume de visão,
outros estão apenas parcialmente contidos no volume de visão enquanto outros se situam
completamente na região exterior ao volume de visão. Na visualização da cena devemos
decidir entre duas opções:

• Projetar todos os objetos da cena pela transformação da câmera virtual, rasterizar
o objeto projetado, e só então decidir quais os pixels que estão na região da tela
virtual;

• Fazer um recorte dos objetos da cena em relação ao volume de visão, e depois do
recorte efetuar a projeção.

No primeiro caso, o recorte é feito após a rasterização no espaço discreto dos pixels
(2D), e no segundo caso o recorte é feito no espaço 3D, antes da projeção. Qual das duas
opções é mais eficiente? Note que se existem muitos objetos no exterior do volume de
visão, o primeiro método implica em rasterizar muitos pixels desnecessariamente (uma
operação em geral cara computacionalmente). Por outro lado, nessa mesma situação, a
segunda opção implica em fazer o recorte 3D de dos objetos com relação ao volume de
visão, uma operação que pode ser muito cara computacionalmente. Entretanto apontamos
duas vantagens do segundo método:

• Podemos ter erros de visualização fazendo projeção seguida de recorte 2D;

• O recorte 3D pode ser tornado eficiente usando técnicas de aceleração.

Erro de visualização na projeção seguida de recorte 2D

Considere a Figura 5 que mostra a projeção de centro O do segmento de reta AB, na
tela virtual. O ponto A se projeta no ponto A′ e o ponto B é projetado no ponto B ′.
Portanto a projeção do segmentoAB é o segmentoA′B ′. Esse resultado está obviamente
errado pois não existe nenhum objeto no campo de visão delimitado pelo segmentoA′B ′.
Fazendo o recorte do segmentoAB no plano anterior, obtemos o segmento BP . O ponto
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Figura 5. Projeção do segmento AB.

P é projetado no ponto P ′, portanto a projeção do segmento BP é o segmento B ′P ′, que
é o resultado correto. Este exemplo mostra que devemos fazer o recorte para evitar que
pontos atrás do ponto de projeção O sejam projetados na tela virtual.

Certamente bastaria fazer o recorte com relação à pirâmide de visão para obter o
resultado correto. No entanto, utilizamos o plano anterior para evitar que pontos muito
próximos ao centro de projeçãoO sejam projetados. Como a projeção no pontoO não está
definida, a projeção de pontos muito próximos a O acarreta numa divisão por números
próximos de 0 na transformação de projeção e isso pode produzir erros numéricos na
visualização.

O exemplo anterior mostra que não podemos simplesmente projetar os objetos na
tela virtual e fazer um recorte 2D. Entretanto poderíamos adotar uma estratégia híbrida:
Fazemos o recorte 3D em relação ao plano anterior, em seguida projetamos os elementos
resultantes na tela virtual para fazer um recorte 2D. Vimos anteriormente que essa não é
a melhor estratégia, desde que tenhamos métodos eficientes de fazer o recorte 3D.

3 Aceleração do recorte

As técnicas de aceleração de recorte procuram subsituir o recorte pela classificação de
modo a descartar, de forma eficiente, o maior número possível de objetos que são candi-
datos ao recorte. Isto é, classificar de modo eficiente os objetos (ou partes de objetos) que
estão completamente fora ou completamente dentro da pirâmide de visão. Em seguida
vamos descrever três técnicas de aceleração: objetos limitantes, hierarquia de objetos
limitantes e subdivisão espacial.

3.1 Objetos limitantes

Dado um objeto gráficoO (que pode ter um número muito grande de polígonos, ou pode
na realidade ser vários objetos grupados), buscamos um objeto volumétrico V (i.e. uma
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Figura 6. Bounding box e recorte.

superfície que limita um volume finito do espaço), que satisfaz duas condições:

a) O ⊂ V ;

b) O suporte geométrico de V é simples o suficiente de modo que seja eficiente fazer
sua classificação em relação ao volume de visão.

Desse modo, ao invés de testar cada elemento do objeto O em relação à pirâmide de
visão, testamos inicialmente o objeto V (pelo item b) esse teste é rápido e eficiente), se
V estiver fora (dentro) da pirâmide de visão, então pela condição a), o objetoO também
estará fora (dentro), conforme ilustramos na Figura 6.

Os objetos mais utilizados como objetos limitantes são esferas, paralelepípedos e
poliedros convexos.

3.2 Hierarquia de objetos limitantes

O método de objetos limitantes tem o defeito de não dar um tratamento adequado para
o caso em que apenas uma parte do objeto está contida no volume de visão. Para tratar
esse caso podemos utilizar uma hierarquia de objetos limitantes. Cada nó da hierarquia
possui um volume limitante que contém parte do objeto. Iniciamos com o teste na raiz
da hierarquia se o objeto limitante associado a esse nó estiver no exterior (interior) do
volume de visão, então todo o objeto contido na hierarquia estará no exterior (interior),
caso contrário continuamos testando cada nó da hierarquia, se encontramos um sub-nó
fora (dentro) do volume de visão, então toda a parte do objeto da cena contida no objeto
limitante desse sub-nó estará também fora (dentro) da pirâmide de visão. Este método é
muito eficiente, sua dificuldade reside na construção de boas hierarquias.
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(a) (b)

Figura 7. Recorte e subdivisão espacial.

3.3 Subdivisão espacial hierárquica

No caso em que os objetos em cena são estáticos, um outro método que aumenta a
eficiência do recorte consiste em fazer uma subdivisão espacial hierarquica, de modo que
podemos determinar os objetos da hierarquia que estão dentro ou fora do volume de visão
(ver Capítulo 10).

Temos um custo no pré-processamento para calcular a hierarquia, porém ela fica fixa
uma vez que os objetos em cena são estáticos. Podemos fazer uma subdivisão espacial
uniforme com elementos de volume (voxels); podemos usar uma subdivisão por voxels
adaptativa (por exemplo usando octrees). Hierarquia bastante eficientes podem ser obtidas
utilizando árvores de particionamento (“BSP-trees”).

Um exemplo usual onde se utiliza métodos de subdivisão espacial ocorre quando
fazemos um movimento de câmera dentro de um edifício (“walkthrough”). Este mé-
todo é ilustrado na Figura 7, onde mostramos uma hierarquia baseada em árvores de
particionamento.

Conforme vimos no estudo das árvores de particionamento, elas podem ser úteis não
apenas no problema de recorte, mas também no próprio cálculo da visibilidade. Veremos
mais sobre esse tópico mais adiante.

4 Metodologia de Recorte

O recorte envolve as etapas de interseção, classificação e estruturação. No entanto se
o objeto não intersecta a superfície de recorte temos apenas que fazer a classificação e,
possivelmente, a estruturação. Evitar cálculos de interseção desnecessários é um requisito
básico para um algoritmo de recorte eficiente.

Na classificação devemos explorar diversas propriedades de homogeneidade geomé-
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Figura 8. Recorte de segmentos no plano.

trica e topológica tanto da superfície de recorte quanto do objeto gráfico a ser recortado.
Como exemplo de homogeneidade, podemos citar a linearidade dos elementos (retas,
planos etc.); a convexidade das regiões de recorte e dos objetos a serem recortados; a
continuidade dos objetos etc.

Exemplo 1 (Recorte de um segmento por uma reta).Considere o recorte de um seg-
mento de reta AB do plano R2 com relação a uma reta vertical x = x0. As regiões de
recorte são os dois semi planos {(x, y); x ≤ x0} e {(x, y); x ≥ x0} sendo pois convexas.
Portanto um segmento está contido na região se, e somente se, os seus extremos per-
tencem à região. Vemos assim que um teste simples pode ser utilizado antes de fazer a
interseção do segmento com a reta de recorte. Na Figura 8(a) se estivermos interessados
nos segmentos da região x ≤ x0, aceitamos trivialmente AB e rejeitamos CD. O seg-
mento da Figura 8(b) tem cada um dos extremos em semi-planos distintos. Desse modo
devemos calcular a interseção P , aceitar AP e rejeitar PB. �

Dependendo da aplicação, o recorte pode operar com tipos diferentes de dados geo-
métricos. Os tipos mais comuns são pontos, retas, segmentos de reta, planos, polígonos
e poliedros.

O cálculo do recorte pode ser exato ou aproximado. Muitas vezes, não é necessário
um cálculo preciso da interseção. Métodos recursivos de recorte, geralmente, operam
dentro de uma determinada tolerância. O exemplo abaixo ilustra um recorte com cálculo
aproximado.

Exemplo 2 (Interseção recursiva de um segmento de reta).Uma vez tendo um algo-
ritmo eficiente para classificação de um ponto em relação à superfície de recorte, podemos
obter um algoritmo recursivo para calcular a interseção de um segmento de reta com es-
sa superfície. Considere a interseção de um segmento de reta AB em relação a um
hiperplano do espaço (ver Figura 9(a)).
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Figura 9. Recorte do segmento AB (a); recorte e atributos (b).

Vamos supor que o segmento intersecta o hiperplano de recorte num ponto P . Deve-
mos determinar P de modo a dividir AB em dois segmentos AP e PB. Um algoritmo
recursivo que dá uma solução aproximada do ponto P pode ser obtido do seguinte modo:
Calculamos o ponto médio M = (A + B)/2 do segmento AB, obtendo os segmentos
AM eMB. Um desses segmentos está contido num dos semi-espaços de recorte (AM na
figura). Tomamos o segmentoMB e repetimos a operação de determinar o ponto médio.
O algoritmo continua até que axm + bym + c < ε, onde ax + by + c = 0 é a equação da
reta de recorte e (xm, ym) são as coordenadas do ponto médio M . �

4.1 Recorte e Atributos

Um objeto gráfico O = (U, f ) é definido pela geometria de seu suporte geométrico
U e pela função de atributos f . Ao efetuar o recorte do objeto O obtemos um novo
objeto O ′ = (U ′, g), onde U ′ ⊂ U e g = f |U ′ é a restrição da função f ao novo
suporte geométrico U ′. Na prática o conjunto U é descrito por uma representação e a
função de atributos também é definida nessa representação. Ao fazer o recorte uma nova
representação é obtida para o suporte U ′, devemos então recalcular a função de atributos
nessa nova representação.

Considere, por exemplo, um triângulo ABC com uma função de atributo de cor f
(ver Figura 9(b)). É muito comum representar f por seu valor nos vértices A, B e C do
triângulo e fazer sua reconstrução nos pontos interiores usando interpolação linear em
coordenadas baricêntricas. Se o triângulo for recortado em dois triângulosACP eBCP ,
devemos calcular a função de cor f no novo vértice P .

5 Recorte Bidimensional

Do ponto de vista de objetos a serem recortados, o objeto mais simples é o ponto. Em
termos crescentes de complexidade geométrica podemos considerar segmentos de reta,



384 CAPÍTULO 12: RECORTE

P

H

P0

n

(a)

P

(x0, y0)

(x1, y1)

(b)

Figura 10. Classificação de um ponto em relação a um semi-plano (a); Recorte de um ponto por
uma região retangular (b).

Recorte de um Ponto Pela Tela Virtual

A tela virtual é definida por um retângulo cujos lados são paralelos aos eixos coordenados
(ver Figura 10(b)). Vimos que essa mesma região de recorte é utilizada na operação de
“pick” para selecionar pontos numa interface gráfica. Portanto a operação de recorte em
relação a essa região poligonal é importante no processo de visualização.

Como os lados são paralelos aos eixos coordenados, o recorte é feito simplesmente
comparando as coordenados do ponto com as coordenadas das retas horizontais e verticais
que definem os lados do retângulo. Se a diagonal do retângulo é dada pelos pontos (x0, y0)

e (x1, y1), então as quatro retas têm equação x = x0, x = x1, y = y0 e y = y1.

5.2 Recorte de um segmento de reta

A operação de recorte de segmentos abrange mais fortemente as etapas de interseção e
classificação do que a etapa de estruturação, devido à simplicidade de sua topologia: A
subdivisão de um segmento AB num ponto P resulta em dois segmentos AP e BP .

Nesta seção estamos interessados no caso particular do recorte de um segmento por um
dos semi-planos definidos por uma reta r . Como o semi-plano é convexo, a classificação
de um segmento AB se reduz à classificação dos pontos extremos A e B. Portanto o
recorte de um segmento se reduz ao cálculo da interseção (quando ela existe). O calculo
desse ponto pode ser feito resolvendo um sistema de duas equações lineares. No entanto
uma solução robusta desse sistema é cara computacionalmente, e, por outro lado, uma
solução ingênua pode resultar em erros no recorte.
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Figura 11. Recorte recursivo de um segmento de reta.

Recorte recursivo

No exemplo 2 vimos um cálculo recursivo, aproximado, da interseção usando recursão.
Esse método pode ser utilizado para desenvolver um algorítmo recursivo de recorte de
um segmento de reta conforme mostramosna Figura 11. Esse algoritmo é simples, porém
existem métodos que calculam o ponto analiticamente de modo robusto e eficiente, prin-
cipalmente em algumas situações específicas que são comuns em Computação Gráfica.
Vamos descrever dois métodos abaixo.
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Recorte horizontal e vertical

O recorte em relação a uma reta horizontal ou vertical é importante devido às diversas
aplicações de recorte em relação ao retângulo da tela virtual. Considere um segmento
AB com A = (xa, ya) e B = (xb, yb). A equação paramétrica desse segmento é dada
por P(t) = A+ t (B − A), ou seja

x = xa + t (xb − xa)
y = ya + t (yb − ya),

com 0 ≤ t ≤ 1. Se a reta horizontal tem equação y = y1, da segunda equação acima
obtemos

t0 = y1 − ya
yb − ya .

Portanto as coordenadas (xp, yp) do ponto de interseção P são dadas por

xp = xa + t0(xb − xa)
yp = y1.

O recorte com uma reta vertical é calculado de modo análogo. Note que os casos par-
ticulares em que o segmento AB é horizontal ou vertical podem ser tratados trivialmente
com esse método.

Recorte paramétrico

Considere um dos semi-planosH definido por uma reta r do plano conforme mostramos
na Figura 12. Seja n o vetor normal que aponta para fora do semi-plano H . Dado um
segmentoAB, a equação paramétrica da reta de suporte é dada por P(t) = A+ t (B−A).
Conforme vimos no exemplo 3, se t0 é solução da equação 〈n, P (t) − P0〉 = 0, e
0 ≤ t0 ≤ 1, então o segmento AB intersecta a reta r no ponto P(t0).

B

A

H

n

P (t)
P (t0)

P0

Figura 12. Recorte de um segmento de reta por um semi-plano.



SEÇÃO 6: RECORTE DE UM SEGMENTO PELA TELA VIRTUAL 387

x = x0 x = x1

y = y0

y = y1

(a)

0000

0100

00100001

01100101

10101001 1000

(b)

Figura 13. Etapas de recorte do algoritmo de Sutherland-Cohen.

6 Recorte de um segmento pela Tela Virtual

O recorte de um segmento em relação ao retângulo da tela virtual poderia ser tratado
no contexto mais geral de recorte de um segmento em relação a uma região poligonal
convexa do plano. No entanto devido à importância desse recorte, existem algoritmos
mais eficientes que exploram as particularidades geométricas do retângulo da tela virtual.
Vamos discutir alguns desses algoritmos nesta seção.

6.1 Algoritmo de Cohen-Sutherland

Suponhamos que os lados do retângulo sejam definidos pelas quatro retas paralelas aos
eixos coordenados: y = y1, y = y0, x = x1 e x = x0 (ver Figura 13(a)). Essas retas
dividem o plano em oito semi-planos. y ≥ y1, y ≤ y1, y ≥ y0, y ≤ y0, x ≥ x1, x ≤ x1,
x ≥ x0, x ≤ x0.

Para classificar os extremos dos segmentos com eficiência, associamos a cada ponto
P do plano uma lista Boole(p) = (b1, b2, b3, b4) de quatro variáveis booleanas que
classificam o ponto P em relação aos oito semi-planos, na seguinte ordem

1. A variável b1 corresponde à reta y = y1. Se b1 = 1 o ponto P está no semi-plano
y ≥ y1. Se b1 = 0 o ponto P está no semi-plano y ≤ y1.

2. A variável b2 corresponde à reta y = y0. Se b2 = 1 o ponto P está no semi-plano
y ≤ y0. Se b2 = 0 o ponto P está no semi-plano y ≥ y0.

3. A variável b3 corresponde à reta x = x1. Se b3 = 1 o ponto P está no semi-plano
x ≥ x1. Se b3 = 0 o ponto P está no semi-plano x ≤ x1.

4. A variável b4 corresponde à reta x = x0. Se b4 = 1 o ponto P está no semi-plano
x ≤ x0. Se b3 = 0 o ponto P está no semi-plano x ≥ x0.
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Figura 14. Etapas de recorte do algoritmo de Sutherland-Cohen.

não é trivialmente aceito nem rejeitado, e o algoritmo prossegue com seu recorte:
O ponto B é exterior ao retângulo de recorte e como Boole(B) = (0, 0, 1, 0), o
segmento intersecta a reta x = x1. Calculando o ponto R de interseção obtemos
dois segmentos PR e RB. O segmento BR é trivialmente rejeitado e o segmento
RQ é trivialmente aceito.

Como temos apenas nove regiões do plano, o algoritmo termina em um número finito
de iterações. Note no entanto que em geral várias operações de interseção são efetuadas
para recortar um segmento quando ele não é trivialmente aceito ou rejeitado.

Por essa razão, o algoritmo de Cohen-Sutherland é particularmente eficiente no caso
em que a maioria dos segmentos são trivialmente aceitos ou rejeitados. Isso ocorre
quando o retângulo de recorte é muito grande e contém quase todos os segmentos, ou
quando esse retângulo é muito pequeno e quase todos os segmentos estão no exterior
do retângulo. O caso de um retângulo pequeno ocorre na operação de seleção (“pick”)
numa interface gráfica. O caso de um retângulo grande ocorre na visualização quando a
maioria dos objetos da cena estão dentro do campo de visão da câmera.

6.2 Algoritmo de Cyrus-Back

Vimos que o algoritmo de Cohen-Sutherland calcula interseções desnecessárias quando o
segmento não é trivialmente aceito ou rejeitado. O algoritmo de Cyrus-Back utiliza uma
estratégia que permite recortar esses segmentos com um menor número de operações.
Desse modo, o algoritmo é mais eficiente do que o algoritmo de Cohen-Sutherland nos
casos em que um grande número de segmentos não são recortados trivialmente.

Dado um segmentoAB, sua reta suporte intersecta as quatro retas laterais do retângulo
em quatro pontos (alguns desses pontos podem coincidir). Usando a equação paramétrica
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da reta

P(t) = A+ t (B − A), (12.1)

e o método de recorte paramétrico visto na Seção 5.2, calculamos os quatro valores do
parâmetro t no qual a reta intersecta as quatro retas laterais do retângulo de recorte.
Tomando um ponto P0 na reta (pode ser um dos vértices do retângulo), o valor de t é
dado pela solução da equação

〈n, P (t)− P0〉 = 0.

Substituindo o valor de P(t) dado em (12.1) na equação acima, obtemos

t = − 〈n,A− P0〉
〈n, P1 − P0〉 . (12.2)

Após calcular o valor de t para as quatro retas, descartamos os valores de t fora do
intervalo [0, 1], pois esses pontos não pertencem ao segmento AB.

Para descrever o algoritmo, vamos denominar os semi-planos y ≤ y1, y ≥ y0 x ≤ x1,
x ≥ x0, de semi-planos positivos. A interseção desses quatro semi-planos define o
retângulo de recorte.

Quando a reta P(t) entre num desses semi-planos num ponto de interseção P(t0)
esse ponto é identificado com o sinal +. Se o ponto de interseção P(t0) for de saída,
identificamos o ponto com o sinal −. A Figura 15(a) mostra vários segmentos com a
classificação dos pontos de entrada e saída dos semi-planos.

Algebricamente, o sinal de um ponto é obtido usando o sinal do produto interno
〈n,B −A〉 (ver Figura 15(b)): Se 〈n,B −A〉 > 0 o ponto é positivo (+) caso contrário
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Figura 15. Classificação dos pontos de interseção (a); cálculo do sinal de um ponto (b).
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o ponto é negativo (−). Note que esse produto interno já foi calculado ao efetuarmos
o calculo do parâmetro t da interseção na equação (12.2). Podemos agora descrever o
algoritmo como segue:

1. Determinamos os quatro valores do parâmetro t onde a reta P(t) intersecta a
fronteira dos quatro semi-planos positivos.

2. Determinamos o sinal + 4 − dos pontos de interseção.

3. Ordenamos os pontos de interseção pelo valor do parâmetro t e descartamos os
pontos com t < 0 ou t > 1.

4. O segmento recortado é o segmentoPQ ondeP é o ponto positivo (+) com o maior
valor do parâmetro t , eQ é o ponto negativo− com o menor valor do parâmetro t .

7 Recorte de Polígonos

Esse recorte não se reduz a recorte de vértices e arestas do polígono. Na Figura 16 todos
os vértices e arestas estão fora do retângulo no entanto o polígono não está na região
exterior ao retângulo: recorte é o próprio retângulo.

No caso em que o objeto a ser recortado é um ponto, o único problema existente
é o da classificação. No caso da reta, o problema pode envolver também o cálculo de
interseções, de forma a classificar cada segmento resultante. O problema da estruturação
nestes dois casos é inexistente. No caso de regiões poligonais, temos problemas nos três
níveis: interseção, classificação e estruturação.

O recorte de regiões em geral, é efetuado fazendo um recorte da fronteira e em seguida
determinando a curva poligonal da fronteira de cada região resultante da operação de
recorte. O recorte da fronteira se reduz ao recorde de uma seqüência de segmentos de
reta e não apresenta a priori dificuldade. O problema se concentra na estruturação dos
dados de forma a obter a fronteira de cada região resultante do recorte.

(a) (b)

Figura 16. Recorte de um polígono com um retângulo.
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Figura 17. Recorte de um triângulo.

O caso mais simples de recorte é o de triângulo que será estudado em seguida.

7.1 Recorte de triângulos

O triângulo é um conjunto convexo, portanto se os três vértices de um triângulo estão
em um mesmo semi-plano, todo o triângulo está contido nesse semi-plano, e ele será
trivialmente recortado (ver Figura 17(a)).

Se existem vértices do triângulo em semi-planos distintos então o triângulo deve ser
subdividido para recorte. Temos dois casos a considerar, mostrados na Figura 17(b) e
(c). No caso (b) duas arestas do triângulo intersectam a reta de recorte. Uma escolha
óbvia seria determinar os pontos P e Q de interseção das arestas AC e BC com a reta
de recorte, subdividindo o triângulo no quadrilátero BPQC e no triângulo APQ. Esse
método tem a desvantagem de gerar quadriláteros no processo de recorte.

No caso (d), o triângulo possui um vértice, C na figura, sobre a reta de recorte. Nesse
caso, determinamos o ponto de interseção P da reta de recorte com a aresta oposta ao
vértice C, e subdividimos o triângulo em dois triângulos APC e BPC cada um deles
contido em um dos semi-planos. Esse recorte de um triângulo com um vértice sobre a
reta de recorte é importante para o algoritmo recursivo de recorte de triângulos que vamos
descrever em seguida.

Recorte recursivo de triângulos

Considere um triângulo ABC e vamos supor que os vértices A e B estão contidos em
semi-planos opostos conforme mostramos na Figura 18(a).

Determinamos o ponto P de interseção do lado lado AB com a reta de recorte. Co-
nectando o ponto P ao vértice oposto à aresta AB subdividimos o triângulo ABC em
dois triângulos APC e BPC (ver Figura 18(b) e (c)).

Se o vértice C pertence à reta de recorte o triângulo fica recortado em dois triângulos
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Figura 18. Recorte de triângulo.

APC e BPC (Figura 17(c)). Caso contrário o vértice C pertence a um dos semi planos.
Suponhamos que C esteja no mesmo semi-plano do vértice B como na Figura 18(b).
Nesse caso, o triângulo BPC está contido no mesmo semi-plano e é trivialmente recor-
tado. Aplicamos então o mesmo algoritmo ao outro triângulo APC. Como ele possui
o vértice P sobre a reta de recorte ele será recortado em dois triângulos cada um deles
contido em um semi-plano (ver Figura 18(d)). Isso completa o recorte.

O algoritmo recursivo de recorte de triângulos pode ser utilizado para recortar um
triângulo em relação ao retângulo da tela virtual. Para isso, fazemos recorte sucessivo
em relação a cada um dos lados classificando os sub-triângulos resultantes. Esse recorte
é ilustrado com o triângulo na Figura 19

7.2 Algoritmo de Sutherland-Hodgman

O algoritmo de recorte de polígonos, de Sutherland-Hodgman, (Sutherland & Hodgman,
1974), foi um marco no desenvolvimento da Computação Gráfica. Até então, os algorit-
mos de recorte de polígonos eram estruturados de maneira semelhante aos algoritmos de
recorte de segmentos de reta. Cada aresta era analisada em relação à região de recorte
como um todo. Isto acarretava na perda da conectividade do polígono recortado. A
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Figura 19. Recorte recursivo com relação à tela virtual.
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Figura 19. Recorte recursivo com relação à tela virtual.
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por um plano. Com efeito, basta observar que esse algoritmo depende apenas da topologia
do triângulo e do recorte de segmentos de reta por um plano.

Observamos que se o objeto gráfico é descrito por uma representação B-Rep poligonal,
onde os polígonos não são triângulos, podemos subdividir cada polígono da representação
obtendo uma triangulação do objeto. Esse novo objeto (que tem a mesma geometria) pode
ser recortado usando um algoritmo de recorte de triângulos.

Uma observação importante sobre o recorte recursivo de triângulos é que devemos
tomar um um cuidado especial na classificação dos vertices em relação ao plano. Di-
ferentemente dos algorimos sequenciados como o de Sutherland-Hodgman, o algorimo
recursivo resulta em vertices que não estão em posição genérica. Isso ocorre porque a
subdivisão de uma aresta produz vertices que se situam exatamente sobre o plano de
recorte. Assim, na recursão do algoritmo a classificação dos vertices deve levar em conta
essa possibilidade. Note que este tipo de cuidado deve ser tomado tambem em algoritmos
genéricos de recorte para evitar inconsistencias entre a geometria e topologia do modelo.

9 Recorte e visualização

Para fazer o recorte com relação ao volume de visão da câmera virtual, temos duas opções:
fazer o recorte com relação ao volume de visão no espaço normalizado (ver Figura 20(a)),
ou transformar o volume de visão para o espaço de ordenação e então fazer o recorte (ver
Figura 20(b)).

No primeiro caso a superfície de recorte é um tronco de pirâmide com base retangular, e
no segundo caso essa superfície é um paralelepípedo cujos lados são paralelos aos planos
coordenados. Tanto a operação de recorte quando a operação de exclusão são mais
simples e eficientes no espaço de ordenação. Entretanto devemos levar em conta que há
um custo adicional de transformar todos os objetos de cena para o espaço de ordenação.
Temos três opções a escolher:

a) Efetuar as operações de recorte e exclusão no espaço de câmera;

(a) (b) (c)

Figura 20. Recorte e câmera virtual.
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b) Efetuar a exclusão no espaço de câmera e o recorte no espaço de ordenação;

c) Efetuar ambas as operações no espaço de ordenação.

Existem testes de exclusão no espaço de câmera muito eficientes quando utilizamos
objetos limitantes definidos por paralelepípedos. Ver, por exemplo, (Greene, 1994) ou
(Green & Hatch, 1995), (Assarsson & Moller, 2000).

Devemos observar que a transformação que muda o sistema de coordenadas do es-
paço de câmera para o espaço de ordenação é projetiva (veja o Capítulo sobre Câmera
Virtual). Desse modo para fazer o recorte no espaço de ordenação devemos trabalhar
com o recorte em coordenadas homogêneas uma vez que o recorte deve ser feito antes da
projeção (divisão pela última coordenada para passar de coordenadas homogêneas para
coordenadas euclidianas). Vamos descrever brevemente esse recorte na seção seguinte.

9.1 Recorte em coordenadas homogêneas

A equação paramétrica de um segmento de reta que passa pelos pontos P eQ no espaço
projetivo é dado, como no espaço euclidiano, por

r(t) = P + t (Q− P), t ∈ [0, 1].
Devemos apenas lembrar para que obter o segmento correspondente no espaço euclidiano
R3 devemos projetar o segmento projetivo no plano w = 1, conforme ilustramos na
Figura 21(a).

Um caso inusitado ocorre se um dos extremos do segmento possui a coordenada w
com sinal negativo. Nesse caso, o segmento projetado passa pelo ponto do infinito e
obtemos uma solução com a topologia incorreta, conforme ilustramos na Figura 21(b).

(a) (b)

Figura 21. Recorte e câmera virtual.
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(a) (b)

Figura 22.

Intuitivamente, nγ (A) mede o “número de voltas” que um ponto que se desloca ao
longo da curva dá em torno do ponto A. O ponto A está no interior da curva γ se, e
somente se, nγ (A) é impar (portantoA é um ponto do exterior se, e somente se, o número
de rotação é par).

a) Determine a número de rotação de cada região determinada pela curva esboçada
na Figura 22(b).

b) Descreva um algoritmo para determinar se um ponto está no interior ou no exterior
de uma curva poligonal fechada do plano, usando o número de rotação.

4. Escreva o pseudo-código do algoritmo para recorte recursivo de segmento de reta,
que ilustramos na Figura 11.

5. Dê exemplo de um polígono P e uma região de recorte R do plano tal que todos os
vértices de P estão no interior de R porém P não está no interior de R.

6. Descreva um algoritmo para fazer o recorte de um segmento em relação a uma região
poligonal convexa do plano.

7. Mostre que o algoritmo de Cyrus-BVack se estende para fazer recorte de segmentos
com relação a regiões poligonais convexas.

8. Já tivemos várias ocasiões neste livro de utilizar coordenadas baricêntricas para
resolver alguns problemas importantes. Aqui temos mais uma chance de utilizar essas
coordenadas:

a) Descrever um algoritmo de recorte de um ponto em relação a uma região triangular
usando coordenadas baricêntricas.
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b) Usar o método do item a) para estender o algorítmo de Cohen-Sutherland para o
recorte de um segmento em relação a um triângulo do plano.

9. Determine o recorte do segmento AB com A = (2, 3) e B = (4,−6) em relação à
região plana definida pela inequação y2 − x2 ≥ 0.

10. Qual o número máximo de interseções que devem ser calculadas para recortar um
segmento no algoritmo bidimensional de Cohen-Sutherland?

11. Considere os segmentos de reta AB e CD na Figura 23.

A
C

B

D

Figura 23.

a) Esboçe todas as etapas do algoritmo de Cohen-sutherland para determinar o recorte
dos segmentos de reta

b) b) Repita o item a) para o algoritmo de Cyrus-Back.

12. Dados um triângulo ABC em R3 e uma semi reta r com origem O = (0, 0, 0) e
direção v = (r1, r2, r3), descrever um algoritmo para determinar se r fura o triângulo
ABC. (Sugestão: use projeções nos planos coordenados, ou coordenadas baricêntricas.)

13. Considere um triângulo ABC e uma função de atributos f que é representada por
seus valores f (A), f (B) e f (C) nos vértices do polígono.

a) Descreva como f pode ser reconstruída usando coordenadas baricêntricas.

b) Um outro método de reconstrução da função f do item a) é usando três interpo-
lações sucessivas (ver Figura 24) que descrevemos em seguida. Dado um ponto
P no do triângulo, consideramos o segmento de reta horizontal que passa por P
e intersecta os lados AB e BC nos pontos Q e R. Calculamos f (Q) por interpo-
lação linear de f (A) e f (B), calculamos f (R) por interpolação linear de f (C) e
f (B), e em seguida calculamos f (P ) fazendo interpolação linear de f (Q) e f (R).
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Mostre que o valor interpolado obtido é o mesmo do item a). Discuta vantagens e
desvantagens das duas estratégias de cálculo.

14. Um polígono P1P2 . . . Pn do plano é positivo se ao percorrermos suas arestas, na
ordem dos vértices, o interior do polígono está sempre à nossa esquerda.

a) Considere o polígono contido no plano xy do espaço R3, e seja e3 = (0, 0, 1).
Mostre que ele é positivo se, e somente se, 〈PiPi+1 ∧ Pi+1,i+2, e3〉 > 0.

b) Mostre que a área de um triângulo ABC do plano com A = (xa, ya) B = (xb, yb)
e C = (xc, yc) é dada pelo valor absoluto da expressão

1

2
Det

xa ya 1
xb yb 1
xc yc 1

 .
Mostre ainda que o sinal do determinante fornece o sinal de orientação do triângulo.

c) Mostre o seguinte resultado: A condição necessária e suficiente para que dois
segmentosAB eCD do plano se intersectem é quesinal(CAB) �= sinal(DAB) e
sinal(ACD) �= sinal(BCD).

d) Verifique, sem desenhar, se os segmentos AB e CD se intersectam, onde A =
(−3, 2), B = (4,−1), C = (−1,−5) e D = (3, 7).

e) Seja ABC um triângulo com orientação positiva e Q um ponto do plano. Mostre
que o ponto Q está no interior do triângulo se e somente se sinal(QAB) ≥ 0,
sinal(QBC) ≥ 0 e sinal(QCA) ≥ 0.

15. Descreva uma extensão do algoritmo de recorte recursivo de triângulos para recortar
um triângulo em relação a um polígono arbitrário do plano.


