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Figura 1. Amostragem e reconstrução de uma cena.

da função, e cada amostra é o valor f (xi) da função em cada ponto. Quando utilizamos
amostragem pontual, a reconstrução se reduz a um método de interpolação das amostras.

Sem tomar os devidos cuidados o processo de amostragem e reconstrução podem
resultar em erros grosseiros. Esse fato é ilustrado na Figura 2, onde fazemos amostragem
pontual de uma senoide e usamos interpolação linear para reconstruir. À medida que a
freqüência da senoide aumenta, o sinal reconstruído fica bem diferente do sinal original.
Observe que as altas freqüências desaparecem da imagem final reconstruída. Isso é
uma regra geral: freqüências muito altas desaparecem e são reconstruída como baixas
freqüências que não existem na imagem original (chamadas de freqüências espúrias).

É intuitivo perceber neste exemplo que o erro de reconstrução provém do fato de
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Figura 2. Amostragem pontual e reconstrução.

usarmos poucas amostras em relação à frequencia do sinal. Esse fato nos leva a duas
questões interessantes:

1. Qual o número de amostras ideal para ser tomado uma vez conhecido o sinal?

2. Existe um método de interpolação associado à amostragem pontual que permite
fazer uma reconstrução exata do sinal original?

Para responder a essas questões de um modo correto e inequívoco, necessitamos da
Teoria de Fourier. Achamos dispensável abordar essas questões em profundidade num
curso introdutório. Para informações adicionais sugerimos consultar (Gomes & Velho,
2002).

Um outro problema da amostragem pontual está relacionado com a presença de des-
continuidades no sinal. Qual o valor correto da amostra num pixel onde há descontinui-
dade? Na realidade esse problema está relacionado com o problema anterior: um ponto
de descontinuidade introduz frequencias muito altas no sinal e torna proibitivo o uso de
amostragem pontual, sob pena de acarretar erros grandes na reconstrução.

Para melhor ilustrar esse problema, considere um pequeno triângulo que se movimenta
na tela, cuja área é menor do que a área do pixel virtual. Conforme ilustramos na Figura 3
esse triângulo aparece e desaparece em seu movimento dependendo de sua posição em
cada pixel que ele percorre no seu movimento (estamos fazendo na figura amostragem
pontual no centro do pixel).

Os diversos erros de amostragem ou reconstrução na geração de uma imagem são
genericamente conhecidos na literatura de Computação Gráfica pelo nome de aliasing.
E, seguindo essa linha, chamamos de anti-aliasingos diversos métodos utilizados para
corrigir ou minimizar os problemas de aliasing. Para separar erros de amostragem de
erros de reconstrução de forma adequada e definir precisamente o conceito de aliasing
precisaríamos entrar em detalhes da Teoria de Processamento de Sinais, e isso foge aos



462 CAPÍTULO 15: RASTERIZAÇÃO

Figura 3. O triângulo desaparece da imagem dependendo de sua posição no pixel.

objetivos de um curso introdutório. Para informações adicionais, consultar (Gomes &
Velho, 2002) ou (Gomes & Velho, 1997).

Os fatos acima indicam que devemos procurar métodos mais robustos de calcular o
valor da função de atributos em uma célula da representação matricial. A amostragem
por área é um desses métodos.

1.2 Amostragem por Área

De um modo intuitivo, a amostragem por área consiste em considerar que o pixel virtual
tem uma área finita e tomar como amostra uma média ponderada da função de colorização
no pixel. O modo mais simples de entender formalmente esse método é usar conceitos
da Álgebra Linear.

Uma função de amostragemunidimensional, é uma função φ : R → R, tal que

1. φ(0) = 1,

2.
∫

R
φ(t)dt = 1

3. As funções transladadas φk(t) = φ(t − k) formam um conjunto linearmente inde-
pendente1.

O conceito acima se estende fácilmente para funções de amostragem multivariadas
φ : Rn → R. Em nosso caso estamos particularmente interessados no caso de duas
variáveis, i.e. n = 2, que é o caso de amostragem da função de colorização para gerar a
imagem virtual.

Dada uma função f num espaço de funções, a representaçãode f é dada pela seqüên-
cia (fk)k∈Z, onde

fk =
∫

R

f (t)φ(t − k)dt.
1A independência linear não é na realidade necessária. Se o conjunto não for linearmente independente

teremos uma representação com redundância
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Uma interpretação geométrica da representação é simples de ser obtida. Suponhamos
que o conjunto {φ(t − k)} forma uma base ortornormal. Nesse caso, temos que

fk =
∫

R

f (t)φ(t − k)dt = 〈f, φ(t − k)〉, (15.1)

e podemos escrever

f (t) =
∑
k

fkφ(t − k). (15.2)

A equação acima fornece a projeção da função f no espaço gerado pelas funções φ(t−k)
(ver Figura 4).

Figura 4. Projeção e reconstrução.

A reconstrução da função a partir da sequencia de representação (fk) é dada pela
equação (15.2). A reconstrução é exata se a função f pertence ao espaço gerado pelas
funções φ(t − k).

A representação def pela seqüência (fk) acima é chamada genericamente na literatura
de computação gráfica de amostragem por área. Pela definição de fk na equação (15.1),
cada amostra é uma média ponderada de f , usando como peso a função φ devidamente
transladada.

2 Amostragem de Haar

Vamos estudar nesta seção o método mais simples de amostragem por área, conhecido
como amostragem de Haar. Considere uma partição uniforme de um intervalo [a, b]
onde o comprimento de cada intervalo é 1. Definimos a o núcleo de representação

φ(x) =
{

1 se x ∈ (0, 1];
0 caso contrário.

O gráfico de φ é mostrado na Figura 5. A família φ(x − k) forma uma base ortornormal.
A representação de uma função f é dada pela sequencia (fk), onde

fk = 〈f, φ(x − k)〉 =
∫ k+1

k

f (x)dx.
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Figura 5. Base de Haar.

Se o comprimento do intervalo é s ao invés de 1, fazemos uma mudança de escala de
φ, obtendo

φs(x) = 1

s
φ(

1

s
).

Nesse caso os elementos da sequencia de representação de f são calculados por

fk = 〈f, φs(x − ks)〉 = 1

s

∫ (k+1)s

ks

f (x)dx.

As amostras de f fornecem a média da função f no intervalo da partição. Tomar essa
média como amostragem é mais razoável do que fazer amostragem pontual se o sinal
possui grandes variações no intervalo. Usando o conceito de filtragem, isso equivale
a usar um filtro de passa-baixa na função a ser amostrada, e em seguida tomar uma
amostra pontual da função filtrada, que nesse caso é constante no pixel. Por essa razão,
as diversas técnicas de amostragem por área são conhecidas em Computação Gráfica pela
denominação de técnicas de pré-filtragem.

Esse método é chamado de representação de Haar. A representação de Haar é uma
representação numa base ortonormal. A reconstrução da função é exatamente a reconstru-
ção usando o núcleo constante discutido no capítulo de imagens (Ver Figura 6), portanto
a reconstrução não é exata.

Figura 6. Representação e reconstrução de Haar.
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Figura 7. Representação pontual e representação de Haar.

Conforme vimos no capítulo de imagem, a representação de Haar se estende para o
R2 fornecendo assim uma representação de uma imagem. Essa representação é conhe-
cida na literatura de Computação Gráfica pelo nome de amostragem por área sem peso
(“unweighted area sampling”). O termo sem pesoprovém do fato de que a função peso
(i.e. a função de Haar) é constante, portanto a amostragem fornece apenas a média não
ponderada da função imagem no pixel.

Considere a rasterização de um subconjunto do plano. Nesse caso, o atributo de cor
é constante, e a representação de Haar calcula o percentual da área do pixel ocupado
pelo objeto. A Figura 7 mostra a reconstrução de um triângulo de cor cinza, usando
amostragem pontual e amostragem de Haar.

Em ambos os casos a reconstrução é feita com o núcleo constante, no entanto na amos-
tragem pontual os coeficientes da reconstrução são constantes. Vemos que a amostragem
de Haar resulta numa reconstrução que minimiza o efeito de “serrilhamento” nos bordos
das altas frequencias.

2.1 Amostragem por área com peso

A amostragem por área usando a base de Haar ainda possui problemas. Considere por
exemplo um pequeno triângulo que se movimenta na tela e cuja área é menor do que a
área de um pixel, conforme mostramos na Figura 8. O valor da amostra em cada pixel é
o mesmo, independente da posição do triângulo no pixel.

Uma solução mais racional deveria variar a intensidade da amostra. Uma idéia seria
variar essa intensidade de acordo com a distância do baricentro do triângulo ao centro
do pixel. Esse problema ocorre porque a base de representação de Haar é constante no
pixel. O problema pode ser evitado usando uma função de representação que não seja
constante. Uma possibilidade é usar o núcleo triangular definido por

h1(x) =
{

1− |x| se |x| ≤ 1;
0 se |x| ≥ 1.
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Figura 8. Representação pontual e representação de Haar.

que é mostrado na Figura 9.
As amostras, calculadas com o núcleo triangular constituem uma média ponderada

cujo peso é maior no centro do pixel do que nos bordos. A base de representação formada
pelas transladadas do núcleo não é uma base ortonormal. Além disso o suporte do núcleo
é formado por duas células de representação. Esse fato é em si importante na amostragem
usando esse núcleo. Esse fato é ilustrado na Figura 10

A extensão do núcleo triangular para dimensão 2 foi estudada no capítulo sobre ima-
gem, onde o chamamos de núcleo de Bartlett.

A amostragem por área quando usamos um núcleo que não é constante na célula de
representação é conhecida na literatura de computação gráfica pelo nome de amostragem
por área com peso(“weighted area sampling”).

3 Super Amostragem

Um modo simples, aproximado, de calcular a amostragem por área usando o núcleo de
Haar consiste em divir o pixel em n × m subpixels, amostrar pontualmente em cada
subpixel, somar a área dos subpixels de modo a obter uma aproximação da área dos
objetos no pixel (ver Figura 11(a)). A cor do pixel será um percentual da cor do objeto
dado pelo valor da área em relação à área do pixel. (Voltaremos a explorar esse fato
posteriormente.)

Na realidade métodos de subdivisão do pixel em subpixels dão origem a diversos

Figura 9. Núcleo de representação triangular.
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Figura 10. Amostragem com núcleo triangular.

algoritmos de amostragem, eles exploram o fato, visto no início deste capítulo, que
ao aumentarmos a resolução da amostragem os problemas da amostragem pontual são
minimizados.

Podemos, por exemplo, subdividir cada pixel em n × m subpixels, fazer uma amos-
tragem pontual em cada subpixel, e depois calcular a média dos valores das sub-amostras
para obter o valor da amostragem no pixel (ver Figura 11)(b)). Esse método é chamado
de super amostragem.

Pode-se mostrar que quando o número de subpixels aumenta o valor obtido na su-
peramostragem se aproxima do valor obtido pela amostragem por área sem peso. Uma
discussão bastante completa sobre a relação entre super amostragem e amostragem por
área, incluindo a demonstração do fato acima, pode ser vista em (Fiume, 1989).

Conforme vimos anteriormente, a técnica de amostragem por área é um processo de
pré-filtragem com um filtro de passa baixa. A super-amostragem é conhecida na literatura
de Computação Gráfica como uma técnica de pós-filtragem. Isso porque ao contrário das
técnicas de amostragem por área, fazemos inicialmente uma amostragem nos subpixels e
só depois tomamos a média. Essa média é uma filtragem das amostras em cada subpixel
(filtragem de reconstrução).

(a) (b)

Figura 11. Amostragem por área aproximada (a); super amostragem (b)
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Figura 10. Amostragem com núcleo triangular.
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468 CAPÍTULO 15: RASTERIZAÇÃO

3.1 Amostragem estocástica

Vimos anteriormente que quando um sinal possui freqüências muito altas ao fazermos
uma amostragem pontual essas altas freqüências desaparecem no sinal reconstruído: elas
são reconstruídas como baixas freqüências.

O algoritmo de amostragem estocástica é bastante simples. Para cada pixel da imagem
procedemos como segue:

1. Subdividimos o pixel em subpixels;

2. Determinamos o centroide geométrico do pixel;

3. Perturbamos o centroide de cada subpixel de modo aleatório;

4. Fazemos amostragem pontual em cada centroide perturbado;

5. Filtramos os valores das amostras com algum filtro de reconstrução (o mais comum
é simplesmente tomar a média dos pixels amostrados).

O método de amostragem estocástica consiste em substituir essas altas freqëncias por
ruído, de modo a evitar as baixas freqüências espúrias. O ruído é mais agradável ao olho
do que os efeitos gerados pela reconstrução de altas freqüências como baixas freqüências.
Esse fato é bem ilustrado na Figura 12. De fato, a figura (a) mostra que quando a freqüência
de amostragem é adequada para fazer uma amostragem pontual do sinal, a amostragem
estocástica dá praticamente o mesmo resultado da amostragem pontual. (Claro que
devemos escolher o intervalo de perturbação suficientemente pequeno). Por outro lado,
vemos na figura (b) que quando a freqüência do sinal é muito alta, o valor obtido pela
amostragem estocástica num pixel é praticamente ruído (pode assumir qualquer valor do
sinal na figura).

Claro que um parâmetro a ser determinado é definir qual a distribuição de probabi-
lidade utilizada para fazer a perturbação aleatória. É muito comm o uso da distribuição
uniforme ou Gaussiana.

(a) (b)

Figura 12. Amostragem com perturbação aleatória.
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Figura 13. Amostragem analítica de polígonos.

4 Amostragem Analítica

A amostragem analítica é uma forma de fazer uma amostragem por área explorando
diretamente a geometria dos objetos no pixel. No caso em que o objeto é poligonal, esse
algoritmo procede do seguinte modo (ver Figura 13):

1. Recortamos cada polígono que intersecta o pixel com relação ao retângulo do pixel;

2. Fazemos o recorte de cada polígono contido no pixel com os outros polígonos (aqui
usamos o algorítmo de recorte recursivo estudado no capítulo de visibilidade);

3. Excluimos os fragmentos que não são visíveis;

4. A cor final do pixel é dada pela média ponderada das cores de cada fragmento
visível, onde o peso de cada fragmento é a sua área relativa à área do pixel.

Observe que o algoritmo resolve o problema de rasterização junto como de visibili-
dade. Certamente para usar a amostragem analítica precisamos de um bom algoritmo
bidimensional de recorte genérico de polígonos (podemos utilizar um dos algoritmos
discutidos no capítulo de recorte). Além disso precisamos de um algoritmo eficiente para
calcular área de polígonos.

Uma outra opção mais eficiente é implementar o recorte e o cálculo da área para o
caso particular de triangulos.

O algoritmo de amostragem analítica foi introduzido por Ed Catmull em (Catmull,
1978), utilizando o algoritmo de Weiler-Atherton para razer os recortes dos fragmentos.

5 A-buffer

Com excessão da amostragem analítica, nos algoritmos acima perdemos a informação de
geometria do pixel após o cálculo da função de colorização. Essa informação é importante
pois pode ser utilizada, por exemplo, para combinar duas ou mais imagens.
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Figura 14. Máscara de bits de um pixel.

Podemos guardar a informação exata da geometria do pixel no caso da amostragem
analítica, porém o custo de armazenamento é alto. Entretanto isso pode ser feito usando
uma boa estrutura de dados para representar os fragmentos de cada pixel.

O método que veremos aqui faz uma aproximação do método de amostragem analítica
e permite armazenar a informação de geometria do pixel sem muito custo de armazena-
mento:

1. Fazemos uma subdivisão do pixel em células menores, chamadas de sub-pixels.

2. Para cada fragmento de polígono, em cada subpixel, fazemos uma amostragem
pontual e usamos um bit para indicar se a geometria desse subpixel é vazia (bit
zero) ou não (bit um).

Na Figura 14 mostramos um pixel da imagem dividido em 25 subpixels, e mostramos
a matriz de bits correspondente. Essa matriz de bits é chamada de máscara de bitsdo
pixel. Essa máscara representa a geometria do fragmento no pixel original. As operações,
nesse caso, se reduzem a operações com máscaras de bits. Esse método de amostragem
é chamado de A-buffer.

Na Figura 15 ilustramos o cálculo da colorização, usando o A-buffer, de um pixel com
a mesma geometria do pixel da Figura 13.

6 Comentários e Referências

Um trabalho seminal na área de rasterização e reconstrução com anti-aliasing foi a tese de
doutorado de Frank Crow. Em (Crow, 1981) encontramos uma comparação das diversas
tecnicas de anti-aliasing existentes.

O algoritmo de A-buffer foi introduzido na literatura por (Carpenter, 1984).
Técnicas de amostragem estocástica foram introduzidas em Computação Gráfica

em (Cook, 1986) juntamente com o método de traçado de raios distribuído. Nesse traba-
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Figura 15. A-buffer de um pixel com três fragmentos de polígonos.

lho ele implementa também o método para obter motion-blur de modo a evitar problemas
de aliasing na amostragem temporal.

6.1 Tópicos adicionais

Certamente num curso mais avançado o problema de aliasing e reconstrução de imagens
deve ser abordado sob a ótica da transformada de Fourier.


