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Figura 1. Fluxo radiante no espaço de fase.

A luz transporta energia radiante, portanto a equação de iluminação pode ser consi-
derada como um problema na área de teoria de transporte, que estuda a distribuição de
partículas abstratas no espaço e tempo. Vamos obter uma expressão da equação de ilumi-
nação dentro desse contexto, e para isso consideraremos duas hipóteses simplificadoras:
o sistema está em equilíbrio; o meio é não-participativo.

Quando o sistema está em equilíbrio as condições de propagação da luz no ambiente
não se alteram durante o intervalo de tempo simulado. Essa condição implica que o fluxo
é constante em todos os pontos da cena, ou seja, ∂�/∂t = 0.

A hipótese de que a transmissão ocorre num meio não-participativocorresponde a
supor que a simulação é feita no vácuo. Nesse caso, os únicos fenômenos importantes
acontecem nas superfíceis dos objetos da cena.

As duas hipóteses acima são apropriadas para o estudo da iluminação de superfícies
e simplicam considerávelmente o problema.

1.1 Transporte

O transporte de energia radiante no vácuo entre dois pontos, é dado pela equação

�(r, ω) = �(s, ω) (18.1)

onde r, s são pontos mútuamente visíveis na direção ω (ver Figura 2(a)). Note que a
equação vale para qualquer par de pontos do espaço ambiente que satisfaça a condição
de visibilidade. Em particular, estamos interessados em pontos r, s ∈ M = ∪Mi , das
superfícies da cena.

Dado um ponto r , encontramos o ponto s ∈ M usando a função de visibilidade de
superfícies, ν : R3× S2 → R, que retorna a distância do ponto visível mais próximo em
uma superfíce da cena

ν(r, ω) = inf {α > 0 : (r − αω) ∈ M}.
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Figura 2.

O ponto s, então, é dado por s = r − ν(r, ω) ω.
A função de iluminação em um ponto p de uma superfície potencialmente depende

do fluxo de energia radiante chegando de todas as direções. Por esse motivo, usamos
o conceito de hemisfério de iluminação, � no ponto p, que é definido por uma esfera
imaginária de raio 1 cujo centro está em p.

A energia luminosa que irradia do ponto p em uma direção ω define um ângulo
sólido no hemisfério �o, e reciprocamente, a energia luminosa que chega até o ponto p
define um ângulo sólido no hemisfério de iluminação �i . Desse modo o hemisfério de
iluminação controla toda troca de energia entre o ponto p da superfície e o meio ambiente
(ver Figura 2(b)).

1.2 Condições de Fronteira

A equação (18.1) descreve as condições de transporte de energia radiante no vácuo. Para
formular o problema de iluminação completamente, precisamos especificar as condições
de fronteira. Ou seja, o que ocorre quando raios luminosos atingem superfíces na cena.
Existem duas condições de fronteira: condição explícita e condição implícita.

Condição explícita

Nesse caso o fluxo que parte de um ponto s, da superfície na direção ω, é independente
do fluxo incidente. Esse é o caso das fontes de luz. A função de iluminação é dada por

�(s, ω) = E(s, ω) (18.2)

onde E especifica a função de emissividadeda superfície
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Figura 3.

A equação de radiância, ou equação de iluminação, é dada por

L(r, ω) = LE(r, ω)+
∫
�i

k(s, ω′ → ω)L(s, ω′) cos θs dω
′ (18.7)

Essa equação também é conhecida como “rendering equation”, ou equação temporal-
mente invariante de radiância monocromática no vácuo. A sua geometria está ilustrada
na figura 3(a).

Uma versão modificada da equação (18.7), descreve a energia irradiada a partir de um
ponto r numa direção ωo em termos da energia incidente no hemisfério de iluminação
em r .

L(r, ωo) = LE(r, ωo)+
∫
�i

k(r, ω→ ωo)L(s, ω) cos θr dω (18.8)

onde ωo ∈ �o e θr é o ângulo entre a normal da superfície em r e ω ∈ �i . A geometria
da equação está ilustrada na figura 3(b). Essa forma da equação de radiância será usada
na elaboração dos vários métodos de cálculo da iluminação.

1.4 Aproximação Numérica

A equação de iluminação, em geral, deve ser resolvida de forma numérica e aproximada.
Para estudar a solução dessa equação integral vamos usar a notação de operadores.

Se E é um espaço de funções, definimos o operador integral K : E→ E, pondo

(Kf )(x) =
∫
k(x, y)f (y)dy.

A função k é chamada de núcleodo operador. Indicamos que o operador K é aplicado
numa função f (x) por (Kf )(x).
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Figura 4.

A equação de iluminação descreve o transporte de energia radiante, que é equivalente à
propagação de fótons (partículas de luz) no ambiente. Portanto, no contexto do traçado de
raios, é conveniente formular o problema através de uma equação estocástica de transporte
que descreve a mudança de estado de partículas

�(t) = g(t)+
∫
k(s → t)�(s)ds (18.11)

Nessa equação, �, g e k são interpretadas como distribuições de probabilidade. Mais
precisamente: �(si) é o número provável de partículas existentesno estado si ; g(si) é o
número provável de partículas criadasno estado si ; e k(si → sj ) é a probabilidade de
uma partícula passar do estado si para o estado sj .

Desejamos calcular a função de iluminação nas superfícies da cena. Por isso, é
conveniente associar os estados das partículas com eventos relacionados com uma de-
composição das superfíciesM = ∪Mi . Assim dizemos que uma partícula está no estado
si , quando sua trajetória chega à superfície Mi . (ver figura 4)

Queremos estimar � dados g e k na equação (18.11). Para isso vamos usar métodos
de Monte Carlo para calcular o valor da integral.

Note que podemos seguir a história das partículas avançando ou retrocedendo ao longo
de sua trajetória. No contexto da visualização, é conveniente começar com partículas no
plano de imagem e registrar o caminho que foi feito desde sua criação (quando são
emitidas pelas fontes de luz) até esse ponto. Partindo do estado tn e voltando na história
da partícula, temos

�(tn) ≈ g(tn)+
∫
k(s → tn)�(s)ds (18.12)

Conhecemos g(tn) e precisamos estimar o valor da integral∫
kn(s)�(s)ds (18.13)
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Figura 5. Esquema do algorimo de traçado de raios.

3 Método de Radiosidade

O método de radiosidade fornece uma solução para o cálculo da iluminação global baseada
em uma discretização das superfícies da cena.

A idéia básica consiste em decompor as superfícies em elementos poligonais e cal-
cular a troca de energia entre todos esses elementos. Por esse motivo, o método de
radiosidade é particularmente indicado para modelar interações de reflexão difusa, que
são independentes da camera virtual Na radiosidade a integral de iluminação é calculada
usando elementos finitos com o método de Galerkin.

Partimos da equação (1.8) que descreve a radiância L(r, ωo) propagada de um ponto
r na direção ωo, em função da energia radiante emitida e incidente nesse ponto.

L(r, ωo) = LE(r, ωo)+
∫
�i

k(r, ω→ ωo)L(s, ω) cos θr dω (1.19)

Determinamos o transporte de energia que chega a r na direção ω usando a função
de visibilidade ν tal que s = r + ν(r, s)ω. Além disso, quando s ∈ dS está em uma
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Substituindo a expressão de L̂ na equação, temos

〈
∑
j

Ljbj , bi〉 = 〈LE, bi〉 +
〈∫

M

k(r, ω)G(r, s)
∑
j

Ljbj , bi

〉
(18.26)

Reagrupando os termos em Lj e tirando o somatório do produto interno

〈LE, bi〉 = 〈
∑
j

Ljbj , bi〉 −
〈∫

M

k(r, ω)G(r, s)
∑
j

Ljbj , bi

〉

〈LE, bi〉 =
∑
j

Lj

[
〈bj , bi〉 −

〈∫
M

k(r, ω)G(r, s)bj , bi

〉]
Note que podemos indicar a expressão acima em forma matricial LE = KL.
O método clássico de radiosidade faz as seguintes suposições para simplificar o pro-

blema:

1. superfícies são opacas, não há propagação por transmissão.

2. refletância lambertiana, superfícies difusoras perfeitas.

3. radiância e irradância são constantes em cada elemento.

A reflexão difusa implica que a função de reflectância bidirecional k(s, ω → ω′) é
constante em todas as direções e, portanto, não depende deω. assim podemos substitui-la
por uma função ρ(s) que fica fora da integral.

∫
M

k(s, ω→ ω′)L(s, ω)G(r, s) dω = ρ(s)
∫
M

L(s, ω)G(r, s) dω (18.27)

Figura 6.
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Figura 7. Radiosidade progressiva.

e Rk+1
i = 0. Além disso, na radiosidade progressiva, atualizamos também o vetor de

radiosidades dos elementos Bj , para j �= i.
Bk+1
j = Bkj + (ρjFij )Rki

O método de radiosidade progressiva consegue uma boa aproximação da função de
iluminação em poucas iterações porque escolhe em cada etapa o elemento com maior
energia acumulada para ser transferida aos outors elementos da cena.

A Figura 7 mostra o esquema de processamento do algorítmo de radiosidade progres-
siva.

3.3 Radiosidade Hierárquica

O método de radiosidade hierárquica explora a estrutura esparsa do sistema de troca
de energia luminosa entre as superfícies da da cena. Esse método emprega técnicas
inspiradas na solução de problemas de simulação gravitacional entre corpos celestes (n-
body). A idéia é tratar interações entre objetos distantes numa resolução baixa e interações
entre objetos próximos numa resolução mais alta. Tal estratégia permite reduzir o custo
computacional do método de quadrático para linear no número de elementos usados na
discretização da cena.

A radiosidade hierárquica emprega malhas em multiresolução para representar a fun-
ção de radiosidade. Além disso, as interações entre elementos podem ocorrer em níveis


