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(a) (b)

Figura 1. Produto interno de x e y (a); Distância de x a y (b).

Dois objetos O1 e O2 do espaço são ditos congruentes, se existe uma isometria
T : Rn → Rn tal que TO1 = O2. Portanto, a relação de congruência é determinada
pelas isometrias do espaço. A congruência é o conceito básico da geometria Euclidiana:
as propriedades da geometria Euclidiana são as que se referem à preservação de con-
gruência. Noutras palavras, o grupo de transformações E(n) da geometria euclidiana, no
sentido de Felix Klein, é o grupo de isometrias do espaço Rn. Um problema natural se
impõe:

“Qual o grupo das isometrias do espaço EuclidianoRn?”

Da Álgebra Linear sabemos que uma transformação T : Rn → Rn, não necessari-
amente linear, é uma isometria se, e somente se, T (u) = L(u) + v0, onde L é uma
transformação linear ortogonal e v0 é um vetor fixo. Em termos geométricos uma iso-
metria é a composta de uma transformação linear ortogonal seguida de uma translação.

Temos assim uma notícia boa, uma caracterização simples das isometrias do espaço
Euclidiano, e uma ruim: a translação não é uma transformação linear, portanto não
preserva as operações do espaço e nem faz parte da álgebra de transformações do espaço
Euclidiano.

4 Geometria Afim

A Geometria Euclidiana apresenta vários incovenientes para ser utilizada em Computação
Gráfica. Podemos citar dois problemas:

• O grupo das transformações da geometria não tem uma álgebra natural associada,
uma vez que a translação não é linear;

• No espaço Euclidiano não há uma distinção clara entre um ponto e um vetor4.
4Lembra da confusão entre vetor e vetor livre dos cursos de Física?
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(a) (b)

Figura 2. Soma de ponto com vetor (a); combinação afim de pontos (b).

Note que a operação acima pode ser generalizada para uma combinação linear arbitrária
de pontos

n∑
i=1

aipi ∈ V ⇔
n∑
i=1

ai = 0.

A operação de soma de ponto com vetor, e subtração de vetor são ilustradas na Figura 2(a).

Deve-se observar que essa operação é semelhante à operação de diferença entre dois
pontos (ou vetores?) que fizemos no espaço Euclidiano (ver Figura 1(b). Entretanto a
operação no Rn não tem uma semântica clara. Em particular a figura está errada uma vez
que os vetores do espaço Euclidiano são pontos e portanto x−y deveria estar “localizado”
na origem. Vemos que a Geometria Afim introduz de modo formal o conceito de vetor
livre da Física, que pode ser localizado em qualquer ponto.

Definimos uma operação de interpolação de pontos

q = (1− a)q1 + aq2 = q1 + a(q2 − q1), a ∈ [0, 1],
ou ainda,

q = a1q1 + a2q2, com a1, a2 ∈ [0, 1], a1 + a2 = 1.

A operação é ilustrada na Figura 2(b). Essa última forma de escrever a operação permite
sua generalização:

n∑
i=1

aipi ∈ P ⇔
n∑
i=1

ai = 1.

Essa soma é chamada de combinação afim de pontos.

Exemplo 2 (Equação paramétrica da reta).A equação paramétrica de uma reta r que
passa pelos pontos a e b é um conceito afim. Ela é dada por

r (t) = a+ t (b− a) = (1− t)a+ b, t ∈ R.
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1

Figura 3. Representação afim do espaço euclidiano.

e portanto o ponto p pode ser escrito, de modo único, na forma

p = o+ c1�v1 + c2�v2 + · · · + cn�vn.
Os n+1 escalares 1, c1, c2, . . . , cn representam as coordenadas do ponto p no referencial.
Essas coordenadas são indicadas pela lista (c1, c2, . . . , cn, 1), com o elemento 1 no final.
Geometricamente, a representação afim do Rn é obtida colocando uma cópia de Rn no
hiperplano zn+1 = 1 do espaço Rn+1 (ver Figura 3). Isso tira o privilégio gozado pela
origem do Rn que causa toda confusão entre ponto e vetor.

Representação matricial

Quando escolhemos uma base de um espaço vetorial uma transformação linear é repre-
sentada por uma matriz. Veremos agora que usando referenciais as transformações afins
podem ser representadas por matrizes.

Considere dois referenciais F = (�u1, �u2, . . . , �un,o) e G = (�v1, �v2, . . . , �vn,o′), um
ponto x = x1u1 + · · · + xnun + o no espaço afim Rn. Seja T uma transformação linear
e suponhamos que

T (uj ) =
n∑
i=1

aijvi , e T (o) =
n∑
i=1

ai n+1vi .

Um cálculo imediato permite escrever o valor de T (x) no referencial G:

x =
n∑
j=1

xj �uj + o ⇒ T (x) =
n∑
j=1

xjT (�uj )+ T (o)

=
n∑
i=1

 n∑
j=1

aijxj + ai n+1

 vi .
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Exemplo 5 (Coordenadas baricêntricas no triângulo).Considere o caso particular de
três pontos p0,p1,p2 não colineares (i.e. eles definem um triângulo no espaço). Temos
então uma base afim, e para qualquer ponto p no plano do triângulo podemos escrever

p = a0p0 + a1p1 + a2p2 = p0 + a1(p1 − p0)+ a2(p2 − p0).

A Figura 4 ilustra geometricamente essa combinação afim. �

Figura 4. Combinação afim num triângulo.

Portanto, enquanto na geometria Euclidiana uma base do espaço deve ter n pontos, na
geometria afim precisamos de n+1 pontos. O teorema abaixo, apesar de sua importância,
é de fácil demonstração

Teorema 1 (Teorema fundamental da geometria afim).Uma transformação afim fica
completamente determinada por seus valores numa base afim. Mais precisamente, se
(u0,u1, . . . ,un) e (v0, v1, v2 . . . , vn) são bases afins, existe uma única transformação
afimL tal queL(ui) = (vi), i = 0, 1, . . . , n.

5 A geometria da computação gráfica

Numa análise superficial das condições enumeradas no início do capítulo, juntamente com
a discussão das geometrias Euclidiana e Afim que fizemos anteriormente, poderiamos
concluir que a Geometria Afim seria uma boa escolha para a nossa pergunta no início
do capítulo. Com efeito, as transformações afins incluem os movimentos rígidos da
Geometria Euclidiana, e além disso são representadas por matrizes, que admitem uma
estrutura computacional simples.

Vamos analisar o problema das transformações de visualização. A Figura 5(a) mostra
uma vista aérea (ortogonal) de uma estrada retilínea em um terreno, idealmente, plano.
A imagem da Figura 5(b) mostra uma fotografia dessa estrada obtida a partir de um
determinado ponto de vista próximo à estrada. Note que esse processo de fotografar um
objeto é uma das etapas no problema de visualização de dados em computação gráfica.
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(a) (b)

Figura 5. Fotografia de uma estrada.

Geometricamente, a imagem da Figura 5(b) corresponde a uma transformação dos
objetos geométricos na figura (a). A transformação do processo fotográfico preserva os
diversos objetos lineares da cena, no entanto ela possui uma característica ausente nas
transformações afins: as retas paralelas que delimitam a estrada não são paralelas na
imagem da fotografia.

Isso significa que a transformação utilizada no processo da visualização não preserva
a relação de paralelismo, não sendo pois uma transformação afim. Isso mostra uma
deficiência de utilizar a Geometria Afim como solução à nossa pergunta. Devemos
continuar nossa busca.

Como estender o grupo de transformações afins de forma a incluir a transformação de
visualização utilizada pelo processo da fotografia? A solução desse problema nos levará
à geometria projetiva, nosso próximo assunto.

6 O espaço projetivo

Utilizaremos o conceito de visualização para motivar a definição do espaço projetivo.
Do ponto de vista matemático, essa transformação é definida por uma projeção cônica.
Considere um ponto O do espaço euclidiano Rn+1 e um hiperplano � ⊂ Rn+1 tal que
O /∈ � (ver Figura 6). A projeção cônica de um ponto P ∈ R3, P �= O no plano � é o
ponto P ′ onde a reta r que passa por O e P intersecta o plano �

Note que todos os pontos da reta r definida por O e P , com exceção do próprio
ponto O, são projetados no mesmo ponto P ′. Isso significa que com relação à projeção
cônica, todos os pontos da reta r são iguais. Esse fato torna natural considerar a reta
r , excluindo o ponto O, como sendo um ponto projetivo. Tomando o ponto O como
sendo a origem de Rn+1, definimos o espaço projetivo de dimensão n é o conjunto das
retas passando pela pela origem de Rn+1 (eliminando-se a origem). Desejamos que a
Geometria Projetiva seja uma extensão natural da Geometria Afim, do mesmo modo
que essa última estende a Geometria Euclidiana (afinal a Geometria Afim tem diversas
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Figura 6. Projeção cônica.

propriedades úteis para a Computação Gráfica). Indicamos esse espaço projetivo n-
dimensional por RPn. É comum representar o ponto (x1, x2, . . . , xn, xn+1) desse espaço
usando a notação (x, xn+1), x ∈ Rn.

Agora generalizamos nosso modelo: os subespaços projetivos de dimensão m em
RPn, m < n são os subespaços de dimensão m + 1 em Rn+1. Em particular, as retas
projetivas são subespaços bidimensionais ou seja planos que passam pela origem.

Você provavelmente já escutou várias vezes que “retas paralelas se encontram no
infinito”. Claro que sem definir o que é um ponto no infinito essa afirmação não faz o
menor sentido. Um fato no entanto é certo: da Figura 5 as retas laterais da estrada, que são
paralelas aos olhos euclidianos parecem se encontrar no horizonte após a transformação
de projeção de fotografia. Vamos agora mostrar como o modelo acima introduzido do
Espaço Projetivo formaliza esse fato.

A correspondência natural de pontos do espaço afim com pontos do espaço projetivo
determina uma partição dos pontos de RPn em dois conjuntos

RP2 = {(x, 1)} ∪ {(x, 0)}, x �= 0. (2.7)

Os pontos da forma (x, 1) são os pontos do plano euclidiano z = 1. Eles são chamados
de pontos afinsdo plano projetivo (ver Figura 7). (Note que essa é a representação do
espaço afim visto anteriormente (ver Figura 3).) Os pontos do tipo (x, 0) são chamados
de pontos ideaisou pontos do infinito. Vamos justificar em seguida a razão para esse
nome.

Para isso vamos mostrar um fato que distingue a Geometria Projetiva da Geometria
Afim (e portanto da Euclidiana):

“Não existem retas paralelas no espaço projetivo.”

Vejamos o caso do plano projetivo. Vimos na seção anterior que uma reta do plano
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Figura 7. Plano projetivo.

projetivo é representada em nosso modelo por um plano pela origem do R3. Portanto
dois desses planos sempre se intersectam.

Vamos esclarecer o que ocorre com retas que são paralelas no plano afim do plano
projetivo. Para isso, considere a Figura 8 que mostra duas retas paralelas r1 e r2 do plano
afim z = 1. Do ponto de vista do plano projetivo essas retas são as retas projetivas
definidas pelos planos P1 e P2 da figura. (Cada plano Pi é formado pelas retas definidas
pela origem de R3 e pelos pontos da reta ri).

Note que as retas projetivas P1 e P2 se intersectam na reta r do R3, que define um
ponto do infinito do plano projetivo. Vemos assim que retas paralelas no plano afim se
encontram num ponto do infinito do plano projetivo. A cada feixe de retas paralelas do

Figura 8. Retas paralelas no plano projetivo.
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Figura 7. Plano projetivo.
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Em todos os casos estudados acima, vê-se que as transformações projetivas preservam
os pontos afins e os pontos ideais (i.e. pontos do plano afim são transformados em pontos
do plano afim e pontos do infinito são transformados em pontos do infinito). Portanto as
transformações projetivas essencialmente nada de novo introduziram. O que mostramos
acima pode ser resumido na seguinte afirmação:

“O grupo das transformações projetivas contém o grupo das transformações
afins (e portanto os movimentos rígidos da geometria Euclidiana).”

Vamos agora analisar o bloco P da matriz M em (2.9). Para isso tomamos o bloco A
como sendo a matriz identidade, o bloco T nulo e s = 1. Aplicando a transformação em
um ponto afim com coordenadas (x, y, 1), obtemos 1 0 0

0 1 0
p1 p2 1

xy
1

 =
 x

y

p1x + p2y + 1

 ,
Se p1 �= 0 ou p2 �= 0, a equação p1x + p2y + 1 = 0 possui uma infinidade de soluções.
Isso mostra que pontos (x, y, 1), do plano afim, são transformados em pontos do infinito
(x, y, 0) do plano projetivo.

Por outro lado, aplicando a transformação a um ponto ideal (x, y, 0), obtém-se:

M(x, y, 0) = (x, y, p1x + p2y).

Tomando na equação acima pontos (x, y) de modo que px + qy �= 0, concluímos que
pontos do infinito do plano projetivo são transformados em pontos do plano afim.

Geometricamente, se um ponto ideal é transformado em um ponto P0 do plano afim,
então a família de retas paralelas, que se intercectam nesse ponto ideal, são transformadas
em uma família de retas incidentes no ponto P0 (Figura 32). O ponto P0 é chamado de
ponto de fugada transformação.

Um ponto de fuga correspondendo a uma direção paralela a um dos eixos coordenados
de Rn é chamado ponto de fuga principal. Como no plano afim existem no máximo duas

P0

Figura 9. Ponto ideal transformado em ponto real.
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Figura 10. Transformação com dois pontos de fuga.

direções ortogonais, podem-se ter transformações projetivas com no máximo dois pontos
de fuga principais. Cada um desses pontos de fuga é a imagem do ponto ideal que
corresponde às direções (x, 0, 0) e (0, y, 0).

A existência dos pontos de fuga é controlada pelos elementos p1 e p2, na matrizM da
transformação projetiva. Se p1 �= 0 e p2 = 0, temos apenas um ponto de fuga correspon-
dente ao eixo-x; se p1 = 0 e p2 �= 0, temos apenas um ponto de fuga correspondente ao
eixo-y; se ambos p1 e p2 são não nulos temos dois pontos de fuga principais. A Figura 10
mostra uma transformação projetiva de um retângulo com dois pontos de fuga. Note que
a imagem do retângulo é um quadrilátero.

7.2 Transformações projetivas em coordenadas euclidianas

Considere uma transformação projetiva T : RP2 → RP2 definida em coordenadas ho-
mogêneas pela matriz a b c

d e f

g h i


Se z = (x, y, 1) é um ponto euclidiano, temos

T (x, y, 1) =
a b c

D e f

g h i

xy
1

 = (ax + by + c, dx + ey + f, gx + hy + i).
Se gx + hy + i �= 0, isto é a imagem de (x, y, 1) não é um ponto do infinito, podemos
escrever

T (x, y) = T (x, y, 1) =
(
ax + by + c
gx + hy + i ,

dx + ey + f
gx + hy + i

)
. (2.10)
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Figura 11. Pontos de fuga na perspectiva de um cubo.

de RPn é dada por

e1 = (1, 0, . . . , 0, 0)

e2 = (0, 1, . . . , 0, 0)
...

en = (0, 0, . . . , 1, 0)

en+1 = (0, 0, . . . , 0, 1)

en+2 = (1, 1, . . . , 1, 1) = e1 + · · · + en+1

Teorema 2. Dada uma base projetivaa1, . . . ,an+1 qualquer existe uma transformação
projetivaT : RPn → RPn tal que

T (ei) = λiai , i = 1, . . . , n+ 2, (2.11)

ondeλi, i = 1, . . . , n+ 2, são escalares não nulos.

Demonstração.Como os n + 1 primeiros vetores das duas bases são linearmente in-
dependentes, as n + 1 primeiras equações em (2.11) definem uma transformação linear
T : Rn+1 → Rn+1 cuja matriz nas bases e1, . . . ,en+1 e a1, . . . ,an+1 é dada por(

λ1a1 λ2a2 · · · λn+1an+1
)

(Na equação acima cada ai é considerado como uma matriz coluna n× 1.) Além disso,
a igualdade T (en+2) = λn+2an+2 em forma matricial fica

(
λ1a1 λ2a2 · · · λn+1an+1

)


1
1
...

1

 = λn+2an+2.
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(a)

(b)

Figura 12. Transformação projetiva entre dois quadriláteros.

Q1 e Q2 obtemos as transformações T1 : I 2 → Q1 e T2 : I 2 → Q2 e a transformação T
desejada é dada por T = T2 ◦ T −1

1 (ver Figura 12(b)).
Vamos pois resolver apenas o problema de determinar a transformação T de I 2 num

quadrilátero arbitrário. Esse problema se reduz exatamente ao problema de determinar a
transformação projetiva entre o referencial canônico e um referencial qualquer conforme
vimos no Teorema 2. Na realidade o cálculo segue a demonstração do teorema.

Os pontos projetivos dos vértices do quadrado unitário I 2 formam o referencial canô-
nico

e1 = (1, 0, 1);
e2 = (0, 1, 1);
e3 = (0, 0, 1);
e4 = (1, 1, 1).

Sejam q1 = (x1, y1, 1), q2 = (x2, y2, 1), q3 = (x3, y3, 1), q4 = (x4, y4, 1) as coordena-
das projetivas dos vértices do quadrado Q (ver Figura 13).

Temos então

T (e1) = λ1q1 = (λ1x1, λ1y1, λ1);
T (e2) = λ2q2 = (λ2x2, λ2y2, λ2);
T (e3) = λ3q3 = (λ3x3, λ3y3, λ3).
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1

Figura 13. Ponto ideal transformado em ponto real.

Logo a matriz de T na base canônica de R3 é dada porλ1x1 λ2x2 λ3x3

λ1y1 λ2y2 λ3y3

λ1 λ2 λ3

 . (2.12)

Fazendo T (e4) = q4 = (x4, y4, 1), isto é tomando no teorema λ4 = 1, temos:λ1x1 λ2x2 λ3x3

λ1y1 λ2y2 λ3y3

λ1 λ2 λ3

1
1
1

 =
λ4x4

λ4y4

λ4

 ,
ou ainda, x1 x2 x3

y1 y2 y3

1 1 1

λ1

λ2

λ3

 =
λ4x4

λ4y4

λ4

 .
Resolvendo esse sistema (que admite uma única solução) obtemos os valores de λ1, λ2 e
λ3. Substituindo esses valores em (2.12) obtemos a matriz da transformação projetiva T .

Um outro método

Considere dois quadriláteros do plano com vértices Pk = (uk, vk) e Qk = (xk, yk),
k = 1, . . . , 4. Para determinar a transformação projetiva T que satisfaz T (Pk) = Qk,
devemos resolver a equação matricial

T (uk, vk) = (xk, yk), k = 0, 1, 2, 3.
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9.1 Projeção Paralela

Dados dois planos� e�′ do espaço projetivo, e uma reta r não paralela a nenhum deles,
definimos uma projeção paralela T : �→ �′ do seguinte modo: dado P ∈ �, seja s a
reta que passa pelo ponto P e é paralela à reta r , então T (P ) = s ∩�′ (Figura 14).

Figura 14. Projeção paralela.

Quando a reta s é ortogonal ao plano�′, a projeção é chamada de projeção ortogonal.
Não é difícil mostrar que a projeção paralela é uma transformação afim do plano � no
plano �′. Na realidade se os planos foram paralelos a projeção paralela define uma
isometria entre eles (veja exercícios).

9.2 Projeção cônica ou perspectiva

Consideremos agora o caso da projeção perspectiva ou projeção cônica. Essa é a projeção
de nosso exemplo da fotografia no início desta capítulo. Ela é definida do seguinte modo:
considere um ponto O e dois planos projetivos � e �′ no espaço projetivo RP3 (ver
Figura 15). Para todo ponto P ∈ �, a reta projetiva OP intersecta o plano �′ em um
ponto P ′. Definimos T : �→ �′, pondo T (P ) = P ′ conforme ilustrado na Figura 15.
O ponto O é chamado de centro da projeção. As retas OP são chamadas de retas de
projeção.

Queremos mostrar que a projeção cônica T é uma transformação projetiva. Para isso,
tomemos uma transformação projetiva L do espaço que transforma o centro de projeção
O em um ponto do infinito do espaço projetivo.

Todas as retas de projeção são transformadas por L em retas paralelas. Portanto a
transformação composta L ◦ T da projeção cônica T com a transformação projetiva L é
uma projeção paralela T ′ entre os planos transformados L(�) e L(�′). Segue-se daí que
a projeção cônica é dada por T = L−1 ◦ T ′. Ou seja, ela é a composta de uma projeção
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Figura 15. Projeção cônica.

paralela, que é afim, com a transformação projetiva L−1, sendo pois uma transformação
projetiva.

As projeções são importantes em Computação Gráfica como modelos de transforma-
ções devido às transformação da câmera virtual. Como a imagem da projeção é o plano
�′, ela pode ser pensada como uma transformação de R3 em R2, ou, mais precisamen-
te, de RP3 em RP2. Desse ponto de vista, a projeção mais genérica possível é uma
transformação projetiva T : RP3 → RP2 que, em coordenadas homogêneas, é dada por

y1

y2

y3

 =
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34



x1

x2

x3

x4

 .
Temos 11 graus de liberdade para definir uma câmera virtual usando essa transformação, e
diversos tipos de câmeras são possíveis. Dentre elas podemos citar: câmera de perspectiva
(que usa a projeção cônica), câmera de furo (“pinhole camera”), câmera afim, câmera de
perspectiva fraca (“weak-perspective”) e a câmera ortográfica. Estudaremos a câmera de
perspectiva em detalhes num capítulo mais adiante.

10 Comentários e referências

Neste capítulo admitimos que o leitor está familizarizado com os diversos métodos e
conceitos da Álgebra Linear. O leitor interessado em rever esses conceitos deve consultar
(Lima, 1999). Esse texto traz uma excelente introdução ao assunto e é bastante completo.

A introdução dos métodos da Geometria Projetiva em Computação Gráfica foi feita
em (Roberts, 1966).
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Figura 16.

8. Chamamos de cisalhamentoplano R2 ao longo do eixo-y à transformação linear
definida pela matriz (

1 0
0 a

)
,

com a �= 0.

a) Interprete geometricamente a transformação acima.

b) Defina cisalhamento ao longo do eixo-x.

c) Defina cisalhamento ao longo dos planos xy, xz e yz do espaço.

9. Defina no plano uma projeção sobre uma reta arbitrária r . Achar a matriz de uma
projecão na base {(1, 0), (0, 1)} do plano.

10. Mostre, usando exemplos do plano R2 que a operação de composição de transfor-
mações geométricas em geral não é comutativa.

11. Determine a matriz da transformação projetiva que transforma o quadrilátero da
esquerda na Figura 17 no quadrilátero à direita.

Figura 17.
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mostre que a inversa de T é dada pela matrizei − f h fg − di dh− ge
ch− bi ai − cg bg − ah
bf − ce cd − af ae − bd

 .
(Sugestão: Use o método da matriz adjunta para calcular a inversa).

20. Obtenha a matriz da projeção perspectiva com centro de projeção na origem do
espaço euclidiano e cujo plano de projeção é o plano z = d, d > 0.

21. Considere a projeção perspectiva num plano z = zp com centro de projeção no ponto
O = (0, 0, zp) + λv, onde v = (vx, vy, vz) é um vetor vetor unitário (Ver Figura 18).
Mostre que a matriz dessa projeção é dada por

1 0 − vx
vz

zp
vx
vz

0 1 − vy

vz
zp

vy

vz

0 0 − zp

λvz

z2
p

λvz
+ zp

0 0 − 1
λvz

zp

λvz
+ 1

 .
(Sugestão: Use a equação paramétrica da reta de projeção para determinar a projeção de
um ponto P .)

22. Obtenha a matriz da projeção perspectiva cujo plano de projeção é o plano z = 0
(plano xy do espaço euclidiano), e cujo centro de projeção é o ponto (0, 0,−d), d > 0.

23. Supondo que a geometria de nosso universo é projetiva, mostre que um viajante
caminhando em linha reta voltará ao ponto de partida.

24. Este exercício trata do problema de unicidade de transformações afins e projetivas
do plano.

Figura 18. Projeção cônica com centro de projeção arbitrário.
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a) Sejam A, B e C pontos distintos numa reta r do plano, e T uma transformação
afim de r noutra reta s. Mostre que a razão AC/BC é preservada por T .

b) SejamA,B eC pontos distintos numa reta r do plano, eA′,B ′ eC ′ pontos distintos
numa reta s. Mostre que existe uma transformação projetiva T de r em s tal que
T (A) = A′, T (B) = B ′, e T (C) = C ′.

c) Discuta os dois itens anteriores em relação ao problema de unicidade de transfor-
mações afins e projetivas entre duas retas.

25. Sejam A, B, C e D pontos distintos de uma reta r e T : r → s uma projeção
perspectiva de r noutra reta s (ver Figura 19).

Figura 19. Razão cruzada.

Mostre que

CA/CB

DA/DB
= sen ĈOA

sen ĈOB
· sen D̂OB

sen D̂OA
.

Conclua que a razão do primeiro membro (chamada razão cruzada) é invariante por
transformações projetivas.

26. Selecione abaixo os conceitos projetivos, isto é, conceitos que são invariantes por
transformações projetivas. Justifique brevemente cada escolha.

a) ângulo;

b) comprimento;

c) área;

d) relação de incidência;


