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arbitrário x = (x1, x2) ∈ R2 temos T R(x) = T (R(x)), ou seja rotacionamos x e depois
transladamos conforme o desejado.

Em termos matriciais temos

R =
cos θ − sen θ 0

sen θ cos θ 0
0 0 1

 , T =
1 0 t1

0 1 t2
0 0 1

 . (3.1)

Portanto a matriz da transformação composta T R é dada por

T R =
cos θ − sen θ t1

sen θ cos θ t2
0 0 1

 , (3.2)

A Figura 1, mostra o efeito dessa transformação num quadrado unitárioQ para o caso
em que o ângulo θ é igual a π

4 , e o vetor de translação é (4, 2).

Figura 1. Transformando um quadrado.

Note que temos apenas um sistema de coordenadas envolvido, que é o sistema carte-
siano. Vamos ver em seguida um outro exemplo interessante de transformação de objeto.

Rotação em Torno de um Ponto

O nosso problema consiste em obter a matriz L em coordenadas cartesianas, para girar
um objeto por um ângulo θ em torno de um ponto arbitrário P do plano.

Um método interessante de resolver esse problema, e que é útil em diversas outras
circunstâncias, consiste em exprimir a transformação desejada como um produto de
transformações mais simples. No caso presente, sabemos que uma rotação R(x1, x2) em
torno da origem (0, 0) é dada pela equação

R(x1, x2) =
cos θ − sen θ 0

sen θ cos θ 0
0 0 1

x1

x2

1

 . (3.3)
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Para obter a transformação desejada L(y) = L(y1, y2), transladamos o ponto y para
a origem (0, 0) aplicamos a rotação R em torno da origem, e transladamos o resultado
de volta. Se o ponto P tem coordenadas (p1, p2), a translação para a origem T1 e a sua
inversa T −1

1 são dadas por

T1 =
1 0 −p1

0 1 −p2

0 0 1

 T −1
1 =

1 0 p1

0 1 p2

0 0 1

 . (3.4)

Portanto a transformação final é dada por

T RT −1 =
cos θ − sen θ p1(1− cos θ)+ p2 sen θ

sen θ cos θ p2(1− cos θ)− p1 sen θ
0 0 1

 .
1.2 Transformando referenciais

Sabemos do capítulo de Geometria que o uso de coordenadas no espaço afim se faz
mediante a introdução de um referencial. Mais precisamente, um sistema de coordenadas
no plano afim R2 fica definido por um referencial dado por um pontoO e uma base {e1, e2}
do espaço vetorial R2 (ver Figura 2).

Um ponto P ∈ R2 fica completamente determinado pelo vetor
−→
OP , e suas coordena-

das (x1, x2) são definidas por
−→
OP = x1e1 + x2e2. Em geral nos referimos ao sistema de

coordenadas como tendo origemO e base {e1, e2}, e usamos a notação E = (O, {e1, e2})
ou (O, e1, e2) para indicá-lo. Quando a origem do sistema está bem determinada é comum
confundir o referencial com sua base {e1, e2}.

A escolha adequada do sistema de coordenadas pode trazer grandes simplificações na
solução de um problema. Considere, por exemplo, o caso de descrever o movimento da
roda de um carro: num sistema de coordenadas com origem no eixo da roda, a trajetória
de cada ponto da roda é um círculo. Por outro lado, usando um sistema de coordenadas
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Figura 2. Sistema de coordenadas no plano.
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Figura 3. Um ponto em sistemas de coordenadas distintos.

ligado à estrada, essas trajetórias seriam curvas do tipo cicloide. Entretanto quando
usamos vários sistemas de coordenadas, surge o problema de descrever um determinado
objeto em sistemas distintos. Há pois a necessidade de se obter as transformações de
mudança de coordenadas entre os diversos sistemas.

Para entender a transformação de coordenadas vamos estudar inicialmente a trans-
formação de referenciais. Para isso, considere dois referenciais E = (O, {e1, e2}) e
F = (O ′, {f1, f2}) conforme ilustrado na Figura 3. Esses referenciais podem ser con-
siderados objetos da geometria, portanto uma faz sentido buscar uma transformação A
que leve o referencial E no referencial F . De modo semelhante ao que vimos na seção
anterior, essa transformação é obtida em duas etapas:

• Determinamos a transformação linear L que leva a base {e1, e2} na base {f1, f2};
• Determinamos a translação T que leva a origem O do referencial E na origem O ′

do referencial F .

A transformação A procurada é então obtida fazendo o produto A = T L.

Supondo que as coordenadas do vetor
−−→
OO ′ na base {e1, e2} sejam

−−→
OO ′ = t1e1 + t2e2, (3.5)

a matriz de T será dada por

T =
1 0 t1

0 1 t2
0 0 1

 . (3.6)

Além disso, se

f1 = L(e1) = a11e1 + a21e2;
f2 = L(e2) = a12e1 + a22e2,

(3.7)
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Figura 4. Referenciais (a); mudança de coordenadas (b).

Seja agora P o ponto de coordenadas (2, 4) em relação ao sistema F . Aplicando a
matriz (3.13) obtemos o ponto (4−√2, 2 + 3

√
2) que representa as coordenadas de P

no sistema de referência E. A Figura 4(b) mostra os vetores
−→
OP e

−−→
O ′P que representam

o ponto P em cada um dos sistemas. �

Transformação Inversa

Vimos anteriormente como obter a transformação afim L
F
E que faz a passagem do refe-

rencial E para o referencialF , e muda as coordenadas do sistemaF para as coordenadas
em E. É fácil ver que a transformação que muda do referencial F para o referencial E
(e portanto muda as coordenadas de E para para coordenadas de F), é dada pela inversa
L−1 da transformação L. Ou seja, LEF = (LFE )−1.

Portanto, se (x1, x2) são as coordenadas no referencial (O, {e1, e2}) e (y1, y2) são
as coordenadas no referencial (O ′, {f1, f2}), a transformação T muda das coordenadas
(y1, y2)para as coordenadas (x1, x2). A transformação inversaT −1 muda das coordenadas
(x1, x2) para (y1, y2).

2 Transformações locais e globais

Nas aplicações em geral temos um sistema de coordenadas global em relação ao qual
toda a cena está referenciada. Em Computação Gráfica esse sistema é chamado de
sistema de coordenadas do mundo(“world coordinate system”). Usamos então sistemas
de coordenadas específicos em alguns objetos do mundo porque em seu sistema próprio
as equações envolvendo as coordenadas são mais simples e isso se reflete na formulação
dos problemas. Esses sistemas recebem o nome de sistemas de coordenadas locais.
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• A implementação é fácilmente obtida com uma estrutura de pilha, pois as transfor-
mações são especificadas na ordem T 1

0 → T 2
1 → · · · → T nn−1 e são aplicadas na

ordem inversa T nn−1 → T n−1
n−2 → · · · → T 1

2 → T 0
1 .

O resultado acima é muito útil para obter mudança de coordenadas quando temos
vários referenciais numa hierarquia1, onde as transformações locais são fáceis de serem
obtidas: obtemos a seqüência de transformações locais e multiplicamos na ordem que
vimos acima. Vejamos o exemplo de um braço mecânico planar (pode-se pensar como o
braço de um robô bidimensional).

Exemplo 2. Considere o braço mecânico bidimensional mostrado na Figura 5(a). O
antebraço é fixado na parede, e tem comprimento d1. O braço tem comprimento d2 e gira
em torno do antebraço, e a mão tem comprimento d3 e gira em torno do braço. Problema:
dado um pontoP no extremo da mão, obter as coordenadas deP no plano quando a
mão se movimenta.

(a) (b)

Figura 5. Transformações globais (a); transformações locais (b).

Claro que podemos resolver o problema como um exercício simples de trigonometria
(deixamos essa tarefa ao leitor). Vamos resolver o problema usando mudança de coorde-
nadas sucessivas. Temos três referênciais (Figura 5(b)): O sistema global do antebraço,
que é fixado na parede, o sistema do braço e o sistema da mão.

1. Tomamos como sistema global E o sistema do antebraço (que é fixado). Esse é o
sistema cartesiano do plano cuja origemO é o encontro do antebraço com a parede
e cuja base é formada pelos vetores canônicos do R2, e1 e e2.

2. O sistema de coordenadas do braço que é obtido do sistema global por uma trans-
lação de d1 na direção de e1 e posicionando o referencial de forma que o vetor f1

acompanhe a rotação do braço em torno da junta de conexão com o antebraço.

1Faremos um estudo detalhado de hierarquias num capítulo mais adiante.
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Dado um outro referencial (O ′, γ ), onde γ é a base γ = {f1, . . . , fn}, fica de-
finida uma transformação linear R : Rn → Rn, que leva a base {e1, . . . , en} na base
{f1, . . . , fn}, ou seja, R(ei) = fi . Essa transformação é invertível, e sua inversa leva a
base γ na base β.

A translação T de Rn dada pelo vetor
−−→
OO ′ leva a origem do referencial (O, β) na

origem do referencial (O ′, γ ) (Ver Figura 6).
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Figura 6. Referenciais do espaço.

A composta T R : R3 → R3 é uma transformação afim que leva o referencial (O, β)
no referencial (O ′, γ ). Usando coordenadas homogêneas, a matriz A = (aij ) de T R é
obtida do seguinte modo: para j = 1, 2, . . . , n, a j -ésima coluna de A é dada por

(a1j a2j a3j . . . anj 0),

onde aij sãs as coordenadas do vetor fj na base {e1, . . . , en}, ou seja,

fj =
n∑
i=1

aij ei .

A última coluna da matriz A é formada pelas coordenadas do vetor de translação
−−→
OO ′

na base {e1, . . . , en}.
SeY = (y1, . . . , yn) são as coordenadas de um pontoP no sistemaF = (O ′, {f1, . . . ,

fn}), eX = (x1, . . . , xn) são as coordenadas no sistema de referência E = (O, {e1, . . . ,
en}), então a transformação de mudança de coordenadas é dada por

X = T RY.
Quando {e1, . . . , en} e {f1, . . . , fn} são bases ortonormais, a transformação T R de

mudança de sistemas é um movimento rígido do espaço: R é uma tranformação orto-
gonal, e T é uma translação. Nesse caso, dizemos que os sistemas de coordenadas são
ortogonais.
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Exemplo 3. Considere o sistemaE = (O, {e1, e2, e3}) de coordenadas cartesianas do R3

e o referencial ortonormalF = (O ′, {u, v, n}), ondeO ′ = (ox, oy, oz), u = (ux, uy, uz),
v = (vx, vy, vz) e n = (nx, ny, nz), conforme ilustramos na Figura 7.
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Figura 7. Referenciais ortonormais no espaço.

A transformação T do referencial E para o referencial F é definida pela matriz

T =


ux vx nx ox
uy vy ny oy
uz vz nz oz
0 0 0 1

 .
A transformação que leva as coordenadas cartesianas (x, y, z) de um ponto em R3 para
as coordenadas (u, v, n) no sistema definido pelo referencialF é dada pela inversa de T .
Um cálculo simples, levando em conta que a matriz T é ortogonal, mostra que a matriz

ux uy uz −〈−−→OO ′, u〉
vx vy vz −〈−−→OO ′, v〉
nx ny nz −〈−−→OO ′, n〉
0 0 0 1

 .
é a inversa da matriz T . �

3.1 Uma aplicação: Posição do braço de um robô no espaço

Considere um modelo simplificado de um braço de robô mostrado na Figura 8(a). Esse
modelo consiste num conjunto articulado de duas partes rígidas correspondentes ao braço
e antebraço. A conexão do braço com o antebraço possui uma junta que permite uma
rotação (note que ambos braço e antebraço estão em um mesmo plano). Além disso, o
antebraço (e portanto o braço) podem girar em torno de um eixo.
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(a) (b)

Figura 8. Hierarquia de um braço (a) e sistemas de coordenadas (b).

O nosso problema consiste em determinar as coordenadas do ponto P no sistema car-
tesiano do espaço, quando o braço se movimenta. Usaremos dois métodos para resolver
o problema: o cálculo direto, e o cálculo usando transformações locais.

Cálculo direto das coordenadas

A Figura 8(b) ilustra o braço em duas posições distintas depois de uma rotação de ângulo
θ1 do antebraço, e de uma rotação por um ângulo θ2 do braço. Note que as trajetórias do
ponto P na extremidade do braço estão contidas em um toro de raios d1 e d2. Observando
essa figura, obtemos de imediato as coordenadas de P . Com efeito,

x = OC cos θ1 = (OA+ AC) cos θ1;
y = OC sen θ1 = (OA+ AC) sen θ1;
z = OB sen(−θ2).

Note que o sinal no ângulo θ2 se deve ao fato de que a rotação é feita no sentido anti-horário
em relação à orientação dos eixos z e y.

Levando em conta que OA = d1 e AC = AP cos θ2 = d2 cos θ2, obtemos as coorde-
nadas do ponto P :

x = (d1 + d2 cos θ2) cos θ1

y = (d1 + d2 cos θ2) sen θ1

z = d2 sen(−θ2).

Como era de se esperar, essas são as equações paramétricas de um toro de raios d1 e d2.



SEÇÃO 4: COORDENADAS E PARAMETRIZAÇÃO 73

f

U

S

Figura 9. Coordenadas curvilíneas.

que é, como era de se esperar, o mesmo valor obtido anteriormente, pelo método direto.
À primeira vista, o uso do método de transformações locais para calcular a posição

do ponto P é mais complicado do que o método direto descrito na seção anterior. No
entanto diversos fatores favorecem o método das transformações locais, entre esses fatores
podemos ressaltar o fato de que esse método é extremamente geral e pode ser usado para
um braço com um maior número de articulações (ou até para objetos com hierarquias
mais complicadas). Na realidade o método direto já fica difícil de ser utilizado para um
braço com três partes móveis (antebraço, braço e mão). Retornaremos a este assunto
mais adiante no capítulo sobre hierarquias.

4 Coordenadas e parametrização

Dado um espaço S e um subconjunto U ⊂ Rn, um sistema de coordenadasem S é uma
aplicação f : U ⊂ Rn → S que é bijetiva e pelo menos de classe C1. A idéia do sistema
de coordenadas é permitir trabalhar com o espaço S a partir de resultados conhecidos do
espaço Rn, mapeando os conceitos mediante o uso da aplicação f (ver Figura 9).

A bijetividade de f nos garante que que um ponto p ∈ S é representado pelo ponto
f −1(p) ∈ Rn; se f −1(p) = (x1, . . . , xn) dizemos que (x1, . . . , xn) são as coordenadas
do ponto p. As curvas ci(t) = f (x1, . . . , t, . . . , xn), t ∈ R, são chamadas de curvas
coordenadasdo espaço S. A diferenciabilidade de f nos garante que conceitos que
envolvem cálculo diferencial (derivadas, equações diferenciais, etc.) possam ser definidos
em Smediante o uso de coordenadas. (Na realidade para evitar problemas devemos exigir
que a inversa de f também seja pelo menos de classe C1 e que a derivada de f seja não
nula em todos os pontos).

Em geral definimos os conceitos no espaçoS intrinsicamente (i.e. sem depender de co-
ordenadas) e utilizamos as coordenadas quando precisamos fazer cálculos nesse espaço.
Podemos ter uma infinidade de sistemas de coordenadas num espaço. Estudamos anteri-
ormente os diversos sistemas de coordenadas retilíneos no espaço Rn. Esses sistemas são
chamados retilíneos porque as curvas coordenadas são retas. Os sistemas de coordenadas
que não possuem essa propriedade são chamados de curvilínios(ver Figura 9).

Um problema importante é o estudo dos sistemas sistemas de coordenadas curvilíneos,
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principalmente a definição desses sistemas em espaços que não possuem uma estrutura
linear. A definição de um sistema de coordenadas num espaço S é também conhecido
pelo nome de parametrização do espaço. Infelizmente o espaço nos impede de dar um
tratamento adequado a esse tópico apesar de sua importância em Computação Gráfica.

Vamos estudar abaixo um exemplo de parametrização para ressaltar os problemas
envolvidos.

4.1 Coordenadas esféricas

A esfera unitária de S2 ⊂ R3,

S2 = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 = 1},
possui uma parametrização natural, chamada de coordenadas esféricas, que se baseia no
fato de que cada ponto de S2 fica caracterizado pelos ângulos de longitude θ e de latitude
φ conforme mostrado na Figura 10. (É comum também se utilizar o ângulo de azimute
ψ ao invés do ângulo de latitude: ψ = π/2− φ.)

Da figura segue-se que

x = x(θ, φ) = cosφ cos θ;
y = y(θ, φ) = cosφ sen θ;
z = z(θ, φ) = sen φ.

Portanto a aplicação f : U ⊂ R2 → S2, definida por

f (θ, φ) = (cosφ cos θ, cosφ sen θ, sen φ),

define um sistema de coordenadas na esfera. Note que para termos bijetividade devemos
restringir o domínio U ao subconjunto aberto (0, 2π) × (−π/2, π/2) do plano (ver
Figura 10).

P x y z( ), ,

θ

φ

Figura 10. Coordenadas esféricas.
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a) Determine a matriz de mudança do referencial cartesiano para o referencial F ;

b) Determine as coordenadas de um ponto P = (x1, x2) do sistema cartesiano no
sistema do referencial F .

2. Considere o referencial F em R2 obtido do referencial cartesiano fazendo uma
rotação de 135◦ no sentido anti-horário, em torno da origem. Reescreva a equação
5x2 + 6xy + 5y2 = 1, onde (x, y) são coordenadas cartesianas, em coordenadas (s, t)
do referencial F .

3. Considere a forma quadráticaϕ(x, y, z) = 7x2+6y2+5z2−4xy−4yz, onde (x, y, z)
são coordenadas cartesianas de R3. Determina a equação de ϕ no sistema de coordenadas
definido pelo referencial F = ((0, 0, 0), {f1, f2, f3}) onde f1 = 1

3(−2e1 + 2e2 + e3),
f2 = 1

3(2e1 + e2 +−2e3) e f3 = 1
3(e1 + 2e2 +−2e3).

4. Considere a curva plana de equação x2+ y2+ 2x − 3y + 9 = 0. Obtenha a equação
dessa curva no sistema de coordenadas com origem (2, 3) e cuja base é a base canônica
do R2.

5. Considere a equação do segundo grau 5x2+9y2+6xy = 8. Escreva essa equação no
sistema de coordenadas cujo referencial tem origem (0, 0), e cuja base é obtida da base
canônica de R2 fazendo uma rotação de π/4 no sentido anti-horário.

6. Considere uma reta r do plano R2. Defina uma transformação de cisalhamento ao
longo de r com centro em um ponto O ∈ r (ver Figura 11). Determine a matriz dessa
transformação no sistema de coordenadas cartesianas.

7. Repita o exercício anterior considerando uma reta do espaço R3, definida por um
vetor unitário u = (u1, u2, u3).

Figura 11. Razão entre segmentos.
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Figura 12. Hierarquia de um braço.

15. Usando o resultado do exercício anterior, sejam z1 = eiθ1 e z2 =iθ2 duas rotações
do plano. Considere as três expressões de obter uma rotação R(t) interpolando essas
rotações:

1. R1(t) = (1− t)z1 + tz2;

2. R2(t) = (1− t)z1 + tz2

|(1− t)z1 + tz2| ;

3. R3(t) = e(1−t)iθ1+t iθ2 .

Discuta essas três expressões analisando vantagens e desvantagens de cada uma delas.
Mostre em seguida que R3(t) = (z2z

−1
1 )tz1.

16. Considere a parametrização da esferaS2 por coordenadas esféricas discutida no texto.
Determine a imagem, (O ′, {f1, f2}), do referencial canônico (O, {e1, e2}) na esfera.

17. Obtenha uma parametrização do cilindro S : x2 + y2 = 1 de R3 por uma função
f : R2 → S definida por f (θ, t) = (cos θ, sen θ, t).

a) Mostre que essa parametrização não possui singularidades.

b) Defina um domínio máximo de f no qual ela define um sistema de coordenadas
no cilindro (coordenadas cilíndricas).

c) Determine a imagem do referencial canônico (O, {e1, e2}) por essa parametrização.




