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5. Possibilidade de ter um bom contrôle na interpolação de rotações, mediante a
interpolação dos parâmetros associados;

6. A possibilidade de efetuar operações entre rotações ou no espaço de parâmetros ou
no espaço de representação.

Iniciamos nosso estudo com uma breve discussão sobre rotações do plano.

1 Rotações do Plano Euclidiano

O espaço das rotações do plano é indicado por SO(2) e é chamado de grupo especial
ortogonalbidimensional. Dada uma base ortonormal β = {b1,b2} do plano, a rotação
R que leva a base canônica {e1,e2} na base β fica definida pelo ângulo θ entre o vetor e1

e o vetor b1, conforme mostrado na Figura 1(a). A matriz de R é dada por

R(θ) =
(

cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)
. (4.1)

Temos assim uma parametrização natural de R : R → SO(2), R = R(θ), porém
a parametrização não é injetiva pois R(θ) = R(θ + 2kπ). Podemos ter bijetividade
restringindo o domínio ao intervalo [0, 2π).

Ao invés de usar matrizes podemos representar o espaço SO(2) usando números
complexos. Com efeito, dado um ponto arbitrário p = (x, y) do plano, identificamos p
com o número complexo x + iy. Podemos escrever p em sua forma polar,

p = reiθp = r cos θp + ri sen θp,
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Figura 1. Rotação do plano (a); número complexo (b).
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exp(t)

t

t

0

Figura 2. Aplicação exponencial.

• O número de operações para multiplicar dois números complexos (4 produtos) é
menor do que o número de operações para multiplicar uma matriz por um vetor (8
produtos).

Por fim, não obtemos um bom resultado usando a representação matricial para fazer
interpolação de rotações: a matriz interpolada

R(t) = (1− t)
(

cos θ1 − sen θ1

sen θ1 cos θ1

)
+ t
(

cos θ2 − sen θ2

sen θ2 cos θ2

)
.

em geral, sequer representa uma rotação do plano.
Esses fatos mostram que a representação por números complexos é superior à repre-

sentação das rotações por matrizes. O estudo do espaço de rotações de R3 é bem mais
complexo do que o caso bidimensional visto acima. Entretanto veremos que os resultados
desta seção admitem um bom grau de generalização substituindo os números comple-
xos por um outro conjunto com uma estrutura algébrica semelhante: os quatérnios de
Hamilton.

2 Rotações do Espaço Euclidiano

Seja E = {e1,e2,e3} a base canônica do espaço Euclidiano R3 e F = {f1, f2, f3} uma
base ortonormal. A mudança de base T : R3 → R3, T (ei) = fi define uma transformação
ortogonal. Se o determinante de T é positivo, então F tem a mesma orientação de E e
a transformação T é dita positiva. O espaço das transformações ortogonais positivas é
indicado por SO(3), e é chamado de grupo especial ortogonalde ordem 3.

Um corpo rígido não sofre deformações ao se deslocar no espaço. Portanto o seu
posicionamento fica completamente determinado por um referencial {O, f1, f1, f3} nele
fixado (referencial local). A origem O do referencial fornece a posição do corpo rígido,
e a base {f1, f1, f3} define sua orientação. Desse modo as transformações ortogonais
determinam a orientação de um corpo rígido no espaço.
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Figura 3. Ângulos de Euler.

rotação Rb3(ψ), de um ângulo ψ em torno do vetor b3 que leva o vetor e′1 no vetor b1. É
claro que essa seqüência de rotações

Re3(φ)Re3∧b3(θ)Rb3(ψ), (4.6)

transforma a base canônica para a base B.
Note que a transformação em (4.5) é igual à transformação em (4.6) pois ambas

coincidem na base canônica E. Entretanto elas aplicam as rotações em ordem inversa e
com eixos distintos. No primeiro caso as rotações são sempre feitas em torno dos eixos do
sistema cartesiano (global), e no segundo caso as rotações são aplicadas consecutivamente
em sistemas de coordenadas locais (com exceção de Re3(φ) é claro).

Sabemos que uma rotaçãoR do espaço fica determinada pela base ortonormal positiva
B = {b1,b2,b3}. (A rotação é dada pela transformação linear que leva a base canônica
E = {�1, �2, �3} na base B). Portanto mostramos acima o seguinte resultado:

“Uma rotaçãoR ∈ SO(3) pode ser obtida por meio de três rotações conse-
cutivas em torno dos eixos coordenados.”

Esse resultado é devido a Leonhard Euler, e os ângulos (φ, θ, ψ) são chamados de
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ângulos de Euler. Eles constituem uma parametrização do espaço SO(3). Essa parame-
trização é largamente utilizada no estudo da dinâmica de corpos rígidos em R3.

4.1 Yaw, Pitch and Roll

Vimos na seção anterior duas diferentes escolhas de parametrizações por ângulos de
Euler, com diferentes eixos de rotação, e da ordem das rotações em torno desses eixos. A
parametrização de SO(3) usando ângulos de Euler é largamente utilizado na Computação
Gráfica com o objetivo de especificar rotações. É comum se utilizar os nomes herdados
da aviação: “yaw” (ângulo de guinada), “pitch” (ângulo de declividade) “roll” (ângulo de
rotação longitudinal), conforme ilustramos na Figura 4(a). Nessa convenção o eixo-roll
é o eixo-z, o eixo-yaw é o eixo-x, e o eixo-pitch é o eixo-y (ver Figura 4(b)).

4.2 Ângulos de Euler e matrizes

Vamos explicitar uma matriz de rotação parametrizada pelos ângulos de Euler. Indicando
os ângulos de rotação em torno dos eixos �1, �2 e �3 por α, β e γ , temos as matrizes de
rotação em cada eixo:

Rx(α) =
1 0 0

0 cosα − sen α
0 sen α cosα



Ry(β) =
 cosβ 0 sen β

0 1 0
− sen β 0 cosβ



Pitch

Roll

Yaw

(a)

y

z Roll

Pitch

Yaw x

(b)

Figura 4. Ângulos de Euler.
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Figura 5. Fenômeno de “gimbal lock”.

O fenômeno de “gimbal lock”

O problema das singularidades dos ângulos de Euler se manifesta na prática. O fenômeno
é conhecido em Engenharia Aeronáutica e Engenharia Mecânica pelo nome de “gimbal
lock”4.

Note o exemplo na maquete mostrada na Figura 5. Como o eixo de “yaw” é fixado,
após uma rotação no eixo de “pitch” deixando o avião apontando na direção vertical, os
os eixos de “roll” e “yaw” coincidem. Nessa posição perdemos um grau de liberdade na
rotação em torno desses dois eixos.

Claro que restringindo a variação dos ângulos de Euler eliminamos o problema das
singularidades. Por essa razão o piloto de um avião não tem os mesmos problemas de
um animador (ainda bem!).

5 Interpolação de rotações

Já tivemos oportunidade em várias ocasiões de discutir a importância dos métodos de
interpolação em Computação Gráfica. Eles são os responsáveis pela reconstrução dos
objetos a partir de um conjunto de amostras.

O problema geral de interpolação de rotações consiste em interpolar pontos no espaço
SO(3), e pode ser colocado da seguinte forma:

“Dadasn rotaçõesR0, R1, . . . , Rn, obter uma curvaR : [0, 1] → SO(3),
de classeCk, k ≥ 0, e uma partição0 = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = 1 do
intervalo[0, 1], tal queR(0) = R0, R(1) = R1 eR(ti) é uma aproximação
da rotaçãoRi para i = 1, . . . , n− 1.”

4Gimbal é o nome dado em Inglês a uma montagem mecânica usada para instalar equipamentos que
necessitam de uma orientação espacial e para esse fim utiliza ângulos de Euler: giroscópio, equipamentos
óticos etc.
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Figura 6. Movimento de um bumerangue interpolando ângulos de Euler.

desvantagens do método são todas aquelas inerentes ao método de parametrização com
ângulos de Euler que discutiremos em seguida.

6 Uma pausa para os comerciais

A parametrização do espaço de rotações utilizando ângulos de Euler é largamente utilizada
na área de Animação. Uma seqüência de rotações com ângulos de Euler é representado
por uma curva tridimensional onde cada componente representa um ângulo de rotação
em cada eixo. Portanto os animadores trabalham manipulando curvas no espaço R3 na
qual podem modificar trajetória, velocidade, aceleração etc. Em geral a edição é feita
sobre a a projeção dessas curvas nos planos coordenados, uma interface com a qual os
animadores já estão bastante familiarizados.

Uma outra vantagem de matrizes, e em particular de matrizes de Euler, é que as
outras transformações projetivas são também representadas por matrizes, em especial a
translação.

Entretanto além do problema de singularidades (“gimbal lock”), discutido acima, a
parametrização por ângulos de Euler possui diversos outros incovenientes.

Dada uma matriz de rotação podemos ter ambiguidades na solução do problema
inverso. qual o eixo e ângulo de rotação?

A representação por ângulos de Euler não tem unicidade pois depende da ordem dos
eixos (anisotropia);

A parametrização define um sistema de coordenadas locais do espaço das rotações, ou
seja, não podemos descrever todas as rotações usando apenas um sistema de coordenadas
de Euler. Claro que podemos usar várias parametrizações para cobrir o espaço SO(3),
entretanto não é simples fazer uma mudança de coordenadas entre dois sistemas de
ângulos de Euler.

Por fim, especificar rotações utilizando ângulos de Euler é difícil e não intuitivo,
vejamos um exemplo prático: segure uma bola de futebol, marque um ponto sobre ela
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com uma caneta e gire-a de modo a posicionar o ponto assinalado na posição vertical (polo
norte da bola). Fácil não? Agora tente resolver o mesmo problema com três rotações
sucessivas em torno dos eixos conforme a parametrização de Euler. Na sua primeira
solução, de modo intuitivo e natural, você utilizou o Teorema de Euler, fazendo uma
única rotação em torno de um eixo.

O fato acima mostra que deveríamos buscar uma representação de SO(3) onde cada
rotação seja representada pelo seu eixo, juntamente com o ângulo de rotação. Para que
essa representação intuitiva seja matemáticamente eficiente precisamos introduzir uma
estrutura matemática no espaço constituído pelos elementos “eixo + ângulo de rotação”.
Esse será o nosso objetivo no restante deste capítulo.

7 Quatérnios

Os quatérnios introduzem no espaço euclidiano R4 uma estrutura algébrica semelhante
à estrutura dos números complexos no plano R2. Essa estrutura permitirá obter uma
representação do espaço de rotações baseada no modelo “eixo+ângulo” para definir uma
rotação.

Denotamos por {1, i, j , k} a base canônica do espaço R4: 1 = (1, 0, 0, 0), i =
(0, 1, 0, 0), j = (0, 0, 1, 0) e k = (0, 0, 0, 1). Um ponto p = (w, x, y, z) ∈ R4 se-
rá então escrito na forma p = w + xi + yj + zk. Entre os quatro elementos da base,
1, i, j e k, definimos um produtoconforme a tabela abaixo:

· 1 i j k

1 1 i j k
i i -1 k −j
j j -k -1 i
k k j -i -1

Tabela 1: Multiplicação dos quatérnios da base.

Note de imediato que o produto não é comutativo. Estendemos o produto acima para
para obter o produto pq entre dois pontos quaisquer de R4 exigindo bilinearidade. Ou
seja, se p1,p2,q1,q2 ∈ R4, temos

(ap1 + p2)(bq1 + q2) = abp1q1 + ap1q2 + bp2q1 + p2q2.

O espaço R4 com a estrutura multiplicativa acima é chamado de espaço de quatérnios
ou simplesmente quatérnios. Os quatérnios foram descobertos por William Hamilton5

com objetivo de obter no espaço a mesma relação que existe no plano entre rotações e
5Sir William Rowan Hamilton (1805-1865), matemático Irlandês.
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O eixo de rotação deϕq é o quatérniôu. Com efeito, basta mostrarmos queϕq(û) = û:

ϕq(u) = qûq�

= (cos θ + û sin θ) û (cos θ − û sin θ)

= (cos θ)2û− (sen θ)2û3

= (cos θ)2û− (sen θ)2(−û)

= u.

O ângulo de rotação deϕq é 2θ . Faremos uma demonstração geométrica desse fato.
Para isso vamos resolver o seguinte problema:

“Dada uma rotaçãoR de ânguloθ em torno de um eixor, como obter o
quatérnioq da representaçãoϕq deR?”

Para responder a essa pergunta, considere a Figura 7 que ilustra a rotação R do ponto
P por um ângulo β em torno do eixoOH . A imagem do ponto P é o ponto P ′ = R(P ).

O

P P

H V

Figura 7. Rotação de ângulo θ em torno do eixo definido pelo vetor n

Tome o referencial positivo {u, v,n}, onde u = −→HP , v = −→HV e n é o vetor unitário
na direção do eixo do rotação. Defina ainda os vetores

h = −→OH, p = −→OP, p′ = −−→OP ′, e u′ = −−→HP ′.
É claro que u ⊥ h, h ⊥ v e |v| = |u|. Sendo h a projeção ortogonal de p na direção

n, temos h = 〈p,n〉n. Também é fácil verificar que

p′ = h+ u′

u = p− h = p− 〈p,n〉n
u′ = cosβu+ sen β v,
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Figura 8. Aplicação exponencial.

(que é o mesmo eixo de v), de um ângulo 2|v|. Ou seja a exponencial é uma parametrização
que captura a essência de parametrizar o espaço de rotações no espaço {eixo + ângulo}
conforme prometemos anteriormente: o eixo é modelado por um vetor, e o ângulo é o
seu comprimento (a menos do fator 2).

Como estamos parametrizando SO(3) por R3 é claro que a exponencial possui sin-
gularidades. Usando a interpretação geométrica da exponencial é fácil concluir que as
esferas de raio kπ , k = 1, 2, . . . são regiões de singularidades dessa parametrização.
São as regiões de R3 mapeadas no polo norte ou no polo sul da esfera S3. Essas singula-
ridades podem ser evitadas na prática: quando v se aproxima da esfera de raio π temos
uma rotação de ângulo θ = 2|v| próxima de 2π , trocamos então por uma rotação de um
ângulo 2π − θ no eixo −v que é equivalente e está longe da singularidade.

Observando atentamente a definição da parametrização exponencial nota-se que po-
demos ter um problema de instabilidade numérica no cálculo do vetor unitário u = v/|v|,
quando v→ 0. Esse problema pode ser evitado. Com efeito, temos

ev = cos |v| + sen |v|û
= cos |v| + sen |v| v

|v|
= cos |v| + sen |v|

|v| v.

Agora é só observar que sen |v|
|v| → 1 quando |v| → 0. Na realidade para fins de imple-

mentação podemos substituir essa função por uma aproximação dada por sua série de
Taylor:

sen t

t
= 1+ t2

3! +
t4

5! + · · · +
t2(n−1)

(2n− 1)! + · · ·
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7.3 Interpolando quatérnios

Nesta seção vamos tratar o caso de interpolação de rotações utilizando a representação
por quatérnios. Estudaremos apenas o caso de duas rotações. Consideremos pois duas
rotações ϕu e ϕv onde ϕu é uma rotação de um ângulo θu em torno do eixo unitário u, e
ϕv é uma rotação de um ângulo θv em torno do eixo unitário v. Essas duas rotações são
representadas por quatérnios unitários conforme indicado abaixo:

ϕu ←→ p = eθuu = cos θu + sen θuû

ϕv ←→ q = eθvv = cos θv + sen θvv̂

Temos então
ϕu(x) = px̂p∗ e ϕv(x) = qx̂q∗.

Os quatérnios p e q definem um arco de círculo máximo na esfera S3 (ver Figura 9(a)).
Devido à representação de rotações por quatérnios unitários, uma interpolação entre as
rotações ϕu e ϕv é simplesmente uma curva g : [0, 1] → S3 na esfera S3 tal que g(0) = p
e g(1) = q. Ou seja, a interpolação de rotações se reduz a um problema de interpolação
de pontos em S3.

Interpolação linear

Como os quatérnios possuem a estrutura linear usual do R4, podemos fazer uma interpo-
lação linear entre p e q. Mais precisamente, definimos o quatérnio

a(t) = (1− t)p+ tq,
e a rotação interpolada é dada por ϕa(t) onde

ϕa(t)(x) = a(t)x̂a(t)∗.

O problema desse método é que os quatérnios a(t) não são unitários. De fato, geome-
tricamente eles formam uma “corda” do círculo máximo da esfera unitária S3 ⊂ R4 que
contém os quatérnios p e q (ver Figura 9(b)).

p q

(a)

p q

(b)

p q

(c)

Figura 9. Interpolação de quatérnios.
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(a) (b)

Figura 10. Interpolação linear esférica.

por p, q e pela origem). Observando pois a Figura 10(b), temos:

p = (cos(θ0), sen(θ0)),

q = (cos(θ0 + θ), sen(θ0 + θ)).
Portanto a interpolação entre p e q em termos de ângulos é dada por

g(t) = (cos(θ0 + tθ), sen(θ0 + tθ)).
Devemos agora escrever essa expressão em função dos quatérnios p e q. Isso segue de
um cálculo simples, usando trigonometria (vamos indicar um vetor (x, y) do plano por

uma matriz coluna

(
x

y

)
, por uma questão de espaço):

g(t) =
(

cos(θ0 + tθ)
sen(θ0 + tθ)

)
=
(

cos(θ0) cos(tθ)− sen(θ0) sen(tθ)
sen(θ0) cos(tθ)+ cos(θ0) sen(tθ)

)
=
(

cos(θ0)[sen(θ) cos(tθ)−cos(θ) sen(tθ)]+[cos(θ0) cos(θ)−sen(θ0) sen(θ)] sen(tθ)
sen(θ)

sen(θ0)[sen(θ) cos(tθ)−cos(θ) sen(tθ)]+[sen(θ0) cos(tθ)+cos(θ0) sen(θ)] sen(tθ)
sen(θ)

)

=
(

cos(θ0) sen((1−t)θ)+cos(θ0+θ) sen(tθ)
sen(θ)

sen(θ0) sen((1−t)θ)+sen(θ0+θ) sen(tθ)
sen(θ)

)

=
(

cos(θ0)

sen(θ0)

)
sen((1− t)θ)

sen(θ)
+
(

cos(θ0 + θ)
sen(θ0 + θ)

)
sen tθ

sen(θ)

= p
sen((1− t)θ)

sen θ
+ q

sen(tθ)

sen θ
.


