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Figura 1. Imagem monocromática e gráfico de sua função.

R,G,B, e portanto temos uma imagem colorida. Quando n = 1 dizemos que a imagem é
monocromática.

Uma imagem monocromática ela pode ser visualizada geometricamente como o grá-
fico G(f ) da função imagem f ,

G(f ) = {(x, y, z); (x, y) ∈ U e z = f (x, y)},
considerando os valores de intensidade como a altura z = f (x, y) em cada ponto (x, y)
do domínio. Esse fato é ilustrado na Figura 1.

Essa interpretação geométrica permite uma visão mais intuitiva de certos aspectos
da imagem. No gráfico da Figura 1, por exemplo, é fácil de identificar as regiões de
descontinuidade da função, que correspondem a variações bruscas na intensidade dos
pontos da imagem.

Quando f : U → R3 é uma imagem colorida, podemos escrever f (x, y) = (f1(x, y),
f2(x, y), f3(x, y)), onde fi : U → R. Desse modo, cada fi é uma imagem monocromá-
tica. Uma imagem colorida f é portanto formada por três imagens monocromáticas, que
são chamadas de componentes de corde f .

2 Representação de uma imagem

Na representação de uma imagem f : U → R devemos levar em consideração dois
aspectos:

1. Representação espacial. Que é a representação do conjunto suporte U ;

2. Representação de cor. Que é a representação do espaço de cor de f .

2.1 Representação espacial

O método mais utilizado de discretização espacial de uma imagem é a amostragem
matricial uniforme. Nesse método consideramos o conjunto suporte da imagem como
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sendo o retângulo

U = [a, b] × [c, d] = {(x, y) ∈ R2 ; a ≤ x ≤ b e c ≤ y ≤ d},
e discretizamos esse retângulo usando os pontos de um reticulado bidimensional. Mais
precisamente, podemos supor, sem perda de generalidade, que a = c = 0, e o reticulado
de discretização P� é o conjunto

P� = {(xj , yk) ∈ R2},
onde

xj = j ·�x, , j = 0, 1, . . . , m− 1, �x = b/m,
yk = k ·�y, k = 0, 1, . . . , n− 1, �y = d/n .

Esse reticulado é mostrado na Figura 2. Note que a reconstrução acima se generaliza de
imediato para o Rn.
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c

d

Figura 2. Reticulado uniforme da representação matricial da imagem.

O reticulado P� é formado por um conjunto mn de células

cjk = [j�x, (j + 1)�x] × [k�y, (k + 1)�y],
j = 0, . . . , m− 1, k = 0, . . . , n− 1. Representar a função imagem f se reduz a obter
um valor de cor para a fun’c ao imagem f em cada uma dessas células. Dois métodos
simples e largamente utilizados para obter a representação na célula são: amostragem
pontual e amostragem de área.

Na amostragem pontualescolhemos um ponto (xj , yk) da célula cjk, e representamos
f pelo seu valor f (xj , yk) nesse ponto. O ponto (xj , yk) pode ser o centro da célula por
exemplo, conforme ilustramos na Figura 3(a) para o caso unidimensional.

Na amostragem por árearepresentamos a função na célula cjk pelo seu
valor médio de f

fjk = 1

Área(Cjk)

∫
Cjk

f (x, y)dxdy.
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Figura 3. Amostragem pontual (a) e amostragem por área (b).

na célula. A Figura 3(b) ilustra a amostragem por área no caso unidimensional.
Um problema natural consiste em estudar as vantagens e desvantagens de cada um

desses dois métodos de representar a imagem em cada célula da representação matricial.
Uma análise completa desse problema requer métodos matemáticos mais avançados, e
foge aos objetivos de um livro introdutório. No entanto, de um modo intuitivo, podemos
afirmar que se a função f possui grandes variações na região da célula, a amostragem por
área é certamente uma escolha mais razoável por representar a variação média da função.

Independentemente de se utilizar amostragem pontual ou amostragem de área, em
cada célula, a representação final da imagem f é dada por uma matrizA de ordemm×n,
A = (ajk), onde o valor cada elemento ajk é dado pela representação de f em cada célula
cjk. Cada uma das células cjk é chamada de pixelda imagem (uma abreviação da palavra
inglesa “picture element”). Essa representação da imagem é chamada de representação
matricial.

Cada elemento ajk, j = 0, . . . , m − 1 e k = 0, . . . , n − 1 da matriz representa a
função na célula cjk. Essa representação é um vetor do espaço de cor, que indica a cor do
pixel correspondente à célula cjk. (j, k). Se a imagem for monocromática, (ajk) é uma
matriz real, onde cada elemento é um número real que representa o valor de luminância
do pixel.

O número de linhas m da matriz A de pixels é chamado de resolução verticalda
imagem, e o número de colunas n é chamado de resolução horizontal. Denominamos
resolução espacial, ou resolução geométrica, da representação matricial ao produtom×n
da resolução vertical pela resolução horizontal.

Cada elemento ajk da matriz de representação é chamado genericamente de amostra
da imagem. Na realidade é comum se considerar que ajk representa o valor de f no
pixel de coordenadas (j, k). Conceitualmente sabemos que essa interpretação pode não
estar correta pois a imagem pode não ter sido representada usando amostragem pontual.
No entanto, desde que o interesse seja na imagem discretizada apenas, essa interpreta-
ção é correta e adequada para certos problemas. No entanto devemos ressaltar que se
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Figura 4. Diferentes resoluções espaciais de uma imagem.

precisarmos reconstruir a imagem f , o conhecimento dos comprimentos �x e �y se
faz necessário. Noutras palavras, a resolução espacialmn dada em termos absolutos não
fornece muita informação sobre a resolução real da imagem quando reconstruída. Um
caso interessante ocorre nos dispositivos gráficos onde os valores de �x e �y aparecem
na densidade de resoluçãodos dispositivos . Essa densidade fornece o número de pixels
por unidade linear de medida. Em geral se utiliza o número de pixels por polegada, ppi
(“pixels per inch”) também chamada de dpi (“dots per inch”). A densidade de resolução
é responsável pelas dimensões do pixel na reprodução da imagem em algum dispositivo
gráfico.

Na Figura 4 mostramos uma imagem em duas resoluções espaciais diferentes. Note
que para manter as dimensões da imagem de baixa resolução iguais às dimensões da outra
imagem, aumentamos o tamanho da célula de cada pixel.

O problema de conhecer os valores de�x e�y está ligado diretamente com o proble-
ma da escala utilizada na representação da imagem. Com efeito, considerar as amostras
ajk de cada pixel como os valores do pixel nas coordenadas (j, k) do pixel, equivale a
tomar �x = �y = 1. Essa suposição pode ser feita sempre em problemas cuja solu-
ção independe da escala utilizada: resolvendo o problema para f , a solução pode ser
aplicada à função g(x) = sf (x

s
), obtida de f por uma dilatação pelo fator s > 0 (Ver

Figura 5). No caso da representação matricial, uma mudança de escala permite uma mu-
dança correspondente nas dimensões �x�y das células do reticulado de representação.

2.2 Representação de Cor

O espaço de cor é representado pelo espaço R3, portanto o problema de representação
de cor é o problema de representação de números reais. A pergunta aqui será: quantos
bits devemos utilizar para representar cor?Esse número de bits é chamado de resolução
de corda imagem. Esse processo de discretização do espaço de cor de uma imagem é
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Figura 5. Dilatação de uma função.

chamado de quantização.
Do ponto de vista computacional a discretização de cor está relacionada diretamente

com o problema de discretização do espaço R3 e temos opções de usar aritmética de
ponto flutuante com 32 ou 64 bits. No entanto do ponto de vista de exibição de imagens
a questão é mais delicada. Com efeito, a gradação de intensidades mostrada na Figura 6
possui apenas 256 níveis de intensidade (8 bits), e no entanto não percebemos esses
níveis. Este exemplo mostra que devemos levar em consideração aspectos perceptuais.
Estudaremos o problema de quantização de cor mais adiante na Seção 5.

3 Representação matricial e reconstrução

A reconstrução da função imagem a partir de sua representação matricial f (xj , yk) é um
problema de interpolação. Temos inúmeras possibilidades para interpolar as amostras
de f na matriz de representação. Uma pergunta importante é a seguinte: existe algum
método de interpolação que obtenha a reconstrução exata da função imagem original?

Essa pergunta está relacionada com o problema que mencionamos anteriormente de
discutir vantagens e desvantagens dos métodos de representação por amostragem pontual
ou por amostragem de área. Uma análise desse problema foge ao carater introdutório
do livro. Nesta seção vamos estudar os três métodos mais utilizados para reconstruir
imagens.

Dado um reticulado P� em Rn, com células Cm, m = 0, 1, . . . , k − 1, tomemos um
ponto pk ∈ Ck em cada uma das células Ck. Um núcleo de reconstruçãon-dimensional

Figura 6. Gradação com 256 níveis de intensidade.
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associado a P� é uma função φ : Rn → R tal que φ(0) = 1 e a família de funções
{φ(x − pi); i = 0, . . . , k − 1}, é linearmente independente. Se fj são amostras de uma
representação matricial da função f , no reticulado P�, a reconstruçãode f usando o
núcleo φ é dada por

fr =
∑
j

fjφ(x − pj). (6.1)

Note que o núcleo é transladado para a posição pj de cada amostra, multiplicado pelo
valor da amostra e os resultados são somados. Na realidade a equação (6.1) escreve
a função fr como uma combinação linear na base φ(x − pj). Observe de (6.1) que
fr(pj ) = fj , portanto a amostragem pontual da função reconstruída fr possui a mesma
representação matricial da função f .

Existem três núcleos de reconstrução que são largamente utilizados em processamento
de imagens: o núcleo constante, o núcleo triangular e o núcleo cúbico.

No caso unidimensional, o núcleo constante(também chamado de “box” ou Núcleo
de Haar) é dado pela função

h0(x) =
{

1 se 0.5 ≤ x ≤ 0.5

0 caso contrário.
(6.2)

O gráfico de h0 é mostrado na Figura 7(a). O núcleo triangularé definido por

h1(x) =
{

1− |x| se |x| ≤ 1

0 caso contrário.
(6.3)

(a) (b) (c)

Figura 7. Núcleos de reconstrução: núcleo constante (a), núcleo triangular (b) e cúbico (d).
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O gráfico de h1 é mostrado na Figura 7(b). O núcleo cúbicoé definido por

h3(x) =


1− 2|x|2 + |x|3 se 0 ≤ |x| ≤ 1

4− 8|x| + 5|x|2 − |x|3 se 1 ≤ |x| ≤ 2

0 caso contrário.

(6.4)

O gráfico de h3 é mostrado na Figura 7(b).
Note que os núcleos de reconstrução h0, h1 e h3 são função polinomiais por partes,

formadas por polinomios de graus 0, 1 e 3 respectivamente.
A partir desses núcleos de reconstrução unidimensionais, construímos núcleos bi-

dimensionais h2
i (x, y) pondo h2

i (x, y) = hi(x)hi(y). A Figura 8 mostra o gráfico dos
núcleos bidimensionais derivados do núcleo constante (a), triangular (b) e cúbico (c).

O núcleo bidimensional h2
1(x, y) obtido do núcleo triangular é chamado núcleo de

Bartlett.
Vamos agora analisar o processo de reconstrução de cada um desses núcleos. Para isso,

sem perda de generalização, vamos supor que a função está amostrada num reticulado
inteiro. Isto é, no caso unidimensional temos fj = f (j), j ∈ N, e no caso de imagens
temos fj,k = f (j, k), j, k ∈ N.

3.1 Reconstrução com o núcleo de Haar

Pela equação (6.1) a função reconstruída com o núcleo constante é dada por

fr =
∑
j

fjh0(x − j).

Vamos analisar fr no intervalo [j − 1, j ]. Da equação acima temos

fr(x) = fj−1h0(x − j + 1)+ fjh0(x − j).

(a) (b) (c)

Figura 8. Núcleos de reconstrução bidimensionais correspondentes aos núcleos constante (a),
triangular (b) e cúbico (c) (cortesia de Moacyr Silva).
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Levando em conta a definição do núcleo h0 em (6.2), temos

fr(x) =
{
fj−1 se j − 1 < x ≤ 2j−1

2

fj se 2j−1
2 < x < j,

ou seja, em cada ponto x ∈ [j − 1, j ] o valor de fr(x) é dado pelo valor da amostra,
fj−1 ou fj , na extremidade do intervalo mais próxima do ponto x. A Figura 9(a) mostra
o processo de reconstrução a partir de três amostras. Devido ao procedimento utilizado
na reconstrução, conforme descrito acima, a reconstrução com o núcleo constante é
conhecido pelo nome de método do vizinho mais próximo(“nearest neighbor” em inglês).
A função reconstruída é uma função constante por partes (função escada). A Figura 9(b)

ilustra a reconstrução no caso bidimensional. Note que o processo de reconstrução com
o núcleo constante introduz várias descontinuidades não existentes na imagem original.

3.2 Reconstrução com o núcleo triangular

Da equação de reconstrução (6.1) temos que a função reconstruída é dada por

fr(x) =
∑
j

fjh1(x − j).

Vamos analisar fr no intervalo [j −1, j ] Levando em conta a definição do núcleo h1, em
(6.3), temos

fr(x) = fj−1h1(x − (j − 1))+ fjh1(x − j)
= fj−1(1− |x − (j − 1)|)+ fj (1− |x − j |)
= fj−1(1− (x − j + 1)))+ fj (1− (j − x)).

(a) (b)

Figura 9. Reconstrução com núcleo constante unidimensional (a) e bidimensional (b).
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(a) (b)

Figura 10. Reconstrução com núcleo triangular unidimensional (a) e bidimensional (b).

Fazendo uma mudança de variáveis s = x − j + 1, portanto j − x = 1− s, segue-se da
equação acima que

fr(s) = (1− s)fj−1 + sfj .
Portanto fr(s), 0 ≤ s ≤ 1, é obtida pela interpolação linear das amostras fj−1 e fj
nos extremos do intervalo [j − 1, j ]. O processo é ilustrado pela Figura 10(a). Devido
ao resultado acima a reconstrução com o núcleo triangular é chamada reconstrução por
interpolação linear. Note que a função reconstruída é contínua, portanto esse processo de
reconstrução não introduz descontinuidades como no caso da reconstrução com o núcleo
constante.

Reconstrução com o núcleo de Bartlett

Esse é o caso de reconstrução bidimensional com o núcleo triangular. O núcleo de
Bartlett h2

1(x, y) é dado por h2
1(x, y) = h1(x)h1(y). Segue-se da equação (6.1) que a

função reconstruída é dada por

fr(x, y) =
∑
j,k

fj,kh
2
1(x − j, y − k).

Vamos analisar fr na célula [j, j + 1] × [k, k + 1] da representação matricial (ver Figu-
ra 10(b)). Nessa célula, a função fr(x, y) é dada por

fr(x, y) = fj,kh2
1(x − j, y − k)+ fj+1,kh

2
1(x − j − 1, y − k)

+ fj+1,k+1h
2
1(x − j − 1, y − k − 1)+ fj,k+1h

2
1(x − j, y − k − 1).
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(j + 1, k + 1)

(j, k) (j + 1, k)

u

v

B
(x, y)

Figura 11. Interpolação bilinear.

Levando-se em conta a definição de h2
1, e fazendo o mudança de variáveis u = x − j e

v = y − k, obtemos

fr(u, v) = (1− u)(1− v)fj,k + (1− u)vfj,k+1 + u(1− v)fj+1,k + uvfj+1,k+1.

Essa equação pode ainda ser reescrita na forma

fr(u, v) = (1− u)[(1− v)fj,k + vfj,k+1] + u[(1− v)fj+1,k + vfj+1,k+1]. (6.5)

A equação (6.5) possui uma interpretação geométrica importante e elucidativa (ver
Figura 10(b)):

1. O termo (1 − v)fj,k + vfj,k+1 em (6.5) faz uma interpolação linear das amostras
fj,k e fj,k+1, obtendo o valor da função reconstruída fr no pontoA de coordenadas
(j, (1− v)k + v(k + 1))

2. Analogamente, o termo (1 − v)fj+1,k + vfj+1,k+1 em (6.5) faz uma interpolação
linear das amostras fj+1,k e fj+1,k+1, obtendo o valor da função reconstruída fr no
ponto B de coordenadas (j + 1, (1− v)k + v(k + 1)).

3. Finalmente, a equação (6.5) obtém o valor da função reconstruída no ponto (x, y)
da célula fazendo interpolação dos valores nos pontos A e B: fr(x, y) = (1 −
u)fr(A)+ ufr(B).

A Figura 11 ilustra o processo de reconstrução no espaço. Pelas razões acima expostas
o método de reconstrução com o núcleo de Bartlett é chamado de reconstrução por
interpolação bilinear.
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(a)

(b) (c) (d)

Figura 12. Reconstrução com núcleo constante (b), núcleo de Bartlett (bilinear) (c) e cúbico (d).

2. número de componentes de cor.

3. resolução de cor;

Como vimos anteriormente, o gamutede f é conjunto de cores f (U), que é finito.
Quando o gamute de f possui apenas duas cores dizemos que f é uma imagem binária.

Dizemos que uma imagem f : U → Rn tem suporte contínuoquando podemos calcu-
lar f em qualquer ponto de U ; O espaço de cor de f é contínuo, quando a representação
de cor for feita usando aritmética de ponto flutuante (em precisão simples ou dupla); Nos
diversos processamentos e manipulações de imagem no computador podemos idealizar
uma imagem em quatro diferentes representações:

1. contínua–contínua,

2. contínua–quantizada,

3. discreta–contínua

4. discreta–quantizada.

Na prática, de um lado a imagem contínua-contínua serve como conceito utilizado
no desenvolvimento dos métodos matemáticos para o processamento de imagens; do
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outro lado, a imagem discreta-quantizada constitui a representação utilizada por vários
dispositivos gráficos. A imagem discreta-contínua é uma representação conveniente para
grande parte das operações com imagens, pois a função imagem assume valores de
ponto flutuante que, embora representados por um número finito de bits, dão uma boa
aproximação dos números reais nos cálculos envolvendo cor. Uma imagem do tipo
discreta-quantizada é o que chamamos de imagem digital.

4.1 Histograma de freqüência

Um modelo matemático interessante para uma imagem f consiste em considera-la como
sendo uma variável aleatória definida no reticulado de representação (em geral essa variá-
vel aleatória bidimensional é chamada de campo aleatório). Isso significa que temos uma
distribuição de probabilidade associada à ocorrencia das diversas cores de cada pixel. Em
geral, os parâmetros dessa distribuição variam de um pixel para outro. Além disso não te-
mos o conhecimento a priori dessa distribuição. Na realidade, um problema interessante
e útil em várias aplicações, consiste em buscar métodos de estimar a distribuição.

No caso em que supomos que a distribuição independe da posição dos pixels, uma
aproximação dessa distribuição é dada pelo histograma de freqüência, que deve ser fa-
miliar do leitor dos cursos de estatística. No caso de uma imagem temos o histograma
de corque associa a cada intensidade de cor c presente na imagem, a sua freqüência de
ocorrência, ou seja, o número de pixels da imagem que utilizam a cor c.

A Figura 13 ilustra um histograma de intensidades de imagem da casa, que tem 256
níveis de intensidade (8 bits). Esse histograma mostra que a imagem não apresenta
um bom balanceamentos dos níveis de intensidade. Ou seja, a imagem possui grandes
regiões com valores elevados de intensidade, e há também uma predominância de regiões
com baixos valores de intensidade. As regiões de intensidade média não predominam na
imagem.

Para imagens a cores podemos fazer o histograma de cada uma das componentes

Figura 13. Histograma de frequencia de uma imagem.
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5.1 Células e níveis de quantização

Consideremos uma transformação de quantização q : Rn → Rk. A cada nível de quanti-
zação pi ∈ Rk, corresponde um subconjunto de cores Ci ⊂ Rn, determinado pelas cores
que são quantizadas para a cor pi , ou seja

Ci = q−1(pi) = {c ∈ C ; q(c) = pi}.

A família, finita, de conjuntos Ci , constitui uma partição do espaco de cor Rn, ou seja,
Ci ∩ Cj �= ∅ se i �= j . Cada um dos conjuntos Ci da partição é chamado de célula
de quantização. Em cada uma dessas células a função de quantização assume o valor
constante dado pelo nível de quantização pi .

Se c é uma cor na célula ci definimos o erro de quantizaçãoda cor c, eq , por eq =
|c − q(c)| = |c − pi |. Claro que quanto menor for o diâmetro da célula, menor será o
erro de quantização.

Quantização unidimensional e multidimensional

Consideremos o caso n = 1, chamado de quantização unidimensional. Sejam qi , 1 ≤
i ≤ L, os níveis de quantização assumidos pela transformação de quantização q. As
células de quantização neste caso são intervalos

ci−1 < c ≤ ci , 1 ≤ i ≤ L.

Na Figura 14(a) mostramos três intervalos de quantização (ci−1, ci], e em cada intervalo
temos o nível de quantização associado qi . Na Figura 14(b), mostramos o gráfico da
função de quantização q, que é constante em cada intervalo de quantização.

Figura 14. Níveis de quantização e gráfico da função de quantização.
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Na quantização unidimensional a célula de quantização é sempre um intervalo e pode-
mos variar apenas o seu comprimento. Na quantização multidimensional, isto é, n ≥ 2,
as células de quantização são regiões do espaço de cor que podem apresentar uma ge-
ometria bem mais complexa. A Figura 15(a) mostra uma imagem cujo espaço de cor é
bidimensional (espaço com componentes RG). Na Figura 15(b) mostramos a subdivisão
celular do espaço de cor da imagem em 16 cores. Na Figura 15(c) mostramos a imagem
quantizada.

Quantização escalar e vetorial

Considere uma quantização unidimensional q1 : R → Rk, e defina uma quantização
q : Rn → Rk × · · · × Rk, pondo q(x1, . . . , xn) = (q1(x1), . . . , q1(xn)). Ou seja quan-
tizamos cada componente do vetor (x1, . . . , xn) separadamente. Essa quantização é
chamada de quantização escalar. Quando a quantização multidimensional não é feita
componente a componente ela é chamada de quantização vetorial.

5.2 Quantização de dois níveis

Considere a quantização de uma imagem com tonalidades de cinza (“grayscale”) repre-
sentada com 8 bits (256 níveis de cinza), para 1 bit. Nesse caso temos dois níveis de
quantização, que indicaremos por 0 e 1 (preto e branco). Um método simples de quantiza-
ção consiste em se tomar o limiar L = 128 (o valor médio das intensidades da imagem),
quantizar para 1 toda intensidade c ≥ 128, e para 0 toda intensidade c < 128. Nesse
caso, a quantização da “rampa” linear que aparece na Figura 16(a) é dada pela imagem
mostrada em (b).

Considere agora a imagem da Figura 17(a). O nível de cinza dessa imagem está aci-

(a) (b) (c)

Figura 15. Quantização bidimensional (Ver prancha 3, a cores).
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(a) (b)

Figura 16. Rampa linear (a) com 8 bits, e sua quantização para 1 bit (b).

ma de 50%, portanto a sua quantização pelo método anterior deveria dar uma imagem
totalmente preta. É claro que a imagem mostrada na Figura 17(b) fornece uma melhor
solução para esse problema de quantização. Essa imagem foi obtida aplicando um pro-
cessamento na imagem quantizada, ao invés de apenas fazer a quantização das cores no
gamute da imagem. (Afastando o livro para observar essa imagem, ou observando-a com
o olho entreaberto, não verá grande diferença entre a tonalidade das duas imagens.)

O exemplo acima mostra que melhores resultados de quantização podem ser obtidos
levando-se em conta a distribuição espacial das cores na imagem. Esse fato é crucial
quando quantizamos para um número muito pequeno de bits. Mais adiante veremos a
técnica de dithering que é uma filtragem utilizada juntamente com a quantização com a
finalidade de obter uma melhor distribuição espacial das cores no domínio da imagem.

(a) (b)

Figura 17. Padrão periódico de um método de dithering.
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(a) (b)

Figura 16. Rampa linear (a) com 8 bits, e sua quantização para 1 bit (b).
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(a) (b)

Figura 17. Padrão periódico de um método de dithering.
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5.3 Percepção e quantização

Considere uma função imagem f : U → C monocromática cujo espaço de cor está
quantizado em L níveis. Essa quantização determina uma partição do domínio U da
imagem em subconjuntos (células de quantização) Ci definidos por

Ci = f −1(ci) = {(x, y) ∈ U ; f (x, y) = ci}.
Ou seja, cada subconjunto Ci da partição é constituído pelos pixels da imagem cuja
intensidade assume o nível de quantização ci . Se tivermos um número pequeno de níveis
de quantização, teremos um número pequeno de regiões Ci na partição. Além disso,
se a função imagem for bem comportada (e.g. classe C1) a fronteira que separa essas
regiões será definida por uma curva regular. Dependendo da diferença de valor entre os
níveis de quantização de duas células vizinhas, a curva da fronteira será perceptível ao
olho humano. Esse fenômeno é conhecido pelo nome de fronteira de quantizaçãoou
contornos de quantização.

As imagens (a), (b), (c) e (d) da Figura 18 ilustram o problema do contorno de quan-
tização. Na imagem (a) temos uma imagem com 256 níveis de quantização; na figura
(b) temos apenas 16 níveis; na figura (c) temos 8 níveis e na figura (d) temos 2 níveis de
quantização. É claro, que à medida que diminuimos o número de níveis de quantização,
a fronteira de quantização fica mais perceptível. Do ponto de vista perceptual, o estudo

Figura 18. Contorno de quantização.
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de diferentes métodos de quantização está ligado à obtenção de uma quantização na qual
a fronteira de quantização não seja perceptível.

6 Quantização e geometria das células

Com relação à geometria das células de quantização, podemos classificar os métodos de
quantização em duas categorias: uniforme e não-uniforme.

6.1 Quantização uniforme

A partir do conhecimento das células de quantização, podemos escolher um nível de
quantização em cada célula, determinando assim um método de quantização. Como
determinar a célula de quantização? Uma escolha natural e simples à primeira vista,
consiste em dividir o espaço de cor em células congruentes e em cada célula tomar o
seu “centro” como sendo o nível de quantização associado. Esse método é chamado
de quantização uniforme. No caso de quantização escalar com L níveis as células de
quantização são intervalos (ci−1, ci] de igual comprimento, isto é, ci − ci−1 = constante,
e em cada célula o valor de quantização é dado pela média

qi = ci + ci−1

2
, 1 ≤ i ≤ L. (6.6)

Na Figura 19(a) mostramos uma quantização escalar de R2 obtida a partir de uma
quantização uniforme em cada um dos eixos coordenados. Na Figura 19(b) ilustramos
uma outra geometria de células de quantização vetorial uniforme bidimensional.

6.2 Quantização não-uniforme

Apesar de que a quantização uniforme é fácil de ser obtida, sua utilização pode não ser
a mais recomendada. Basta observar que nesse método algumas células de quantização

(a) (b)

Figura 19. Células de quantização uniforme bidimensional.
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(a)

(b) (c)

Figura 20. Imagem a cores com 24 bits (a), Quantização uniforme com 8 bits (b) e com 4 bits (c)
(Ver prancha 4, a cores).

2. Métodos de seleção direta.Determinamos inicialmente os níveis de quantização,
e em seguida determinamos as células correspondentes;

3. Métodos híbridos. Determinarmos de forma interdependente e simultânea as
células e os níveis de quantização.

Veremos em seguida exemplos de cada um dos três casos acima nos diversos métodos
de quantização que vamos estudar.

7.1 Quantização por seleção direta

O método de seleção direta escolhe, inicialmente, os níveis de quantização a serem
utilizados e a partir daí determina a função de quantização. Um exemplo desse método
é o algoritmo de populosidade.
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Figura 21. Algoritmo de populosidade: (a) Quantização com 8 bits (b) quantização com 4 bits
(Ver prancha 5, a cores).

Algoritmo de populosidade.

Esse método constrói inicialmente o histograma de freqüência da imagem e, em seguida,
escolhe para os K níveis de quantização as K cores que ocorrem com maior freqüência
no gamute da imagem (cores mais populosas). A função de quantização pode ser definida
tomando para cada cor c do gamute da imagem, q(c) como sendo o nível de quantização
mais próximo usando, por exemplo, o quadrado da métrica euclidiana. É claro que se
houver mais de um nível de quantização atentendo a condição de minimalidade, devemos
tomar uma decisão sobre o valor de q(c). Uma possível solução é escolher aleatoriamente
um dos possíveis níveis. Uma escolha mais prudente deve levar em conta os valores de
quantização dos pixels vizinhos.

O problema do algoritmo de populosidade está em ignorar totalmente cores em regiões
de baixa densidade do espaço de cor (um “highlight” em uma imagem pode desapare-
cer completamente nesse processo de quantização, uma vez que ele ocupa apenas um
pequeno número de pixels da imagem). O algoritmo pode ser utilizado, com resultados
satisfatórios, para imagens que apresentem uma distribuição uniforme de cor.

A Figura 21(a) mostra uma reprodução da Figura 20 quantizada para 8 bits com o
algoritmo de populosidade. Na Figura 21(b) mostramos a mesma imagem quantizada
para 4 bits com o mesmo algoritmo. O leitor deve lembrar que a quantização uniforme
da imagem acima, para 8 e 4 bits, pode ser vista nas Figuras 20(a) e (b), respectivamente.

7.2 Quantização por subdivisão espacial.

Neste método determinamos as células de quantização, e em seguida calculamos o nível
de quantização em cada célula. Ilustraremos esse método com o algoritmo do corte
mediano, que utiliza um processo de subdivisão recursiva do espaço de cor.
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Figura 22. (a) Histograma original; (b) Histograma equalizado.

Mediana e equalização de histograma

Um método simples e eficaz de quantização por subdivisão espacial, consiste em quantizar
uma imagem escolhendo os níveis de quantização de forma que cada nível de quantização
seja utilizado pelo mesmo número de pixels. Usando o histograma da imagem, essa
transformação de quantização efetua uma equalização do histograma da imagem, ou
seja, substitui o histograma original por um histograma correspondente a uma distribuição
uniforme das intensidades dos pixels, conforme ilustramos na Figura 22.

A medida estatística que permite obter uma transformação de quantização com a
propriedade de equalizar o histograma, é a mediana.

Mediana de um conjunto. Dado um conjunto finito e ordenado de pontos do espaço

C = {c1 ≤ c2 ≤ · · · ≤ cn−1 ≤ cn},
a medianamC desse conjunto é definida pelo elemento do meio c(n+1)/2 se n é impar,
e pela média dos dois elementos intermediários, se n é par. A mediana é uma medida
de localização estatística que divide o conjunto de dados C em duas partes com igual
número de elementos. Observe que, ao contrário da média, a mediana não é influenciada
pela magnitude dos elementos do conjunto. Um fato importante a ser mencionado é que
no cálculo da mediana devemos levar em consideração a freqüência de cada elemento
ci do conjunto C. Desse modo, a construção do histograma de freqüência associado ao
conjunto de dados é uma etapa importante no cálculo da mediana.

O processo de quantização por equalização de histograma para imagens monocromá-
ticas, consiste em se fazer subdivisões sucessivas do intervalo de intensidades da imagem
utilizando a mediana do conjunto de intensidades em cada processo de subdivisão.

A extensão do algoritmo de quantização por equalização de histograma descrito acima,
para imagens a cores, é conhecido na literatura pelo nome de algoritmo do corte mediano.

Esse é um dos algoritmos de quantização mais populares dentro da comunidade de
computação gráfica. Isso se dá devido à facilidade de implementação, aliada à sua
eficiência computacional, juntamente com os bons resultados perceptuais conseguidos
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Figura 23. Quantização pelo algoritmo do corte mediano: (A) 256 cores; (B) 16 cores (ver
prancha 6, a cores).

8 Otimização e quantização

O problema de quantização pode ser visto naturalmente como um problema de otimi-
zação. Fixado o número de níveis de quantização desejado, existe uma infinidade de
possibilidades entre a escolha das células de quantização e dos níveis de quantização em
cada célula. Uma questão natural é procurar é determinar o particionamento ótimo. Para
isso, devemos tornar preciso o conceito de “ótimo”, definindo uma função objetivo que
deve ser minimizada. Vamos discutir esse problema nesta seção.

8.1 Erro de quantização

Se q é a transformação de quantização e c uma cor a ser quantizada, então

c = q(c)+ eq, (6.7)

onde o vetor eq é uma medida do erro introduzido no processo de quantização. O erro de
quantização é medido pela distância d(c, q(c)) entre a cor original c e a cor quantizada
q(c).

Diversas métricas d no espaço de cor podem ser escolhidas. com o objetivo de medir
a qualidade do processo de quantização. A escolha dessas métricas deve levar em conta
critérios perceptuais de cor bem como os problemas de eficiência computacional. Na
realidade, basta termos uma função que mede a proximidade de duas cores. Chamamos
a essa função de função distância. Uma função distância bastante utilizada é o quadrado
da distância euclidiana, ou seja, d(c1, c2) = 〈c2 − c1, c2 − c1〉, onde 〈 , 〉 é um produto
interno no espaço de cor.

Quando estamos quantizando uma imagem, o erro de quantização deve levar em
consideração fatores perceptuais. Um desses fatores é a frequência de ocorrência da cor
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Corolário. SeR2 = {ci, cj } é um aglomerado de duas cores no gamute de uma imagem,
então o nível de quantização ótimo é dado por

c = fi

fi + fj ci +
fj

fi + fj cj . (6.14)

O erro de quantização é dado por

E(ci, cj ) = fifj

fi + fj ||ci − cj ||
2. (6.15)

Uma interpretação geométrica do corolário fornece uma boa visão do resultado. Com
efeito, da equação (6.11) no caso de duas cores ci e cj , o erro de quantização é dado por

E2(c) = fi(c − ci)2 + fj (c − cj )2.
O gráfico dessa função é mostrado na Figura 24.

Figura 24. Erro de quantização num aglomerado de duas cores.

Esse gráfico é um arco de parábola obtido como a soma dos dois arcos de parábola
fi(c − ci)2 e fj (c − cj )2, que são mostrados na figura com linhas pontilhadas. O nível
de quantização é dado pelo ponto de mínimo da parábola.

Note que quando as duas cores ocorrem com a mesma frequência, isto é fi = fj ,
então de (6.14) temos que

c = ci + cj
2

,

ou seja, c é o ponto médio do segmento cicj no espaço de cor.

Quantização ótima unidimensional. No caso unidimensional o conjunto das cores é na-
turalmente ordenado, e uma célula de quantização é um intervalo da reta. Uma solução
ótima para o problema análise de aglomerados pode ser encontrada. Deixamos a dedu-
ção dessa solução para os exercícios. Na seção seguinte vamos descrever uma heurística
que dá uma solução para o problema de quantização espacial utilizando o Corolário do
Teorema 1 acima.
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(a) (b)

Figura 25. (a) Quantização para 256 cores; (b) quantização para 16 cores (ver prancha 7, a cores).

9 Dithering

Existem situações extremas em que a quantização provoca descontinuidades tonais bas-
tante acentuadas em uma imagem, ficando bastante difícil de se evitar a percepção do
contorno de quantização mesmo utilizando bons algoritmos de quantização. Esse é o caso
da quantização de em dois níveis, exigida para a exibição de imagens em dispositivos de
saída gráfica do tipo bitmap. Esse problema é bastante relevante porque existem muitos
dispositivos de saída gráfica nessa categoria e, apesar de suas limitaçãoes, desejamos exi-
bir nesses dispositivos imagens monocromáticas mantendo a informação de meio tom.
Como exemplos desses dispositivos, podemos citar as impressoras a laser ou a jato de
tinta.

A quantização para dois níveis se fundamenta em uma característica da visão humana,
pela qual o olho integra os estímulos luminosos recebidos dentro de um certo ângulo
sólido. Dessa maneira, percebemos intensidades que não necessáriamente existem na
imagem. Essas cores resultam do processo de integração dada pela média das intensidades
de cor nas vizinhanças de cada elemento da imagem contidos no ângulo sólido. Portanto
para uma determinada resolução, o que interessa é a intensidade média em pequenas
regiões da imagem. Desse ponto de vista o que importa é o meio tom em uma região e
não em um pixel.

Dada uma região Rk(i, j), i, j ∈ Z no domínio de uma imagem, a intensidade média
Im da imagem nessa região é definida pela média ponderada

Im = 1

|Rk|
∑
i

∑
j

f (i, j), (6.16)

onde |Rk| indica o número de pixels na região. Podemos redistribuir os valores f (i, j)
nessa região, desde que a média Im permaneça igual.
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Figura 26. Imagens de meio tom para comparação de dithering.

O leitor deverá utilizar, dos três métodos acima, o mais conveniente quando desejar
observar uma imagem com uma resolução perceptual maior.

Métodos analógicos de produzir perceptualmente o meio tom a partir de um processo
de reprodução de imagens que possui apenas dois tons, são utilizados pela indústria de
impressão (jornais, revistas etc.) desde o início deste século. Por essa razão, esses mé-
todos são também conhecidos na literatura pelo nome de algoritmo de meio-tom digital.
O nome mais comum para esses métodos na língua inglesa é “dithering” (que significa
hesitação). Na realidade, alguns algoritmos de dithering procuram implementar versões
digitais do processo analógico de geração de meio-tom.

Imagens de teste

Utilizaremos neste capítulo as imagens que aparecem na Figura 26 para ilustrar os diversos
métodos de dithering. A imagem do indio é uma ilustração de Cândido Portinari 4 feita
a carvão, e foi escolhida por apresentar variações bastante sutis de meio tom na face
do índio, juntamente com informaçoes de detalhes (altas freqüências) como no caso dos
diversos fios de cabelo. A outra imagem é uma imagem sintética que foi gerada de forma
a conter informações de alta freqüência com nível de detalhes variável, juntamente com
gradações suaves de tonalidade.

Um leitor com acuidade visual normal não deve perceber qualquer diferença entre as
tonalidades de cinza existentes na Figura 26 e as existentes em uma fotografia. Ambas
as imagens foram reproduzidas na figura 26 utilizando métodos de dithering que serão
discutidos neste capítulo.

4Agradecemos ao Projeto Portinari pela permissão do uso dessa imagem.
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Figura 27. Quantização com limiar constante.

9.2 Quantização para duas cores

Conforme estudamos anteriormente uma transformação de quantização q : Rn → Rk
está definida num espaço de cor Rn e toma valores em um subconjunto Rk desse espaço.
Se f : U ⊂ R2 → Rn é uma imagem, a sua quantização é obtida fazendo a operação
composta q ◦ f : U ⊂ R2 → Rk. Esse método de quantizar uma imagem em duas
etapas não é conveniente para alguns tipos de quantização. Considere, por exemplo, a
quantização para duas cores (0 e 1) de uma imagem que tem um tom de cinza constante.
Nesse caso a transformação de quantização possui duas células e portanto, pelo método
acima, todos os pixels da imagem serão quantizados para 0 ou 1, resultando numa imagem
que é totalmente branca ou totalmente preta, o que é um resultado inaceitável em termos
perceptuais. Nesta seção vamos estudar operações de quantização que atuam diretamente
sobre a distribuição da cor no suporte da imagem.

Quantização com limiar constante

Voltemos a analisar o problema de quantização de duas cores. O método mais simples
de quantizar uma imagem f consiste em se estabelecer um limiar de intensidades L0

e usar a seguinte regra: Sef (x, y) ≥ L0 quantizamosf (x, y) para 1, caso contrário,
quantizamosf (x, y) para 0.

A Figura 27, mostra as imagens de teste da Figura 26 quantizadas para 1 bit, utilizando
o método de limiar constante acima, com um limiar de 50%.

Quantização com limiar aleatório

No método de quantização com limiar constante descrito na seção anterior as fronteiras de
quantização ficam demasiadamente visíveis, tornando o método inaceitável. Uma solução
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ingênua para resolver esse problema consiste em somar um valor aleatorio ao limiar L0

antes de quantizar cada pixel. Nesse caso a fronteira de quantização presente no método
anterior desaparece. Na Figura 28 mostramos as imagens da Figura 26 quantizadas em
dois níveis com limiar de 50%, fazendo a perturbação aleatória no limiar. O leitor pode
observar que os contornos de quantização, extremamente marcados na quantização da
Figura 27, não estão presentes nas imagens da Figura 28.

O algoritmo acima é conhecido pelo nome de quantização por limiar aleatório. A per-
turbação aleatória do limiar de intensidade na quantização de cada pixel descorrelaciona
a intensidade do pixel da intensidade dos pixels vizinhos. Isso faz com que o contorno de
quantização não seja uma curva conexa, dificultando a percepção da fronteira que separa
duas regiões de quantização distintas. No entanto, a perturbação aleatória destrói tam-
bém informações de altas freqüências da imagem (informações dos bordos dos objetos na
imagem). Além disso a imagem processada possui muito “ruído”. Comparando com as
imagens da Figura 26, o leitor pode perceber além do ruído, a grande perda nos detalhes
de alta freqüência nas duas imagens da figura 28.

Quantização com função limiar

Vimos acima dois exemplos extremos de quantização para dois níveis: usar um limiar
fixo, ou perturbar aleatoriamente o limiar. Ambos não dão bons resultados. Uma solução
de comprimisso no entanto nos é indicada como uma boa saída: variar o limiar de
quantização porém de uma maneira determinística. Isso nos leva a introduzir uma função
limiar. Ou seja, definimos uma funçãoL : U ⊂ R2 → R, no mesmo domínio da imagem
f e usamos o seguinte algoritmo de quantização: Sef (x, y) ≥ L(x, y) quantizamos
f (x, y) para 1, caso contrário, quantizamosf (x, y) para 0.

Uma função L conforme definida acima, é chamada de função limiar. Note que no

Figura 28. Dithering por limiar aleatório.
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(a) (b) (c)

Figura 29. Função de limiar e sua discretização(Ostromoukhov & Hersch, 1995).

O algoritmo de quantização por modulação aleatória estudado anteriormente, é um
exemplo extremo de uma técnica de dithering aperiódico e com dispersão pontual.

Dithering periódico e não-periódico

Se a função limiar é periódica, dizemos que o método de dithering é periódico, caso
contrário o método de dithering é aperiódico.

Portanto, se um método de dithering é periódico existem constantes Px e Py , que são
os períodos nas direções x e y, tal que

L(x + Px, y + Py) = L(x, y).
Geometricamente isso significa que a imagem fica dividido em blocos de ordem Px ×Py
e em cada bloco a função limiar assume os mesmos valores. Portanto basta definir a
função limiar em um bloco. Esse bloco é chamado de célulaou matriz de dithering.

Se ci é a média de intensidades na célula de dithering, e f é uma imagem com
tonalidade constante igual a ci , então o dithering de f consiste em replicar o padrão
definido pela célula de dithering. Esse fato está ilustrado na Figura 30: em (a) mostramos
os limiares de uma célula de um dithering periódico de período 2; em (b) mostramos o
padrão dessa célula para uma intensidade de valor 50%; em (c) mostramos a quantização
da imagem em (b) utilizando essa célula de dithering.

Usando uma quantização com função limiar constante no exemplo acima, obtemos
uma imagem toda branca ou toda preta. O resultado acima é um melhor compromisso. Se
o leitor afastar o livro suficientemente (ou reduzir a abertura do olho) verá uma tonalidade
de cinza, ao invés de um padrão de pontos pretos e brancos.



184 CAPÍTULO 6: IMAGEM

1

3

4

2

(a) (b) (c)

Figura 30. Padrão periódico de um método de dithering.

10 Algoritmos de dithering

Nas seções seguintes vamos dar exemplos dos seguintes algoritmos de dithering:

1. Dithering periódico com aglomeração;

2. Dithering periódico com dispersão;

3. Dithering não-periódico com dispersão.

Essas três classes de algoritmos são ilustradas na Figura 31.
Observando essa figura o leitor pode perceber que há espaço para uma outra classe de

algoritmos de dithering: dithering não-periódico com aglomeração. O primeiro método
de dithering com essas características foi introduzida pelos autores em (Velho & Gomes,
1991). Não estudaremos esses métodos de dithering neste livro. O leitor interessado
pode consultar (Gomes & Velho, 2002), ou (Gomes & Velho, 1997) para um estudo

Figura 31. Classes de algoritmos de dithering.
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Figura 30. Padrão periódico de um método de dithering.
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mais completo. Em seguida vamos estudar algoritmos em cada uma das três classes na
Figura 31.

10.1 Dithering periódico com aglomeração

O exemplo clássico e largamente utilizado de algoritmo de dithering periódico com aglo-
meração são os algoritmos conhecidos na literatura como dithering ordenado. Como
descrevemos anteriormente, esses algoritmos se utilizam de uma função limiar periódica
e que faz aglomeração (ver Figura 29). Diferentes escolhas da função limiar permite
obter diferentes geometrias do aglomerado de pixels. A Figura 32 mostra exemplos de
aglomerados elípticos e circulares.

Figura 32. Diferentes geometrias de aglomerados.

Note que o algoritmo procura simular no computador o método fotográfico tradicional
de se obter meio tom utilizado largamente pela indústria de artes gráficas desde o final do
século passado. Esse processo de meio-tom analógico é obtido se utilizando uma câmera
fotográfica especial. A imagem é refotografada em um filme de alto contraste superpondo
a ela uma tela com um reticulado. Desse modo, a intensidade da luz proveniente da
fotografia é modulada pelo reticulado antes de sensibilizar o filme. Cada pequena abertura
do reticulado atua como uma lente que focaliza a luz proveniente da imagem em um
ponto. A luminância da imagem em cada região determina a dimensão do ponto: áreas
de grande luminância, claras, produzem pontos pequenos; áreas de luminância média,
cinza, produzem pontos de dimensão média, e áreas escuras da imagem, baixa luminância,
produzem pontos grandes, que em geral se superpõem. A geometria da retícula obtida
depende de vários fatores, tais como características da tela utilizada, tempo de exposição,
etc.

Na Figura 33(a) mostramos um exemplo de uma célula de dithering ordenado com
aglomeração de pixels. Vamos analisar o algoritmo de dithering com essa matriz.

A célula tem ordem 6. Temos portanto 36 níveis distintos de limiar de cinza definidos
pela matriz, o que dá um total de 37 níveis de intensidade na célula. Os valores numéricos
das linhas e colunas da matriz indicam apenas a ordem dos valores de limiar, e não o
valor absoluto de cinza na imagem. Antes de aplicar o algoritmo de dithering ordenado,
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Figura 33. Célula de dithering ordenado por aglomeração.

devemos normalizar as intensidades de cinza da imagem para o intervalo [0, 35]. A
intensidade média de cinza será portanto 17.5. Na Figura 33(b) mostramos em cinza os
pixels da imagem que possuem uma intensidade acima da média 17.5. Os pixels com
intensidade abaixo dessa média são mostrados na cor branca. Se temos uma imagem cuja
intensidade de cinza é constante, porém está acima da média, a região clara da Figura 33
será reduzida. A imagem quantizada consiste em repetir esse novo padrão de aglomeração
periodicamente ao longo da imagem. Finalmente, se a intensidade de cinza da imagem
está abaixo da média, ocorre o oposto: a região clara da Figura 33(b) aumenta sua área.
Como antes, esse padrão se repete periodicamente para formar a imagem quantizada.

No caso geral, de uma imagem com tonalidade de cinza variável, o padrão se repete
periodicamente, no entanto a área da região clara varia de acordo com a luminância da
imagem nas diversas regiões. O resultado final é um aglomerado de pixels que varia ao
longo da imagem quantizada, ora aumentando, ora diminuindo a área do aglomerado.

A Figura 34(a) e (b) mostra as imagens da Figura 26(a) e (b), respectivamente, quan-
tizadas para 1 bit e processadas com o método de dithering ordenado definido pela célula
da Figura 33.

Observe que ao utilizar esse algoritmo o que importa do ponto de vista perceptual são
as dimensões do aglomerado, e não a resolução do dispositivo de exibição da imagem.
As dimensões do aglomerado são determinadas pela ordem da célula de dithering, que
é também chamada nesse contexto de célula de dithering, ou célula de meio-tom. O
algoritmo distribui os níveis de cinza dos pixels da imagem original através de aglome-
rados de pixels na célula de meio-tom. isso significa que há uma troca de resolução de
tonalidade por resolução espacial.

Portanto, a resolução que determina a boa qualidade perceptual da imagem quantizada,
é a densidade de células de dithering (aglomerados), e não a densidade de pixels do
dispositivo. É claro que a densidade de pixels tem uma grande importância indireta,
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Figura 34. Dithering ordenado com aglomeração de pixels.

uma vez que ela impõe restrições às diferentes resoluções de aglomerados de pixels. Por
analogia com a algoritmo de meio-tom tradicional, a densidade de células de dithering é
chamada de freqüência de tela. Ela é medida em linhas por polegada(lpi). Freqüências
de tela que dão boa qualidade à imagem final se situam entre 120 e 150 lpi.

Um dos segrêdos em se utilizar bem o algoritmo de dithering ordenado, está em se
conseguir um bom balanço entre a freqüência de tela adequada e a dimensão de cada
célula. Na Figura 35 mostramos a imagem do índio impressa com diferentes freqüências
de tela. Na figura (a) temos uma freqüência de tela de 5 lpi, na figura (b) temos 10 lpi, e
na figura (c) a freqüência de tela é de 20 lpi. A resolução da imagem do índio original
é de 75 dpi. As imagens mostradas na Figura 26 são impressas com uma freqüência de
tela de 150 lpi.

10.2 Dithering periódico com dispersão

Nesta seção vamos estudar o algoritmo de dithering ordenado por dispersão. Esse método
de dithering é útil para exibir imagens em dispositivos que possuem boa precisão no
posicionamento dos pixels. Ele era o método preferido para a exibição da imagem em
monitores de vídeo na época em que as placas gráficas não possuiam resolução de cor
suficiente.

Enquanto o dithering ordenado por aglomeração procura simular a retícula obtida
pelo processo fotográfico tradicional, o dithering ordenado por dispersão procura fazer
uma distribuição dos limiares de quantização na célula de modo a gerar uma textura cuja
distribuição de freqüência seja igual à da textura existente na imagem com meios tons.

O padrão de textura obtido pelo dithering ordenado com dispersão é construído distri-
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Figura 35. Variação do tamanho da célula de dithering ordenado.

buindo os limiares de quantização de uma forma a mais homogênea possivel nas diversas
entradas da célula de dithering. Como no caso de dithering ordenado com aglomeração,
a célula de dithering é o ponto crucial do algoritmo. O dithering ordenado com dispersão
é também conhecido na literatura pelo nome de dithering de Bayer. Esse nome resulta
do fato de que B. Bayer determinou uma família de células de dithering, de diversas
ordens, que minimizam as freqüências que ocorrem nos padrões de textura produzidos
pelo algoritmo em regiões da imagem com intensidade constante.

A célula de dithering de Bayer de ordem 2 é dada por

2 3
4 1

A distribuição das intensidades utilizando essa célula de dithering são mostradas na Figura
36. Desse modo, numa região com intensidade média constante (= 1.5), a textura obtida
consiste em repetir o padrão definido pela Figura 36(c). Obtemos assim um padrão de
tabuleiro de xadrex.

Figura 36. Distribuição das intensidades com dithering de Bayer de ordem 2.
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Figura 37. Dithering de bayer de ordem 4.

A célula de Bayer de ordem 4 é dada por

2 16 3 13
10 6 11 7
4 14 1 15

12 8 9 5

Verificando atentamente a distribuição dos limiares de intensidade na célula acima, o
leitor percebe que a distribuição de cada grupamento de quatro níveis sucessivos 1, 2, 3, 4;
5, 6, 7, 8; etc., utiliza a mesma combinatória posicional da distribuição dos quatro níveis
1, 2, 3, 4 na célula de dithering de ordem 2. Essa repetição é um reflexo da natureza
recursiva do algoritmo utilizado para gerar células de Bayer de qualquer ordem.

As imagens da Figura 26 quantizadas para um bit e processadas com um método de
dithering de Bayer são mostradas na Figura 37.

O algorítmo de dithering ordenado com dispersão de ponto tem uma performance
perceptual bastante superior ao algoritmo de quantização com modulação aleatória com
o mesmo custo computacional. Por essa razão o algoritmo de dithering por modulação
aleatória tem um interesse apenas histórico e acadêmico.

10.3 Dithering não-periódico com dispersão

Existem diversos métodos de dithering que produzem padrões aperiódicos. O exemplo
clássico, porém de qualidade ruim, é o algoritmo de dithering por modulação aleatória
estudado anteriormente. Um outro método, também já clássico e bastante popular, é o
algoritmo de Floyd-Steinberg (Floyd & Steinberg, 1975) que vamos estudar nesta seção.
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Figura 38. Propagação do erro no algoritmo de Floyd-Steinberg.

O algorítmo de Floyd-Steinberg, calcula o erro efetivo cometido na quantização de
cada elemento e o distribui pelos seus vizinhos. Dessa maneira, o erro global tende a
ser minimizado. Para cada pixel I (x, y), o erro de quantização nesse pixel é distribuido
entre os pixels de coordenadas

(x + 1, y), (x, y + 1), e (x + 1, y + 1), (6.17)

com pesos 3/8 para os pixel (x+1, y) e (x, y+1), e peso 2/8 para o pixel (x+1, y+1) (ver
Figura 38). Na Figura 39 mostramos as duas imagens de teste da Figura 26 quantizadas
para 1 bit e filtradas com o algoritmo de Floyd-Steinberg.

O problema desse método de Floyd-Steinberg é que ele usa uma estratégia muito sim-
ples de propagação do erro, privilegiando as direções norte, leste e nordeste. Isso resulta
numa certa direcionalidade na dispersãodos pixels. Esse fato pode ser claramente per-
cebido no exemplo acima. Existem várias generalizações desse algoritmo que procuram
uma maior uniformidade na distribuição dos pixels.

Figura 39. Dithering com o algoritmo de Floyd-Steinberg.
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Figura 38. Propagação do erro no algoritmo de Floyd-Steinberg.
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Figura 39. Dithering com o algoritmo de Floyd-Steinberg.
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(a) Sem dithering. (b) Com dithering.

Figura 40. Quantização de 24 para 8 bits (ver prancha 8, a cores).

11 Quantização e Dithering

Além de serem utilizados para quantizar imagens com dois níveis (1 bit), as técnicas de
dithering podem ser usadas em geral, para minimizar, ou evitar, a percepção dos contornos
de quantização.

A imagem na Figura 40(a) foi quantizada de 24 para 8 bits sem utilizar dithering.
Na Figura 40(b) mostramos a mesma imagem quantizada com o mesmo número de bits,
utilizando, no entanto, o método de dithering definido pelo algoritmo de Floyd-Steinberg.
O leitor deve observar como o uso de dithering elimina, quase que por completo, os
contornos de quantização na imagem quantizada.

12 Codificacão de imagens

Estudamos até aqui os modelos matemáticos de imagem, e os métodos de representação,
de acordo com o paradigma dos quatro universos. Um resumo de nosso estudo é dado
pelos dois primeiros níveis do diagrama mostrado na Figura 41

A codificaçãoé o terceiro nível de abstração de uma imagem, conforme o modelo
apresentado no início deste capítulo. Na codificação a representação discreta da imagem
é quantizada, e a imagem digital resultante é transformada em um conjunto de símbolos
organizados de acordo com uma estrutura de dados. Como exemplo, considere a imagem
monocromática de resolução geométricam×n e quantizada em 256 níveis de cor (8 bits).
Uma das possíveis codificações dessa imagem consiste em se utilizar o formato matricial
obtido diretamente a partir da representação matricial introduzida anteriormente neste
capítulo. Nessa representação a imagem poderia ser codificada do seguinte modo:

1. um descritor contendo a resolução geométrica da imagem (ordemm×n da matriz
de representação);
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Figura 41. Níveis de abstração na representação de uma imagem.

2. o número de componentes do pixel (1 componente para imagens mono), e o número
de bits de quantização por componente (8 bits);

3. uma lista com os m× n elementos da matriz de pixels.

Mesmo para um esquema de codificação extremamente simples como esse, a estru-
tura de dados correspondente deve permitir que as informações nela contida possam ser
recuperadas corretamente. Detalhes, tais como a ordenação dos elementos da matriz por
linha ou por coluna, devem ser convencionados na especificação da representação.

Os diversos métodos de codificação têm por objetivo obter um código compacto de
imagem. Dessa forma, eles estão diretamente associados com as diversas técnicas de
compressão de imagens, e não serão estudados neste livro. Associados a essa codificação
estão os diversos formatos de imagem: TIFF, GIF, JPEG, etc.

13 Comentários e referências

Como dissemos no início, toda a ênfase deste capítulo foi dada ao problema de exibição
de imagens devido à sua importância no processo de síntese.

Um trabalho que já se tornou um clássico para a comunidade de Computação Gráfica
na área de quantização é (Heckbert, 1982). Nesse trabalho, foi introduzido o algoritmo
de corte mediano descrito neste capítulo, que é certamente o algoritmo mais utilizado
pela comunidade de computação gráfica devido à facilidade de implementação, e à sua
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2. Descreva um método de representar e reconstruir uma imagem usando interpolação
linear em coordenadas baricêntricas.

3. Todo curso introdutório de análise numérica traz um tópico de interpolação que se
inicia pelos polinomios de Lagrange.

a) Defina os polinomios de Lagrange e descreva o método de interpolação associado.

b) Qual a importância dos polinomios de Lagrange?

c) Como estender a interpolação com polinomios de Lagrange para dimensão 2?

d) Discuta as desvantagens de se utilizar polinomios de Lagrange para reconstruir
imagens, levando em conta aspectos perceptuais e computacionais.

4. Considere o problema de se fazer um escalamento na imagem mudando suas dimen-
sões dew×h para sw× sh, s > 0. Se s > 1 temos uma ampliação e se s < 1 temos uma
redução das dimensões. Analise as dificuldades de resolver esse problema para imagens
discretas e descreva uma metodologia para resolver o problema.

5. Dê um argumento para justificar porque a métrica euclidiana não tem boas proprie-
dades perceptuais.

6. Considere um conjunto bidimensional de 9 cores distintas, mostrado na Figura 42(a),
e suponha que essas cores constituem o gamute de uma imagem cujas frequências são
fornecidas pela tabela da Figura 42(b).

(a) (b)

Figura 42.

Mostre que a quantização desse conjunto pelo algoritmo do corte mediano em quatro
níveis q1, q2, q3, q4, é dado pela tabela


