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Figura 1. Círculo e campos de vetores tangente e normal.

2 Objetos Gráficos Planares

Especificar um objeto gráfico significa definir a geometria e a topologia do suporte ge-
ométrico, bem como a sua função de atributos. Em geral essa especificação é feita no
universo matemático. O objeto deve então ser representado para que possa ser mani-
pulado no computador. A área que trata da descrição, especificação e representação do
suporte geométrico de objetos gráficos é chamada de modelagem.

Quando a dimensão do espaço ambiente é 2 (m = 2) temos os objetos gráficos
planares, quando m ≥ 3 temos os objetos espaciais.

Neste capítulo vamos estudar os objetos gráficos planares. No próximo capítulo
estenderemos o nosso estudo para os objetos espaciais. As seguintes razões nos levaram
a separar o estudo dos objetos gráficos em planares e espaciais:

1. Os objetos planares são simples de serem estudados porém já apresentam grande
parte dos problemas inerentes ao estudo de objetos gráficos arbitrários.

2. Dispositivos de saída gráfica, tais como monitores e impressoras, possuem um
espaço de representação no qual podemos representar objetos planares. Esse fato
possibilita a reconstrução dos objetos nesses dispositivos o que permite a sua visu-
alização. Na realidade, a visualização de qualquer objeto gráfico se efetiva através
de objetos planares. Por exemplo, uma cena tridimensional é visualizada através
de uma imagem que é um objeto gráfico planar.

3. Resultado semelhante ao anterior é valido para os diversos dispositivos de entrada
gráfica.

4. Os objetos planares são de grande importância em algumas áreas de aplicação.
Os sistemas de editoração eletrônica, por exemplo, trabalham exclusivamente com
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objetos gráficos planares. Na realidade um estudo detalhado dos objetos planares
constitui a área de Computação Gráfica bidimensional.

Os objetos gráficos planares podem ter dimensão 1 ou 2.1 Se a função de atributos
é constante, os objetos correspondem a subconjuntos do plano. De modo intuitivo, se a
dimensão do objeto gráfico for 1, obtemos uma curva plana, se a dimensão for 2 obtemos
uma região do plano. No que se segue, vamos introduzir uma definição mais formal
desses dois objetos.

2.1 Curvas planares

Um objeto planar de dimensão 1 de grande importância nas aplicações é a curva plana.
Um subconjunto c ⊂ R2 é uma curva plana se localmente c possui a topologia de um
intervalo aberto (0, 1) ou de um intervalo semi-aberto (0, 1]. Isso significa que dado um
ponto p ∈ c arbitrário, existe um disco abertoD2(ε, p) = {(x, y) ∈ R2 ; ||x − p|| < ε}
de centro em p e raio ε > 0, tal queD2(ε, p)∩c tem a topologia do intervalo (0, 1) (arco
AB da curva Figura 2(a)), ouD1∩c tem a topologia do intervalo (0, 1] (arcoAP da curva
na Figura 2(b)). O termo ter a topologia designifica que os conjuntos são homeomorfos,
conceito que assumimos ser de conhecimento dos leitores.

Figura 2. Topologia local de uma curva plana.

Para uma melhor compreensão do conceito acima, mostramos na Figura 3 um sub-
conjunto de dimensão 1 do plano que não é uma curva plana. Com efeito, tomando-se
um discoD2(ε, p) com centro no ponto p, a interseçãoD2(ε, p)∩ c não tem a topologia
de um intervalo (tem a topologia da letra “X”).

Em algumas ocasiões chamaremos uma curva do plano, conforme definida anteri-
ormente, de curva topológica plana. Uma curva topológica plana não pode pois se
auto-intersectar. Uma curva topológica é dita fechadase ela tem a topologia do círculo.

O método mais simples de descrever um objeto gráfico planar de dimensão 1 é através
de uma equação analítica que caracterize os pontos do objeto em um sistema de coorde-
nadas. Existem dois tipos de descrição de uma curva com uso de equações: especificação

1Objetos de dimensão fracionária, denominados de objetos fractais, não serão abordados neste livro.
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Figura 3. Subconjunto do plano que não é uma curva plana.

paramétricaou implícita.

Descrição paramétrica

Na descrição paramétrica a curva é definida por uma função γ : I ⊂ R → R2, γ (t) =
(x(t), y(t)), onde I é um intervalo da reta. A equação paramétrica possui uma interpre-
tação física interessante: considerando a variável t ∈ I como sendo o tempo, a curva γ
representa a trajetória de uma partícula no plano (Figura 4).

Quando uma curva é dada por uma equação paramétrica γ (t), o conjunto γ (I ) é
chamado de traçoda curva. Duas observações sobre curvas paramétricas são importantes:

1. Nem sempre o traço de uma equação paramétrica representa uma curva topológica.
Esse traço pode, por exemplo, possuir auto-interseções o que não é admitido numa
curva topológica (ver Figura 4).;

2. Uma mesma curva pode possuir uma infinidade de parametrizações distintas.

Quando o traço de uma curva paramétrica é uma curva topológica, vemos na realidade
que a parametrização define um sistema de coordenadas sobre a curva.

Figura 4. Descrição paramétrica de uma curva plana.
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Figura 5. Reta do plano.

Exemplo 4 (Equação paramétrica da reta).Considere uma reta r do plano, um ponto
P ∈ r , e o vetor v que determina a sua direção (Figura 5).

A forma vetorial da equação paramétrica da reta r é dada por

γ (t) = p + tv, t ∈ R.

Se p = (x0, y0), v = (v1, v2) e γ (t) = (x(t), y(t)), então podemos escrever a equação
paramétrica de r em coordenadas:

(x(t), y(t)) = (x0, y0)+ t (v1, v2),

ou seja, x(t) = x0 + tv1 e y(t) = y0 + tv2. �

Exemplo 5 (Gráfico de uma função).Dada uma função real de uma variável realf : I ⊂
R → R, o seu gráfico é definido pelo conjunto

G(f ) = {(x, f (x)) ; x ∈ I }.
O gráfico de f define uma curva topológica do plano que pode ser facilmente parametri-
zada pela equação

γ (t) = (t, f (t)).
Se r é uma reta não vertical no plano euclidiano, então r é o gráfico da função linear
f (x) = ax + b, a, b ∈ R. Portanto r pode ser parametrizada pondo γ (t) = (t, at +
b). Observe que esta parametrização é bem distinta da parametrização da reta obtida
anteriormente. �

Exemplo 6 (Equação Paramétrica do Círculo).Uma parametrização do círculo de cen-
tro na origem e raio unitário é dada por γ (t) = (cos(t), sin(t)). Geometricamente, o
parâmetro t representa o ângulo, em radianos, que o segmento OP faz com o o eixo-x
do sistema de coordenadas (Figura 6). �
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Figura 6. Círculo.

Descrição implícita

A equação paramétrica define uma curva como sendo a trajetória de um ponto. A descrição
implícita descreve uma curva como o conjunto das raízes de uma equação nas variáveis x
e y. Mais especificamente, temos uma função F : U ⊂ R2 → R, e o suporte geométrico
é definido como o conjunto das soluções da equação F(x, y) = 0. Sendo uma equação
com duas variáveis, temos em geral, uma infinidade de soluções.

O conjunto das raízes da equação F(x, y) = 0 é chamado de imagem inversado 0
pela função F e é indicado por F−1(0). Portanto,

F−1(0) = {(x, y) ∈ R2 ; F(x, y) = 0}.

A Figura 4 ilustra essa descrição. Se a função F(x, y) é um polinômio de grau g nas
variáveis x e y, dizemos que a curva é algébricade grau g.

0F

Figura 7. Descrição implícita de uma curva.
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Figura 8. Região planar aberta (a); Região planar fechada (b); região planar definida por uma
curva de Jordan (c).

Um subconjunto S do plano é uma região abertase para todo ponto p ∈ S existe um
disco abertoD2(ε, p) = {(x, y) ∈ R2 ; ||x−p|| < ε} tal que a interseçãoD2(ε, p) ⊂ S
(Figura 8(a)). Dizemos que S é uma região com bordose para todo ponto p ∈ S uma
das condições abaixo é satisfeita:

1. Existe um disco aberto D2(ε, p) tal que D2(ε, p) ⊂ S, ou

2. D2(ε, p) ∩ S tem a topologia do semi-disco

D2
+ = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 < ε e y ≥ 0}.

Esse conceito é ilustrado na Figura 8(b). Os pontos da região que satisfazem à segunda
condição acima, são chamados de pontos de fronteira, ou pontos do bordo. Se uma
região contém todos os pontos da fronteira e é limitada, ela é chamada de região planar
ou sólido2D.

O método mais simples de especificar uma região planar é mediante o uso de curvas
que delimitam a sua fronteira. Com efeito, um resultado clássico em Topologia, chamado
de Teorema de curva de Jordan, afirma:

“Uma curva topológica fechadaγ divide o plano em duas regiões abertas,
sendo uma limitada e outra ilimitada. Além disso a fronteira de cada uma
dessas regiões é constituída pela curvaγ .”

As curvas topológicas fechadas são chamadas de curvas de Jordan. A região limitada
determinada por γ é chamada de região definida pela curvaγ , ou região interna à curva
γ . Esse resultado é ilustrado pela região mostrada na Figura 8(c).

É claro que quando uma região é especificada através da sua curva de fronteira, a
representação da região se reduz à representação da curva. No entanto o problema não é
tão simples assim pois a especificação da região consiste de dois ingredientes:
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Figura 9. Quatro regiões limitadas por uma curva não-simples.

1. Especificar a curva de fronteira;

2. Determinar um algoritmo para resolver o problema de classificação ponto-conjunto.

Neste caso, a solução do problema de classificação ponto-conjunto consiste em veri-
ficar se um determinado ponto do plano pertence à região interna ou externa à curva.

Na realidade devemos determinar um método para decidir se um determinado ponto
p do plano pertence ou não à região, quando conhecemos a curva da fronteira.

Se uma curva topológica fechada do plano é definida por uma equação implícita
F(x, y) = 0, o problema de classificação ponto-conjunto é fácil de ser resolvido. Com
efeito, dado um ponto p do plano, se F(p) = 0 p é um ponto da curva, se F(p) > 0
p é um ponto do exterior e se F(p) < 0, então p é um ponto da região interior à curva
(ou vice-versa). Esse fato nos permite definir regiões do plano através de inequações
implícitas do tipo F(x, y) ≤ 0, F(x, y) ≥ 0, F(x, y) < 0 ou F(x, y) > 0.

No teorema da curva de Jordan é importante que a curva seja fechada e não tenha
autointerseções. Se a curva for fechada, porém possuir auto-interseções, ela delimita
mais de uma região do plano (Figura 9).

2.3 Implícito ou Paramétrico?

Uma questão natural é a seguinte: devemos usar objetos implícitos ou paraméricos? A
resposta a esse tipo de questão é, invariavelmente – depende do problema ou da aplicação.

Podemos enumerar dezenas de problemas analisando vantagens ou desvantagens de
se usar uma especificação implícita ou paramétrica em cada um deles. Ao invés disso,
queremos nesta seção ressaltar para o leitor a diferença básica entre esses dois métodos
de descrever um objeto gráfico, através de dois problemas:

1. Amostragem Pontual: Dado um objeto gráfico com suporte geométrico S, deter-
minar um conjunto de pontos p1, p2, . . . , pn tais que pi ∈ S.

2. Classificação Ponto-conjunto:Dado um ponto p ∈ R2 e um objeto gráfico com
suporte geométrico S, determinar se p ∈ S.
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Figura 10. Curva poligonal.

1. São fáceis de serem especificadas e representadas (veja Capítulo 1 e os exercícios
lá propostos);

2. Uma grande variedade de curvas planas podem ser bem aproximadas por uma curva
poligonal. As curvas que possuem essa propriedade são chamadas de retificáveis.

O conceito de aproximação no segundo item acima significa que dado um erro ε > 0,
a distância de qualquer ponto da curva poligonal para a curva original c é menor do que
ε. Para valores suficientemente pequenos de ε, isso significa que a curva poligonal está
contida em uma “vizinhança” de raio ε da curva, conforme ilustrado na Figure 11(a).

Pelo teorema da curva de Jordan uma curva poligonal fechada sem auto-interseções
delimita uma região do plano. Nesse caso a região é chamada de região poligonal. As
regiões poligonais são representadas através da curva poligonal que define a sua fronteira,
conforme vimos anteriormente.

Em geral o bordo de uma região é uma curva que pode ser aproximada por uma curva
poligonal para aproximá-la. Portanto uma grande variedade de regiões planares podem
ser aproximadas por regiões poligonais (ver Figura 11(b)). Em resumo, é comum repre-

(a)

B
(b)

Figura 11. Aproximação de uma curva por uma poligonal (a); aproximação poligonal de uma
região plana (b).
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(a) (b) (c)

Figura 12. Não-triangulações (a) e (b); Triangulação (c).

sentar curvas topológicas ou paramétricas por curvas poligonais, e regiões por regiões
poligonais. É claro que essa representação não tem unicidade e não é exata em geral.

3.1 Triangulação

Uma triangulaçãode uma região do plano é uma coleção T = {Ti} de triângulos de
modo que dados dois triângulos distintos Ti , Tj na triangulação T , tais que Ti ∩ Tj �= ∅,
temos

1. Ti ∩ Tj = vértice comum , ou

2. Ti ∩ Tj = é uma aresta comum.

Nenhuma das duas coleções de triângulos mostradas na figura 12(a) e (b) é uma triangu-
lação. Em (c) mostramos uma triangulação.

A existência de uma triangulação numa região permite que possamos definir atributos
da região de forma localizada em cada triângulo. Lembramos que cada triângulo possui
um sistema natural de coordenadas locais, definido pelas coordenadas baricêntricas. Esse
sistema permite, por exemplo, que atributos definidos nos vértices da triangulação possam
ser linearmente estendidos para todo o triângulo e por conseguinte reconstruir os atributos
em toda a região (podemos também utilizar as coordenadas baricêntricas para definir
funções de reconstrução não-lineares). Por outro lado, a existência de uma triangulação
permite o uso de estruturas de dados robustas para codificar a região no computador.

Em resumo, a triangulação de uma região é uma solução para o problema de repre-
sentação (i.e. discretização) e reconstrução de um objeto gráfico 2D.

4 Representação de Curvas e Regiões

Até o momento estudamos os objetos gráficos planares (curvas e regiões) sob o ponto
de vista do universo matemático: o plano euclidiano é um “continuum” de pontos e os
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Poligonização de Curvas Paramétricas

Suponha que a curva γ a ser poligonizada está definida no intervalo I = [a, b]. O método
mais simples de aproximar γ por uma curva poligonal, é o de poligonização uniforme.
Obtemos uma partição do intervalo I

a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = b,
avaliamos a curvaγ nos pontos ti da partição, obtendo uma seqüência de pontosp0, p1, . . . , pn,
com pi = γ (ti). Esses pontos constituem os vértices de uma curva poligonal que
aproxima γ (Figura 13). Quando os pontos ti da partição satisfazem ti = i�t , com
�t = (b − a)/n, dizemos que a amostragem é uniforme.

Uma maneira interessante de interpretar o processo acima consiste em observar que
estamos fazendo uma representação da curva γ usando uma amostragem pontual com
amostrasγ (ti), e estamos reconstruindo uma aproximação da curvaγ a partir das amostras
utilizando interpolacao linear.

Entretanto para fazer a reconstrução os pontos da amostragem devem estar ordenados
corretamente. Esse fato ressalta um aspecto importante: devemos associar à amostragem
de um objeto gráfico uma estruturação das amostras de modo a obter a reconstrução
corretamente. Nesse caso a estruturação consiste em fazer uma ordenação. A Figura 14(b)
mostra uma representação por amostragem pontual do círculo; em (c) mostramos uma
reconstrução com a estruturação correta, e em (d) mostramos uma reconstrução com a
estruturação incorreta.

Poligonização de Curvas Implícitas

Conforme vimos anteriormente, devemos tomar amostras p1, . . . , pn da curva γ =
F−1(0). Para isso devemos achar n raízes da equação F(x, y) = 0. Note no entanto
que esssas soluções devem estar estruturadas de modo a obter a curva poligonal correta

Figura 13. Aproximação poligonal de uma curva plana.
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(a) (b) (c) (d)

Figura 14. Amostragem pontual e reconstrução.

na reconstrução. Daremos uma solução para o problema que resolve a amostragem e a
estruturação simultaneamente.

A estratégia de obter uma representação poligonal terá as seguintes etapas:

1. Construir uma triangulação {Ti} no domínio da função F ;

2. Aproximar em cada triângulo Ti a função F por uma função linear F̃ ;

3. Resolver o problema F̃ (x, y) = 0 em cada triângulo. De um modo genérico, a
solução dessa equação é um segmento de reta que aproxima a curva F(x, y) = 0
no triângulo.

4. A estruturação da poligonização é herdada da estruturação existente na triangula-
ção.

Vamos dar mais detalhes sobre cada uma das etapas acima.

Construção da Triangulação. Considere uma função F : R2 → R, e uma curva γ =
F−1(0) definida implicitamente por F . Seja Q = [a, b] × [a, b] o quadrado do plano
que contém a curva γ . Tomamos uma partição uniforme do intervalo [a, b]

a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = b,
onde ti+1 − ti = �t = (b − a)/n. O produto cartesiano dessa partição define um
reticulado uniformedo quadrado Q, conforme mostramos na Figure 15(a). A partir do
reticulado, obtemos uma triangulação do quadrado conforme indicado na Figure 15(b).

Aproximação linear. Definimos agora uma função F̃ : Q → R que é linear em cada
triângulo da decomposição e coincide com F nos vértices do triângulo. Essa função é
obtida do seguinte modo: sejam v0, v1 e v2 os vértices de um triângulo, definimos F̃ (vi) =
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(a) (b) (c)

Figura 15. Reticulado (a); triangulação (b); poligonização do círculo, (c), (Cortesia de L. H. de
Figueiredo).

F(vi), de forma a coincidir com F nos vértices. Estendemos agora F̃ linearmente para
os outros pontos do triângulo: dado um ponto p arbitrário do triângulo podemos escrever
p em coordenadas baricêntricas

p = λ1v1 + λ2v2 + λ3v3,

com λi ≥ 0, e λ1 + λ2 + λ3 = 1. Definimos então

F̃ (p) = λ1F(v1)+ λ2F(v2)+ λ3F(v3),

Uma vez definida a função F̃ , a curva poligonal que aproxima γ é dada pela imagem
inversa F̃−1(0).

Resolvendo a equação linear F̃ (x, y) = 0 em cada triângulo, obtemos as arestas da
curva poligonal. A Figura 15(c) mostra a poligonização de um círculo usando o método
acima.

A análise matemática detalhada do método e poligonização implícita descrito acima é
um problema interessante e delicado. Aqui vamos nos limitar a afirmar o seguinte: se0 é
valor regular da funçãoF , e os triângulos são suficientemente pequenos, antãoF̃−1(0)
é uma curva poligonal que aproximaγ = F−1(0).

Poligonização e atributos

Sabemos que ao fazer a representação de um objeto gráfico devemos representar a geo-
metria (suporte geométrico) e os atributos. No caso da representação linear por partes de
curvas, devemos representar cada atributo de modo a obter os atributos da curva poligonal.
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Como exemplo, considere o caso do campo de vetores normais à curva. Podemos
representar esse campo fazendo uma amostragem do mesmo em cada vértice da curva
poligonal. Outro método seria calcular a normal de cada aresta (um cálculo imediato)
e tomar a representação da normal em cada vértice v como sendo a média dos vetores
normais nas arestas incidentes em v.

4.2 Representação por decomposição espacial

A representação por decomposição espacial mais simples, e largamente utilizada, é a
representação matricial que já utilizamos no capítulo anterior para representar imagens.
Essa representação é crucial no processo de visualização dos objetos gráficos planares,
conforme veremos mais adiante.

O objetivo da representação matricial é discretizar o objeto gráfico como uma união de
retângulos do plano. De modo mais preciso, tomamos um comprimento �x no eixo-x,
e �y no eixo-y, e definimos um reticulado uniforme � = �(�x,�y) do plano pelo
conjunto

P� = P�x�y = {(m�x, n�y) ; m, n ∈ Z}.
conforme mostrado na Figura 16(a). O reticulado P� é formado por um conjunto mn de
células

cjk = [j�x, (j + 1)�x] × [k�y, (k + 1)�y],
j = 0, . . . , m − 1, k = 0, . . . , n − 1. Representar o objeto gráfico se reduz a obter
uma representação em cada uma dessas células. No caso em que o objeto planar é uma
imagem, vimos que as células são chamadas de pixel. Os pontos (j�x, k�y) são os
vérticesdo reticulado. A codificação de uma célula do reticulado é bastante simples.
Temos duas opções:

1. Representar a célula pela coordenada de um de seus vértices. Mais precisamente,
Cada célula fica completamente pela sua posição (i�x, j�y), onde i, j ∈ Z. Co-

(a) (b)

Figura 16. Reticulado uniforme do plano (a); reticulado dual (b).
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(a) (b)

Figura 17. Representação matricial de um círculo (a) e de um disco (b).

mo as coordenadas de posição são números inteiros, essa representação é bastante
atraente do ponto de vista computacional.

2. Outra opção consiste em tomar as coordenadas de um ponto da célula. Uma boa
escolha é tomar o centroide da célula.

Os centróides das células determinam um outro reticulado do plano, chamado de
reticulado dual, mostrado em linhas pontilhadas na Figura 16(b).

A representação matricial de um objeto gráfico consiste em aproximar sua geometria
pela união de blocos retangulares do reticulado. A Figura 17(a) mostra um exemplo
de uma representação por decomposição espacial do círculo. A Figura 17(b) mostra a
representação por decomposição espacial de uma região circular do plano.

Representação matricial e topologia. Conforme já observamos, em geral uma represen-
tação fornece uma topologia exata e apenas uma descrição aproximada da geometria do
objeto. Para que isso ocorra as dimensões das células do reticulado devem ser pequenas
com relação às dimensões do objeto. A Figura 18 mostra mostra uma região planar cuja
topologia é a de um disco com um furo no centro. Na representação desse objeto no
reticulado da ilustração do meio da figura o furo desaparece. Na ilustração à direita, da
mesma figura, exibimos uma representação matricial que representa a topologia da região
corretamente.

Figura 18. Representação matricial e topologia.
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Figura 19. Escolha de células na rasterização.

uso do critério de interseção que é mais robusto.
Os métodos de rasterização se utilizam de duas estratégias básicas: rasterização in-

cremental e rasterização por subdivisão. Para cada uma dessas estratégias o processo
pode ser intrínseco à geometria do objeto, ou se utilizar da geometria do espaço no qual
o objeto está mergulhado (em nosso caso o plano R2).

Na rasterização incremental possuímos um reticulado definido a priori, e um método
de visitar células desse reticulado.

5.1 Rasterização Incremental Intrínseca

Na rasterização incremental intrínseca visitamos pontos do reticulado à medida que nos
deslocamos ao longo de pontos do objeto gráfico. À medida que visitamos as células,
obtemos a enumeração que define a representação matricial. Esse método é adequado
para curvas paramétricas γ : [a, b] ⊂ R → R2, pois fazendo o parâmetro t variar de a
até b, γ (t) varia ao longo da curva.

Para curvas implícitas podemos utilizar o método de rasterização incremental utili-
zando equações diferenciais. Com efeito, dada uma curva regular γ : R2 → R, definida
implicitamente por γ = f −1(0), o vetor gradiente

grad(F ) = (∂f
∂x
,
∂f

∂y
)

é perpendicular a γ em cada ponto. Portanto o vetor T = ( ∂f
∂y
,− ∂f

∂x
) é tangente à curva.

Ou seja, temos o sistema de equações

dx

dt
= ∂f

∂y
;

dy

dt
= −∂f

∂x
.

A solução desse sistema nos fornece um método de caminharmos aproximadamente ao
longo da curva γ possibilitando a rasterização incremental.
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(a) (b)

Figura 20. Rasterização de um segmento (a); cálculo incremental de y (b).

Algoritmo DDA-Bresenham

Vamos discutir o problema de rasterização incremental intrínseca de um segmento de
reta. Além da importância de estarmos rasterizando um objeto básico da Geometria, esse
algoritmo na realidade fornece um método eficiente para caminhar em linha reta num
espaço discretizado. Esse aspecto do algoritmo é utilizado em diversos contextos.

Consideremos pois um reticulado uniforme, e um segmento de reta definido pelos
seus pontos extremos (x0, y0), x1, y1) (ver Figura 20(a). A equação da reta suporte do
segmento é dada por y = y1+m(x−x1), ondem = (y1−y0)/(x1−x0)mede a inclinação
da reta (é a tangente do ângulo que a reta faz com o eixo-x). Essa equação pode ser escrita
na forma

y = mx + b, onde b = y1 −mx1. (7.1)

Por abuso de notação, usamos a letra y para representar a função definida pela reta, ou
seja, escrevemos y = y(x) = mx + b.

Vamos supor que 0 < m < 1, pois os outros casos podem ser tratados por usando
simetrias e reflexões do plano R2. Vamos considerar o pixel como sendo o centro da
célula do reticulado (marcados com o símbolo + na figura).

O algoritmo de rasterização mais simples do segmento de reta consiste em usar dire-
tamente a equação da reta em (7.1):

for x = x0, x ≤ x1 do
y = mx + b;
y = int(y + 0.5);
Set_Pixel(x, y);
x = x + 1;

end for
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Figura 21. Cálculo incremental do erro.

3. Se y < M escolhemos (xj+1, yj ), caso contrário, escolhemos (xj+1, yj+1).

Para implementar de modo eficiente o processo de escolha acima devemos substituir
o cálculo deM por um processo incremental. Para isso utilizamos o erro cometido ao se
rasterizar cada pixel. Ao escolher o pixel (xj , yj ) temos um erro εj dado pela diferença
entre o valor real de y e o valor yj escolhido: εj = y − yj (ver Figura 21). Note que ε
varia entre −0.5 e 0.5. Usando ε temos o seguinte processo de escolha:

1. Escolhemos (xj + 1, yj ) se y + εj +m < y + 0.5;

2. Caso contrário, escolhemos (xj + 1, yj + 1).

O importante é que o cálculo do erro pode ser feito de forma incremental:

1. Se escolhermos (xj + 1, yj ) então εj+1 = (yj + εj +m)− yj ;
2. Caso contrário o erro é dado por εj+1 = (yj + εj +m)− (yj + 1).

Temos então o algoritmo de Bresenham:

y = int(y0 + 0.5);
ε = y − y0;
for (x = x0, x ≤ x1) do

Set_Pixel(x, y);
if (ε +m < 0.5) then
ε = ε +m

else
y = y + 1;
ε = ε +m− 1;

end if
end for
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Figura 22. Subdivisão espacial.

2. o sub-retângulo possui as dimensões da célula do reticulado.

Para que o método de subdivisão espacial seja eficiente devemos ter um modo de
decidir se em um dado sub-retângulo intersecta o suporte geométrico do objeto gráfico
(note aqui mais uma vez o problema de classificação ponto-conjunto). No caso de um
objeto definido implicitamente por uma função F : R2 → R é necessário um método
eficiente de verificar se a função F possui raízes dentro de um sub-retângulo arbitrário
da subdivisão. Esses métodos existem, porém não serão discutidos neste livro.

A Figura 23 mostra uma rasterização por subdivisão espacial da curva implícita dada
pela equação y2 − x3 + x = 0, definida na região [−2, 2] × [−2, 2] do plano. O leitor
deve observar que a partir da terceira etapa o processo de subdivião é suspenso para um
grande número de sub-retângulos.

Figura 23. Rasterização por subdivisão adaptativa (Cortesia de L. H. de Figueiredo).
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Figura 22. Subdivisão espacial.

2. o sub-retângulo possui as dimensões da célula do reticulado.

Para que o método de subdivisão espacial seja eficiente devemos ter um modo de
decidir se em um dado sub-retângulo intersecta o suporte geométrico do objeto gráfico
(note aqui mais uma vez o problema de classificação ponto-conjunto). No caso de um
objeto definido implicitamente por uma função F : R2 → R é necessário um método
eficiente de verificar se a função F possui raízes dentro de um sub-retângulo arbitrário
da subdivisão. Esses métodos existem, porém não serão discutidos neste livro.

A Figura 23 mostra uma rasterização por subdivisão espacial da curva implícita dada
pela equação y2 − x3 + x = 0, definida na região [−2, 2] × [−2, 2] do plano. O leitor
deve observar que a partir da terceira etapa o processo de subdivião é suspenso para um
grande número de sub-retângulos.

Figura 23. Rasterização por subdivisão adaptativa (Cortesia de L. H. de Figueiredo).
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5.4 Rasterização Híbrida

O método de rasterização por subdivisão espacial pode ser utilizado para rasterizar regiões
desde que se tenha uma um critério eficiente para decidir se um determinado sub-retângulo
da subdivisão intersecta o suporte geométrico do objeto gráfico. Uma técnica de rasteriza-
ção interessante consiste em combinar os métodos de rasterização incremental intrínseca
com o método de rasterização incremental espacial.

A rasterização incremental espacial por linhas rasteriza sucessivamente cada linha do
reticulado; a interseção de cada uma dessas linhas com as curvas da fronteira da região é
uma união de intervalos (ver Figura 24), portanto a solução do problema de classificação

Figura 24. Rasterização de uma linha.

ponto conjunto é muito simples. Utilizamos a rasterização incremental intrínseca para
determinar esses intervalos com um esforço computacional mínimo.

A estratégia consiste em se utilizar uma rasterização por linhas da região evitando
porém a visita a células desnecessárias. O método faz uma rasterização incremental
intrínseca das curvas de fronteira e, paralelamente, das células em cada linha do reticulado.
De modo mais preciso, o método é o seguinte (ver Figura 25):

1. Achamos a célula de menor ordenada que está na região, e rasterizamos a linha
dessa célula. Ou seja, determinamos todas as células dessa linha que estão na
região.

2. passamos para a linha seguinte fazendo uma rasterização incremental intrínseca
das curvas na fronteira. Essa rasterização divide a linha em uma união disjunta
intervalos.

3. Fazemos uma rasterização incremental da linha do item anterior de forma a de-
terminar os intervalos que estão contidos na região. Usamos aqui o problema de
classificação ponto-conjunto unidimensional, que é simples.
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Figura 25. Rasterização de Regiões.

4. O método prossegue até obtermos a rasterização de toda a região.

Um caso particular de grande importância é a rasterização de regiões poligonais.
Nesse caso utilizamos rasterização incremental intrínseca de segmentos de retas, o que
pode ser feito com grande eficiência usando o algoritmo DDA-Bresenham.

6 Representação, Amostragem e Interpolação

É comum na literatura chamar a representação que utiliza uma decomposição linear
por partes de representação vetorial, e um objeto assim representado é chamado de
objeto vetorial. Analogamente é comum se referir a um objeto gráfico representado
matricialmente pelo nome de objeto matricial.

Na representação de uma curva paramétrica por aproximação poligonal obtemos uma
amostragem

pi = γ (ti), i = 1, . . . , n

de n pontos na curva γ . A representação poligonal é obtida a partir dessas amostras,
usando interpolação linear. Ou seja, o processo consiste de duas etapas:

1. amostragem da curva;

2. estruturação das amostras (ordenação);

3. reconstrução por interpolação linear.
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CONTÍNUO DISCRETO

Amostragem

Interpolação

Figura 26. Discretização e Reconstrução.

Como sabemos, a reconstrução linear fornece apenas uma aproximação da curva
original. O procedimento acima foi também utilizado para obter uma representação
poligonal de curvas implícitas

Conseguimos desse modo unificar o problema de representação de objetos implíci-
tos ou paramétricos através do processo de amostragem e reconstrução. A passagem
do universo matemático para o universo de representação se dá mediante um processo
de discretização. Quando o objeto é descrito por funções (como é o caso da descrição
paramétrica e implícita) essa discretização pode ser obtida usando o método de amos-
tragem pontual. O objeto original é reconstruído a partir das amostras da representação
utilizando algum método de interpolação. Nesse contexto, os métodos de interpolação
são denominados de métodos de reconstrução (ver Figura 26).

A representação matricial também se enquadra perfeitamente no paradigma acima.
Com efeito, discutimos no capítulo anterior sobre imagem digital diversos métodos de
reconstruir uma imagem representada na forma matricial. A discussão sobre reconstrução
daquele capítulo se aplica no caso presente. A título de lembrança para o leitor, mostramos
na Figura 27 o gráfico da função em linhas pontilhadas, e em linhas cheias, o gráfico da
função reconstruída usando o núcleo de interpolação de Haar.

A visão unificada de um problema, conforme fizemos acima para o problema da re-
presentação, é de grande importância. Ela permite vislumbrar novos métodos de resolver
o problema. No caso de representação de objetos, vemos de imediato que é natural obter
representação onde os métodos de interpolação utilizam funções polinomiais por partes,
com polinomios de grau superior, ao invés de polinômios constantes ou lineares. Essas
técnicas de representação/reconstrução são de grande importância.

Figura 27. Representação matricial e reconstrução.
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janela
moldura

Figura 28. Dispositivos e mudança de coordenadas.

as coordenadas de seus pontos são definidas. Esse sistema de coordenadas é chamado de
sistema de coordenadas do objeto. Desse modo, quando necessitamos representar essse
objeto em um dispositivo gráfico, devemos fazer uma mudança do sistema de coordenadas
do objeto para o sistema de coordenadas do dispositivo.

Em geral, define-se um retângulo no sistema de coordenadas do objeto, que é cha-
mado de janela (window), e um retângulo no sistema de coordenadas do dispositivo,
que é chamado de moldura (viewport). A exibição dos objetos é feita através de uma
transformação (mudança de coordenadas) que leva o retângulo que define a janela, no
retângulo que define a moldura (Figure 28).

O leitor deve ter observado que de acordo com o uso da terminologia de janelas no
sistemas de computação atuais (MS-Windows, Mac-OS e o sistema X do UNIX) o nome
correto para o que chamamos acima de “moldura” seria na realidade “janela”. Ocorre
que em computação gráfica o uso do termo janela (“window”) para especificar a região
no espaço do objeto já é antiga e está consagrada.

Uma janela é especificada pelos dois vérticesA eB diagonalmente opostos, conforme
mostrado na Figura 29. Suponha que o ponto A = (x0, y0) e B = (x1, y1). De modo
análogo, a moldura é especificada através dos vértices C = (u0, v0) e D = (u1, v1).
A transformação que estamos procurando deve transformar o referencial (A, {e1, e2}),
Figura 29(a), no referencial (C, {e1, e2}), Figura 29(d), do espaço de representação do
dispositivo.

Essa transformação é obtida com três mudanças de coordenadas sucessivas:

1. translada-se o pontoA da janela para a origem do sistema de coordenadas do mundo
(Figura 29(b));

2. faz-se uma mudança de escala de modo a transformar o novo retêngulo da janela
num retângulo congruente ao retângulo da moldura (Figura 29(c));

3. faz-se uma translação da origem do sistema (u, v) para o ponto C da moldura
(Figura 29(d)).
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Figura 29. Transformação da janela para a moldura.

A matriz da primeira translação é dada por

T (−x0,−y0) =
1 0 −x0

0 1 −y0

0 0 1

 ;
a matriz do escalamento é dada por

S

(
u1 − u0

x1 − x0
,
v1 − v0

y1 − y0

)
=
u1−u0
x1−x0

0 0
0 v1−v0

y1−y0
0

0 0 1

 ;
a matriz da segunda translação é dada por

T (u0, v0) =
1 0 u0

0 1 v0

0 0 1

 .
A transformação final, que leva o referencial da janela no referencial da moldura é

dada pela composição

L = T (x0, y0) ◦ S
(
u1 − u0

x1 − x0
,
v1 − v0

y1 − y0

)
◦ T (−u0,−v0).

A mudança de coordenadas (x, y) da janela para as coordenadas (u, v) da moldura é dada
pela transformação inversa

L−1 = T (u0, u0) ◦ S
(
u1 − u0

x1 − x0
,
v1 − v0

y1 − y0

)
◦ T (−x0,−y0).

Ou ainda, efetuando o produto das matrizes,

M =
u1−u0
x1−x0

0 u1−u0
x1−x0

(−x0)+ u0

0 v1−v0
y1−y0

v1−v0
y1−y0

(−y0)+ v0

0 0 1

 .
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Figura 30. Recorte de um ponto em relação a um retângulo.

O cálculo da interseção é em geral muito caro computacionalmente. Uma das es-
tratégias para tornar os algoritmos de recorte eficientes consiste em resolver a etapa de
classificação dos pontos evitando o calculo de interseções desnecessárias.

A segunda etapa está diretamente relacionada com o nosso conhecido problema de
classificação ponto-conjunto. Essa etapa divide o objeto O numa coleção O1,O2, . . . ,On

de sub-objetos tal que
O =

⋃
j

Oj .

Cada subobjeto Oj está contido no interior ou no exterior da janela (os pontos do bordo
são considerados no interior). Um problema delicado aqui consiste em manter a topologia
correta de cada subobjeto durante o cálculo do recorte (Figura 31).

Na prática, a abordagem mais comum consiste em se estabelecer algoritmos de recorte
para os diversos objetos através de uma hierarquia levando em conta a complexidade da
geometria e topologia do objeto.

• recorte de pontos;

• recorte de segmento de reta;

Figura 31. Recorte e compatibilidade topológica.
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Figura 30. Recorte de um ponto em relação a um retângulo.

O cálculo da interseção é em geral muito caro computacionalmente. Uma das es-
tratégias para tornar os algoritmos de recorte eficientes consiste em resolver a etapa de
classificação dos pontos evitando o calculo de interseções desnecessárias.

A segunda etapa está diretamente relacionada com o nosso conhecido problema de
classificação ponto-conjunto. Essa etapa divide o objeto O numa coleção O1,O2, . . . ,On

de sub-objetos tal que
O =

⋃
j

Oj .

Cada subobjeto Oj está contido no interior ou no exterior da janela (os pontos do bordo
são considerados no interior). Um problema delicado aqui consiste em manter a topologia
correta de cada subobjeto durante o cálculo do recorte (Figura 31).

Na prática, a abordagem mais comum consiste em se estabelecer algoritmos de recorte
para os diversos objetos através de uma hierarquia levando em conta a complexidade da
geometria e topologia do objeto.

• recorte de pontos;

• recorte de segmento de reta;

Figura 31. Recorte e compatibilidade topológica.
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• recorte de curvas poligonais;

• recorte de regiões poligonais.

O recorte de pontos é o nosso conhecido problema de classificação ponto-conjunto.
Como a janela é um retângulo com lados paralelos aos eixos coordenados, a classificação
de pontos é fácil de ser resolvida usando uma simples comparação de coordenadas.

A literatura é abundante sobre métodos para recorte de segmentos de reta. O recorte de
curvas poligonais se reduz de modo óbvio ao recorte de segmentos de reta. O recorte de
regiões poligonais é mais delicado pois, conforme salientamos anteriormente, devemos
manter a topologia correta de cada região recortada.

Mais adiante teremos um capítulo inteiro dedicado ao problema de recorte.

9 Operações de Visualização

As operações constituídas pela transformação de tela, recorte e pela operação de rasteriza-
ção constituem a essência do processo de exibir objetos gráficos planares em dispositivos
do tipo matricial, conforme ilustramos com o diagrama mostrado na Figure 32.

Figura 32. Operações de visualização bidimensional.

A ordem em que as operações de recorte, rasterização e as transformações de tela
são efetuadas é de fundamental importância. Essa ordem está ligada a problemas de
eficiência computacional, bem como problemas de erros numéricos.

Esse problema significa uma decisão em determinar se fazemos o recorte no domínio
contínuo (universo matemático) ou no domínio discreto (universo de representação). Ou
seja: fazemos a rasterização antes ou depois do recorte? Recortar depois da rasterização
essencialmente reduz o problema de recorte ao problema de classificação ponto conjunto
(classificação das células). Por outro lado, o processo de rasterização pode ser computa-
cionalmente caro. Se a descrição da geometria do objeto for muito complexa o recorte no




