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2 Curvas espaciais

Uma curva paramétrica em R3 é uma aplicação g : I ⊂ R → R3. Portanto g fica
determinada por suas coordenadas

g(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ I.
Essas curvas têm uma grande variedade de aplicações em Computação Gráfica. Como
exemplos, na área de Modelagem elas são usadas como elementos auxiliares na cons-
trução de superfícies; na área de animação elas são utilizadas como trajetórias. O vetor
velocidade da curva g é definido pela derivada

g′(t) = (x ′(t), y ′(t), z′(t)).

3 Superfícies

Uma superfície topológicaé um subconjunto S do espaço euclidiano R3 que é localmente
homeomorfo ao plano euclidiano R2. Mais precisamente, para cada ponto p ∈ S existe
uma vizinhança esférica B3

ε (p) ⊂ R3 com centro em p, tal que o conjunto B3
ε (p) ∩ S é

homeomorfo ao disco aberto unitário.

B2
1 (0) = {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 < 1} (8.1)

do plano euclidiano (ver Figura 1). De modo intuitivo, essa definição diz que uma su-
perfície é obtida colando pedaços deformados do plano. Impondo diferentes tipos de
regularidade ao homeomorfismo que define S localmente, obtemos diferentes classes de
superfícies. Um tipo de regularidade muito comum consiste em exigir que o homeomor-
fismo seja um difeomorfismo, neste caso temos uma superfície diferenciável. Conforme
veremos posteriormente, as superfícies diferenciáveis são caracterizadas por possuírem
um plano tangente em cada ponto.

Devemos observar que a definição acima não considera superfícies com bordo. Ela
pode no entanto ser modificada para esse fim, considerando na definição além do disco
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Figura 1. Definição de uma superfície.
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S

(a) (b)

Figura 2. Vizinhanças de uma superfície (a); objetos geométricos que não são superfícies (b).

aberto do plano em (8.1), o semi-disco unitário

B̃2
1 (0) = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 < 1 e y ≥ 0},

do semi-plano {(x, y) ∈ R2 ; y ≥ 0}. Nesse caso nos pontos do bordo a vizinhança
B3
ε (p) ∩ S é homermorfa a B̃2

1 (0), e nos pontos do interior da superfície a vizinhança
B3
ε (p) ∩ S é homermorfa a B2

1 (0). Esse fato é ilustrado na Figura 2(a).
Todo o cuidado em se definir uma superfície tem por objetivo evitar que objetos

geométricos, tais como os dois objetos mostrados na Figura 2(b), que possuem “vértices”
ou interseções, sejam superfícies.

3.1 Descrição de uma Superfície

As superfícies são os objetos gráficos espaciais de dimensão 2. Existe uma certa seme-
lhança entre o estudo de superfícies de R3 e o estudo de curvas em R3. Essa semelhança
provém do fato de ambos têm a mesma codimensão 1 (codimensão é a diferença entre
a dimensão do espaço e a dimensão do objeto). Como no caso de curvas, existem ba-
sicamente dois métodos de descrever uma superfície: descrição paramétrica e descrição
implícita.

Superfícies Paramétricas

Uma superfície paramétrica S é descrita por uma transformação f : U ⊂ R2 → R3,
conforme mostramos na Figura 3. Geometricamente f define um sistema de coordenadas
curvilíneas bidimensional na superfície S = f (U).

Com a finalidade de evitar casos degenerados de superfícies paramétricas, devemos
impor algumas condições à função f . Uma condição natural é que f seja bijetiva no
interior do domínio U , e além disso, a sua derivada tem posto 2. Geometricamente, isso
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S

Figura 3. Superfície paramétrica.

significa que os vetores de derivadas parciais
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são linearmente independentes. Note que esses vetores constituem uma base vetorial do
plano tangente à superfície no ponto.

Exemplo 1 (Cilindro). Um cilindro é a superfície descrita como o conjunto dos pontos
do espaço equidistantes de uma reta, chamada de eixo do cilindro. A distância constante
ao eixo é o raio do cilindro. Tomemos o eixo como sendo o eixo-z do espaço R3, e
suponhamos que o cilindro tem raio R. Se (x, y, z) é um ponto do cilindro, então (x, y)
pertence a um círculo de raio R com centro na origem do plano xy. A parametrização
desse círculo é dada por

(x, y) = (R cos u,R sen u), u ∈ R.

Temos então uma parametrização do cilindro f : [0, 2π ] × R → R3,

f (u, v) = (R cos u,R sen u, v).

Essa parametrização introduz na superfície as chamadas coordenadas cilíndricas. (Na
realidade, variando o raio R introduzimos o sistema de coordenadas cilíndricas no espa-
ço R3. �

Superfícies Implícitas

Uma superfície implícita S ⊂ R3 é definida pelo conjunto das raízes de uma função
F : U ⊂ R3 → R. Ou seja,

S = {(x, y, z) ∈ U ; F(x, y, z) = 0}.
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S

Figura 4. Superfície de nível da função F .

Esse conjunto é indicado pela notação F−1(0), chamado de imagem inversado conjunto
{0} ⊂ R pela função F , e define uma superfície de nívelda função F . Essa definição
é ilustrada na Figura 4 onde a função implícita F está definida em um cubo de R3. É
comum chamar a uma função f : U ⊂ R3 → R de campo escalar(“scalar field”) em U

pois, semelhante a um campo de vetores, ela associa a cada ponto p ∈ U o escalar F(p).

Como no caso de superfícies paramétricas, devemos impor condições à função F a
fim de evitar que tenhamos superfícies degeneradas. Uma condição natural, análoga à
condição sobre a derivada no caso parametrizado, consiste em exigir que o vetor gradiente

grad(f ) =
(
∂F

∂x
,
∂F

∂y
,
∂F

∂z

)
,

não se anule nos pontos da superfície S = F−1(0).

Exemplo 2 (Cilindro). Um cilindro é a superfície descrita como o conjunto dos pontos
do espaço equidistantes de uma reta, chamada de eixo do cilindro. Tomemos o eixo como
sendo o eixo-z do sistema de coordenadas, e vamos supor que o cilindro tem raio R > 0.
Se (x, y, z) é um ponto do cilindro, então

||(x, y, z)− (0, 0, z)|| = R.
Daí segue-se que

x2 + y2 − R2 = 0.

Portanto o cilindro é definido implicitamente pela função F : R3 → R dada por

F(x, y, z) = x2 + y2 − R2.

O cilindro é uma superfície algébrica de grau 2, e é parte da família de superfícies
conhecidas pelo nome de quádricas. �
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Figura 5. Vetor tangente (a); vetor normal e plano tangente (b).

Conforme já observamos nos objetos planares, deve-se ficar atento para os seguintes
detalhes:

1. Nem toda superfície paramétrica define uma superfície topológica.

2. Nem toda equação implícita define uma superfície topológica.

3.2 Atributos geométricos das superfícies

Considere uma superfície S ⊂ R3 e um ponto p ∈ S. Um vetor v ∈ R3 é tangente
a S no ponto p se existe uma curva γ : (−1, 1) → S tal que γ (0) = p e γ ′(0) = v

(ver Figura 5(a)). Ou seja, v é o vetor velocidade de uma curva contida na superfície.
O conjunto de todos os vetores tangentes a S no ponto p forma o plano tangenteda
superfície S no ponto p, que indicamos por TpS. Um vetor n ∈ R3 é normal à superfície
S no ponto p se n é perpendicular ao plano tangente TpS de S em p (ver Figura 5(b)).

No caso de uma superfície paramétrica

f (u, v) = (f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v)),

o vetor normal a S é calculado usando o produto vetorial
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,
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Note que a exigência feita anteriormente de que a derivada da parametrização f tenha
posto 2 garante que o vetor normal não se anula.
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Figura 6. Sólido limitado por uma superfície.

1. Devemos resolver o problema de classificação ponto-conjunto para decidir se um
determinado ponto do espaço pertence ao sólido.

2. Essa representação não possibilita uma descrição de sólidos constituídos de matéria
não homogênea, que possuem uma densidade variável.

Solidos com densidade variável são muito comuns na área de imagens médicas pois
a densidade dos diversos tipos de tecido é variável (pele, osso, músculos etc.) Sólidos
representados pelo bordo no entanto são muito utilizados na área de engenharia mecânica
para modelar peças industriais.

Descrição Por funções Implícitas

Seja F : R3 → R uma função. F divide os pontos do espaço em três classes:

1. {(x, y, z) ∈ R3 ; F(x, y, z) > 0},
2. {(x, y, z) ∈ R3 ; F(x, y, z) = 0} = F−1(0),

3. {(x, y, z) ∈ R3 ; F(x, y, z) < 0}.

Geometricamente, o conjunto F−1(0) define uma superfície implícita M , e os outros
dois conjuntos definem o interior e o exterior de M . Se a superfície M for limitada, a
função F descreve um sólido cujo bordo é M . O sólido é formado pela região limitada
do espaço definida por F(x, y, z) < 0 ou F(x, y, z) > 0, juntamente com a superfície
M do bordo.

A função F resolve o problema de classificação ponto conjunto e fornece um método
computacional para calcular as regiões R1 e R2 do interior e do exterior dadas pelo
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1. Ti ∩ Tj é um vértice comum, ou

2. Ti ∩ Tj é uma aresta comum.

Note que essa definição é ipsis literis a mesma que foi dada para uma triangulação
do plano, simplesmente não exigimos que os triângulos estejam contidos no plano R2.
Vamos definir também uma triangulação 3D em R3 que será útil mais adiante.

5.2 Triangulação 3D

Uma lista Quatro pontos σ = (p0, p1, p2, p3) com pi ∈ R3, formam um tetraedroem
R3, se eles constituem uma base afim, ou seja, os vetores p1 − p0, p2 − p0 e p3 − p0

são linearmente independentes. Geometricamente, um tetraedro é uma pirâmide de base
triangular conforme mostramos na Figura 7.

Figura 7. Tetraedro do espaço R3.

Um tetraedro é pois um “triângulo volumétrico”. Os pontos p0, p1, p2 e p3 são
chamados de vértices do tetraedro. Os segmentos p0p1, p1p2 p0p2, p0p3, p1p3 e p2p3

são chamados de arestasdo tetraedro, e os triângulos�p0p1p2,�p0p1p3,�p1p2p3 são
chamados de facesdo tetraedro σ .

O tetraedro σ possui naturalmente um sistema de coordenadas definido pelas coorde-
nadas baricêntricas: um ponto p pertence a σ se, e somente se,

p = t0p0 + t1p1 + t2p2 + t3p3, onde 0 ≤ ti ≤ 1.

A lista (t0, t1, t2, t3) são as coordenadas baricêntricas do ponto (ver capítulo de geometria
para mais detalhes).

Uma triangulação 3Dou triangulação volumétricado espaço é um conjunto finito
{σ1, . . . , σn} de tetraedros tal que a interseção de dois tetraedros do conjunto é vazia, um
vértice, uma aresta ou uma face.
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(a) (b)

Figura 8. Triangulações que não são superfícies.

5.3 Superfícies Poliédricas

Queremos usar o conceito de triangulação 2D para definir o análogo de uma curva
poligonal para o caso de uma superfície. Uma superfície poliédricaé uma triangulação
do espaço que é uma superfície topológica. Como temos muitos graus de liberdade para
posicionar triângulos no espaço, devemos ter um certo cuidado ao definir uma superfície
poliédrica, de modo a garantir que a topologia do objeto triangulado tem a topologia
de uma superfície. As Figuras 8(a) e (b) mostram dois casos de objetos formados por
triângulos que desejamos evitar. Em (a) temos três triângulos com uma aresta comum.
Nenhuma vizinhança dos pontos dessa aresta é homeomorfa a uma vizinhança do plano
euclidiano. Em (b) temos dois tetraedros com um vértice comum. Nenhuma vizinhança
desse vértice é homeomorfa a uma vizinhança do plano. Como uma superfície deve
ser localmente homeomorfa ao plano, queremos evitar triangulações como as mostradas
nas Figuras 8(a) e (b). O caso em (a) pode ser evitado impondo a seguinte condição:
uma aresta é comum a no máximo dois triângulos.Quando essa condição é satisfeita, o
poliedro é chamado de pseudo-superfície. Numa pseudo-superfície ainda podem ocorrer
degenerescências como mostramos na Figura 8(b).

Uma pseudo-superfície que é localmente homeomorfa ao plano euclidiano é chamada
de uma superfície poliédrica. O homeomorfismo local exclui situações como as que
ilustramos na Figura 8(b). A Figura 9 mostra exemplos de superfícies poliédricas.

Por que superfícies? Por que Triângulos?

A nossa restrição em estudar superfícies vem do fato de que esse é um modelo de objeto
muito estudado em Matemática e portanto existe um grande número de resultados esse
modelo. As triangulações que foram uma superfície topológica também são mais fáceis
de serem representadas e manipuladas no computador.

Dito isso, não há porque excluir do nosso estudo objetos como os mostrados nas Fi-
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Figura 9. Superfície poliédrica.

guras 8(a) e (b) que podem ser úteis como modelos geométricos. Para isso precisaríamos
estudar a representação de objetos por estruturas trianguladas mais gerais que as super-
fícies. Essas estruturas são chamadas de complexos simpliciais. Esse estudo está fora do
escopo do livro.

Outro aspecto se refere ao fato que definimos superfícies poliédricas apenas com
faces triangulares, ao invés de utilizarmos faces com polígonos arbitrários. Essa decisão
foi motivada unicamente por razões de simplicidade. As faces triangulares apresentam
algumas vantagens:

1. Planaridade. Triângulos são sempre curvas poligonais planas.

2. Sistema de coordenadas.Um triângulo tem naturalmente associado um sistema
de coordenadas lineares (coordenadas baricêntricas).

3. Extensibilidade. As triangulações se estendem naturalmente para Rn com o con-
ceito de complexos simpliciais.

A planaridade dos triângulos facilitam enormemente os cálculos com as superfícies
poliédricas. Por outro lado, o sistema de coordenadas baricêntricas pode ser usado
para definir atribufos da superfície definindo-os nos vértices de cada triângulo e fazendo
interpolação nessas coordenadas. Devemos ressaltar que qualquer polígono pode ser
subdvidido em triângulos, portanto essencialmente nada estamos perdendo nessa decisão
de nos restringirmos a faces triangulares.

Para considerar superfícies poliédricas onde as faces são polígonos arbitrários devemos
exigir, como numa triangulação, que dois polígonos ou são disjuntos, ou se intersectam
num vértice ou numa aresta. Usaremos o termo superfície poliédrica nesse sentido mais
geral. Quando é necessário enfatizar que os polígonos das faces são triângulos, usamos
o termo superfície triangulada.
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(a) (b)

Figura 10. Grafo dos vértices (a); Grafo dual (b).

5.4 Codificação de Superfícies Poliédricas

Nesta seção vamos tratar do problema de codificar as diversas estruturas geométricas e
topológicas de uma superfície poliédrica. Essa codificação está diretamente relacionada
com a estrutura de dados associada à triangulação da superfície.

Codificação e Grafos

É importante observar que temos naturalmente diversos grafos associados a uma super-
fície poliedral. Desses grafos os mais comuns são o grafo de vérticese o grafo dual.

Grafo dos vértices. Os vértices desse grafo são constituídos pela coleção de vértices dos
triângulos. Dois vértices estão conectados se, e somente se, eles são arestas de algum
triângulo da superfície. Noutras palavras, esse grafo é constituído pelos vértices e arestas
da superfície (ver Figura 10(a)).

Grafo dual. Os vértices desse grafo são formados pelos triângulos da superfície. Dois
vértices estão conectados se os triângulos correspondentes têm uma aresta em comum.
Na Figura 10(b) mostramos o grafo de vértices em linhas pontilhadas e o grafo dual em
linhas cheias.

O problema de estruturação da superfície poliédrica é portanto um problema de co-
dificação desses grafos. Vamos descrever alguns métodos de codificação. Usaremos a
piramide da Figura 4 para exemplificar cada método. Essa superfície possui 5 vértices, 5
faces e 8 arestas. Estudaremos três métodos de codificação:

1. codificação explícita,

2. codificação por lista de vértices e

3. codificação por listas de arestas.



252 CAPÍTULO 8: OBJETOS GRÁFICOS ESPACIAIS

Figura 11. Pirâmide quadrangular.

Codificação explícita

Esse método codifica explícitamente cada polígono da superfície fornecendo a lista de
vértices com suas coordenadas. No caso da superfície pirâmidal, a codificação é dada
pela tabela abaixo.

Codificação explícita
f1 = ((x1, y1, z1), (x5, y5, z5), (x2, y2, z2))

f2 = ((x3, y3, z3), (x2, y2, z2), (x5, y5, z5))

f3 = ((x3, y3, z3), (x4, y4, z4), (x5, y5, z5))

f4 = ((x1, y1, z1), (x4, y4, z4), (x5, y5, z5))

f5 = ((x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3), (x4, y4, z4))

Essa codificação tem a vantagem de ser extremamente simples, entretanto essa sim-
plicidade está associada a algumas desvantagens. Uma delas é o fato de não levarmos em
consideração que em geral os vértices são partilhados por dois ou mais triângulos. Essa
redundância da codificação dos vértices cria dois problemas:

1. Ocupa um espaço de armazenamento desnecessário;

2. Operações geométricas com os triângulos podem introduzir erros numéricos nas
coordenadas. Como os vértices são processados independentemente, esses erros
fazem com que vértices iguais possam possuir coordenadas diferentes.

3. Na visualização da malha poligonal, cada aresta compartilhada é desenhada duas
vezes o que é ineficiente e incoveninente.

Quando estamos manipulando um modelo geométrico no computador necessitamos
de informações topológicas e geométricas sobre o modelo. Desse ponto de vista, a repre-
sentação da superfície é vista como um banco de dados geométrico que recebe diversos
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(a) (b) (c)

Figura 12. Representações poliedrais de uma face humana.

domínio U da parametrização. Com efeito, se �i é um triângulo de U , com vértices
�i = (pi1, pi2, pi3), então as imagens f (pi1), f (pi2) e f (pi3) dos vértices de �i

pela parametrização f são os vértices de um triângulo que aproxima a superfície S. A
estruturação da triangulação de S é exatamente a mesma utilizada na triangulação de U .

Representações poliédricas são muito comuns. Os cinco poliedros regulares (polie-
dros platônicos) são exemplos clássicos de representações de uma esfera. A representação
de uma superfície por uma aproximação poligonal é bastante intuitiva, e exemplos dessa
representação fora da arena da computação gráfica existem há muitos anos. A Figu-
ra 12(a) ilustra a representação poliédrica de uma face humana produzida em 1519 pelo
artista alemão Albrecht Dürer. As Figuras Figura 12(b) e (c) mostra representa’c oes
poli’edricas da face humana usando hexágonos e triângulos.

6.2 Representação por subdivisão paramétrica

Uma superfície topológica S é dita paramétrica por partesse existir uma decomposição
S = ∪Si de S em sub-superfícies Si , de modo que cada superfície Si é descrita por uma
parametrização ϕi : U → Si .

Um exemplo de uma parametrização por partes é dado por uma superfície poliédrica
S. Com efeito, S é uma união de triângulos �i , e cada triângulo � = P0P1P2 possui
naturalmente associado um sistema de coordenadas baricêntricas. Desse modo, todo
ponto P ∈ � pode ser escrito de modo único na forma

P = λ0P0 + λ1P1 + λ2P2.

As coordenadas baricêntricas formam naturalmente uma parametrização de cada triângulo
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Figura 13. Representação por subdivisão paramétrica.

da superfície. Portanto uma representação poligonal triangular define uma superfície que
é linear por partes.

A parametrização por partes é na realidade um método de representação, chamado de
representação por subdivisão paramétricaou representação por retalho(“patch repre-
sentation”):

1. A superfície S é decomposta em sub-superfícies Si de modo que cada sub-superfície
possui uma descrição paramétrica.

2. Cada sub-superfície Si é representada, juntamente com uma estruturação da de-
composição de S nas sub-superfícies Si .

3. A reconstrução de S é feita utilizando a estruturação da decomposição, juntamente
com um método de reconstruir a parametrização de cada retalho Si .

A Figura 13 mostra uma representação de um fusca usando uma subdivisão paramétri-
ca. A subdivisão paramétrica utilizada nessa ilustração é o caso mais comum: definimos
na superfície uma malha quadrangular de pontos conforme mostramos na Figura 14(a).
Cada elemento quadrangular da malha representa sub-superfícies da representação e cada
uma dessas superfícies pode ser descrita parametricamente. Na Figura 14(b) mostramos
uma sub-superfície da malha. Note que a própria estrutura de malha define uma estrutu-
ração de um “reticulado curvilíneo” das diversas sub-superfícies.

Observando a sub-superfície da malha na Figura 14(b) temos oito elementos: quatro
vértices p00, p01 p11, e p01, e quatro curvas da fronteira pu0, pu1, p1v, e p0v. Temos de
imediato três métodos de representação de cada retalho Si :

1. Representação pelos vértices;
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Figura 14. Malha quadrangular (a); retalho da malha (b).

2. Representação por duas curvas da fronteira;

3. Representação pelas quatro curvas da fronteira.

Para cada tipo de representação da sub-superfície da malha devemos descrever o
método de reconstrução associado. Vamos descrever alguns desses métodos nas seções
seguintes:

Representação pelos vértices.

Nessa representação utilizamos a seqüência p00, p01 p11, e p01, dos quatro vértices para
representar a sub-superfície. Devemos nesse caso ter um método de reconstruir o retalho
original (ou uma aproximação dele) a partir dos quatro vértices.

A reconstrução do retalho a partir dos quatro vértices se reduz ao seguinte problema:
Considere o quadrado unitário[0, 1]2 = [0, 1] × [0, 1] e quatro pontosA, B, C andD
do espaçoR3. Os valores de uma transformação nos vértices do quadrado são dados
por

T (0, 0) = A, T (1, 0) = B, T (1, 1) = C, T (0, 1) = D. (8.3)

Obter uma método de interpolação de modo a estender a transformação para todo o
quadrado.

Devemos determinar uma parametrização T : [0, 1]×[0, 1] → R3 satisfazendo (8.3).
Claro que a solução desse problema não é única. Por outro lado, interpolação linear não
resolve o problema se os pontos não são coplanares. Uma transformação polinomial
do segundo grau que fornece uma solução ao problema pode ser obtida pelo método de
interpolação bilinear
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Figura 15. Interpolação bilinear.

A parametrização por interpolação bilinear é obtida fazendo duas interpolações line-
ares. Conforme ilustramos na Figura15, primeiro nos interpolamos nos lados AD e BC
obtendo os pontos P e Q

P = (1− v)A+ vD,
Q = (1− v)B + vC.

Em seguida, interpolamos o segmento PQ usando o parâmetro u:

T (u, v) = (1− u)P + uQ.
A transformação final é dada por

T (u, v) = (1− u)[(1− v)A+ vD] + u[(1− v)B + vC]
= (1− u)(1− v)A+ (1− u)vD + u(1− v)B + uvC.

Essa parametrização pode ser escrita usando notação matricial

T (u, v) = (1− u u
) (A D

B C

)(
1− v
v

)
.

É fácil o leitor verificar que uma parametrização bilinear f : [0, 1] × [0, 1] → R3

é definida por f (u, v) = (f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v)), onde cada função coordenada
fi : [0, 1]×[0, 1] → R é um polinomio de grau 2 nas variáveis u e v. Mais precisamente,

fi(u, v) = aiuv + biu+ civ + di.
As propriedades abaixo da interpolação bilinear são facilmente obtidas a partir da

definição e da interpretação geométrica:
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• Se os pontos A, B, C e D são coplanares, o retalho obtido é um quadrilátero.

• Segmentos de reta horizontais e verticais do plano (u, v) são transformados em
segmentos de reta.

• Outros segmentos do plano (u, v) são transformados em curvas do segundo grau
(hipérboles).

• Uma subdivisão uniforme dos lados do quadrado unitário no domínio é levada em
uma subdivisão uniforme dos lados do retalho.

A reconstrução por interpolação bilinear tem a desvantagem de aproximar as curvas
da fronteira do retalho por um único segmento de reta.

Representação por duas curvas da Fronteira

Nessa representação utilizamos o par (pu0, pu1) ou (p0v, p1v) das curvas da fronteira do
retalho na representação. A reconstrução associada exige um método de interpolação das
duas curvas para criar o retalho original (ou uma aproximação dele). Uma técnica simples
consiste em fazer interpolação linear entre as duas curvas. Essa técnica é chamada de
lofting, e é ilustrada na Figura 16(a).

Na reconstrução por lofting duas das curvas da fronteira do retalho original são apro-
ximadas por um único segmento de reta na reconstrução. Para resolver esse problema,
podemos usar uma representação pelas quatro curvas da fronteira.

Representação por Quatro Curvas da Fronteira

Nesse método a representação do retalho é feita através da especificação das quatro curvas
do bordo pu0, pu1, p0v e p1,v (ver Figura 16(b)). Devemos ter naturalmente associado a

(a) (b)

Figura 16. Reconstrução com lofting (a); curvas de fronteira (b).
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(a) (b) (c)

Figura 17. Lofting vertical (a), e horizontal (b).

Soma dos dois Loftings. Nesta etapa somamos as operações de lofting horizontal e
vertical das duas etapas anteriores. Obtemos a parametrização

C̃(u, v) = (1− v)pu0(u)+ vpu1(u)+ (1− u)p0v(v)+ up1v(v). (8.5)

Observe que o bordo

C̃(0, v) = (1− v)p00 + vp01 + pov(v),
dessa parametrização, é formado pela curva p0v do bordo somada a uma interpolação
linear (1 − v)p00 + vp01 dos vértices p00 e p01. Resultado análogo vale para as outras
curvas do bordo C̃(1, v), C̃(u, 0), e C̃(u, 1).

Subtração bilinear. Subtraindo da parametrização C̃(u, v) a parametrização bilinear
B(u, v) definida pelos vértices p00, p01, p10 e p11, obtemos a parametrização

C(u, v) = C̃(u, v)− B(u, v),
que satisfaz todas as nossas exigências na equação (8.4). Além disso, é fácil de ver que a
transformação acima se reduz a um retalho bilinear quando as curvas do bordo são seg-
mentos de reta. Essa parametrização é chamada de retalho de Coons(veja Figura 17(c)).

Observamos que se as curvas do bordo p0v(v), p1v(v), pu0(u), pu1(u) são curvas
planas, a imagem da parametrização de Coons também está contida no plano, portanto
C(u, v) define uma transformação do plano C : [0, 1] × [0, 1] → R2.

A Figura 18(a) mostra um conjunto de sete curvas c1, . . . , c7. A superfície mostrada
em (b) foi construída usando dois retalhos de Coons: o primeiro retalho é definido pelas
curvas c1, c2, c3 e c4, enquanto que o segundo retalho é formado pelas curvas c4, c5, c6 e
c7.
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(a) (b)

Figura 18. Superfície definida por retalhos de Coons (Coelho, 1998).

6.3 Representação e continuidade

Nos métodos de representação por subdivisão paramétrica, onde a superfície S é sub-
dividida em sub-superfícies Si , i = 1, . . . ,M , a reconstrução de cada subsuperfície
paramétrica Si é feita separadamente. Um problema importante consiste em controlar o
grau de regularidade da colagem dos diversos elementos Si de modo a obter a superfície
S. Essa regularidade depende do método de reconstrução utilizado. Diversos tipos de
regularidade são exigidos em diferentes aplicações.

No caso de uma representação linear por partes (superfície poligonal) devemos exi-
gir pelo menos a continuidade da superfície reconstruída, de modo a evitar rachaduras
conforme mostramos na Figura 19.

Um caso bastante comum ocorre quando a sub-superfície parametrizada Si é recons-
truído utilizando polinômios de graun, n ≥ 1. Nesse caso, é natural exigir que a superfície
reconstruída seja de classe Cn−1.

As diversas famílias clássicas de splines (B-splines, Bezier etc.) possibilitam atender

Figura 19. Colagem com descontinuidade.
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dos cubos do reticulado forneça uma triangulação do espaço. Existem vários métodos
de triangular um cubo satisfazendo essa condição. Vamos descrever três desses métodos
em seguida.

Um método simples consiste nas etapas:

1. Tomamos o centróide O do cubo;

2. Construimos seis pirâmides quadrangulares cujo vértice éO e cuja base é uma das
faces do cubo.

3. Subdividimos cada uma dessas pirâmides em dois tetraedros, obtendo uma trian-
gulação do cubo por doze tetraedros.

Fazendo a subdivisão das pirâmides em tetraedros de forma coerente em cubos adjacentes,
obtemos uma triangulação do espaço.

Um segundo método de triangulação pode ser obtido como segue (ver Figura 20):

1. Inicialmente fixamos uma diagonal d do cubo, e tomamos sua projeção em cada
uma das faces do cubo. Determinamos assim dois triangulos em cada face.

2. Cada um desses triângulos, juntamente com o vértice da diagonal d que não lhe
pertence, forma um tetraedro. No total otemos uma triangulação do cubo com seis
tetraedros conforme mostrado na Figura 20.

Essa triangulação é chamada de triangulação de Coxeter-Freudenthal-Kuhnou trian-
gulação CFK. Os tetraedros nessa triangulação são dados por

(v0, v1, v3, v7), (v0, v1, v5, v7),

(v0, v2, v3, v7), (v0, v2, v6, v7),

(v0, v4, v5, v7), (v0, v4, v6, v7).

Figura 20. Triangulação CFK do cubo.
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Figura 21. Triangulação do cubo com cinco tetraedros.

No terceiro método obtemos uma triangulação com apenas cinco tetraedros conforme
mostramos na Figura 21. Inicialmente construímos quatro tetraedros tomando para cada
tetraedro um dos vértices v7, v1, v3 e v4, juntamente com os três vértices adjacentes.
Removendo esses tetraedros do cubo, o sólido que resulta é um outro tetraedro com
vértices (v0, v2, v5, v6).
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Localização do problema

Usando triangulação um método adequado para localizar o problema consiste em fazer
uma linearização em cada tetraedro. Com efeito, usamos o seguinte resultado: se o diâ-
metro de cada tetraedro da triangulação é suficientemente pequeno, e a função implícita
F é suficientemente regular, entãoF pode ser aproximada por uma função afim em cada
tetraedro.

A solução local do problema se reduz a resolver uma equação linear para cada tetra-
edro. A aproximação afim pode ser obtida usando coordenadas baricêntricas conforme
explicamos em seguida.

Sejam p0, p1, p2 e p3 os vértices de um tetraedro arbitrário σ da triangulação. Usando
coordenadas baricêntricas, todo ponto p ∈ σ pode ser escrito na forma

p = λ0p0 + λ1p1 + λ2p2 + λ3p3,

onde λ0 + λ1 + λ2 + λ3 = 1, e λi ≥ 0. Definimos em σ a função F̃ : σ → R, pondo
F̃ (pi) = F(pi) nos vértices do tetraedro, e

F̃ (p) = λ0F̃ (p0)+ λ1F̃ (p1)+ λ2F̃ (p2)+ λ3F̃ (p3),

nos outros pontos de σ .
Se o diâmetro de σ é pequeno, e F tem boas propriedades de regularidade, então F̃

aproxima F em σ . Nesse caso, a superfície S = F−1(0) é aproximada pela superfície
F̃−1(0). A vantagem dessa aproximação é que o cálculo de F̃−1(0) se reduz à solução
de sistemas lineares em cada tetraedro σ da triangulação.

Geometricamente, a solução da equação F̃−1(0) em cada tetraedro fornece um tri-
ângulo ou um quadrilátero, conforme ilustramos na Figura 22. Como F̃ é contínua, a
solução de F̃−1(0) consiste em colar esses triângulos e quadriláteros, obtendo uma apro-
ximação poliédrica. Claro que para obtermos uma triangulação devemos subdividir cada
quadrilátero em dois triângulos.

Figura 22. Imagem inversa de F̃ em cada tetraedro.
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Figura 23. Superfície “blob” triangulada (a); imagem do cérebro humano poligonizado (b).

A estruturação das soluções lineares locais para obter a triangulação global da super-
fície implícita, segue naturalmente da estruturação da triangulação.

Na Figura 23(a) mostramos a triangulação de uma superfície implícita do tipo “blob”.
Em (b) mostramos a imagem de um modelo poligonizado de um cérebro humano.

Comentários finais

Por que não utilizar a decomposição original do espaço em cubos, ao invés de subdividí-
los em tetraedros? Podemos dar duas razões para esse fato. A geometria da interseção de
um plano com um tetradro é mais simples do que com um cubo. Além disso a linearização
do problema no cubo é mais difícil devido à ausencia de coordenadas baricêntricas.

Uma outra estratégia para resolver o problema em cada tetraedro consiste em resolver
inicialmente a equação F(x, y, z) = 0 em cada aresta do tetraedro (um problema unidi-
mensional). Usamos então essas soluções como vértices dos triângulos que aproximam a
superfície no tetraedro, temos apenas que fazer a conectividade desses vértices da forma
correta estudando os diferentes casos.

Ressaltamos que a solução pioneira do problema de triangulação de superfícies im-
plícitas em Computação Gráfica utilizou uma subdivisão por cubos ao invés de uma
triangulação. Por essa razão esse algoritmo é conhecido pelo nome de marching cubes.
O algoritmo resolve a equação implícitaF(x, y, z) = 0 em cada aresta do cubo (problema
unidimensional) de modo a descobrir os pontos do cubo que são candidatos a vértices dos
polígonos. Uma vez calculados esses pontos, se utiliza uma tabela de conectividade para
determinar a topologia correta da superfície poliedral no cubo. O método de “marching
cubes” foi introduzido na literatura em (Lorensen & Cline, 1987), na GE, para obter
uma representação por bordo a partir de uma descrição volumétrica com o objetivo de
utilizar na área de imagens médicas. Como é comum em algumas descobertas científicas,
a técnica de poligonização usando a triangulação CFK surgiu de forma independente na



SEÇÃO 8: REPRESENTAÇÃO DE OBJETOS VOLUMÉTRICOS 269

Figura 24. Aumento da resolução do reticulado.

literatura em (Allgower & Schmidt, 1985).
A Figura 24 mostra o efeito do aumento da resolução do reticulado na solução do

problema de poligonização de superfícies implícitas. Com baixa resolução obtemos um
modelo com a topologia incorreta e com 70 faces; com o aumento da resolução chegamos
numa boa aproximação da geometria (o último modelo à direita possui 27000 faces). Esse
exemplo foi calculado com o método de “marching cubes”.

Uma outra solução para o problema de representação por bordo de superfícies implí-
citas utilizando aproximações paramétricas, consiste em aproximar a função f em cada
elemento (cubo ou tetraedro) por retalhos polinomiais, obtendo desse modo representa-
ções com melhor regularidade.

8 Representação de Objetos Volumétricos

Um objeto volumétrico é um sólido 3D. Uma boa representação analítica é defini-lo
por uma função implícita. Para fins de ilustração, é conveniente considerar uma imagem
como sendo um objeto volumétrico 2D, onde os valores de cor dos pixels representam a
densidade do sólido.

Nesta seção vamos descrever alguns métodos de representar objetos volumétricos. Os
principais métodos de representação de objetos volumétricos são:

• Representação por bordo.

• Representação por decomposição..

8.1 Representação por bordo

A idéia da representação por bordo se baseia no Teorema de Jordan o qual afirma que o
sólido fica determinado pela superfície do seu bordo. Entretanto devemos observar que
esse fato só se aplica se o sólido não possui atributos que variem em seu interior. Como
exemplo, se ele tem uma função de densidade variável não conseguiremos representa-la
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matricial de imagens). Definimos partições uniformes dos eixos coordenados

{k�x; k = 0, . . . , m},
{k�y; k = 0, . . . , n} e

{k�z; k = 0, . . . , p},

e através delas obtemos um reticulado do espaço fazendo o produto cartesiano dessas
partições.

Cada célula do reticulado (chamada voxel) define um paralelepípedo do espaço. Essa
célula traz informações sobre a densidade do sólido, além de outros atributos do objeto.
A representação do objeto se reduz à sua representação em cada uma das células do
reticulado. Isso pode ser feito utilizando algum processo de amostragem.

Um objeto gráfico volumétrico dado por uma representação matricial é o análogo
tridimensional de uma imagem, onde os voxels desempenham o papel dos pixels. Por
essa razão, um objeto volumétrico representado em forma matricial é também chamado
de imagem 3D.A representação matricial de um objeto volumétrico é também chamada de
representação volumétrica. A Figura 25(a) mostra a representação matricial de um toro
sólido. Na Figura 25(b) mostramos a representação matricial de um crâneo (a imagem
tem baixa resolução e os voxels são claramente perceptíveis).

A representação matricial é largamente utilizada em objetos volumétricos, por essa
razão é muito comum na literatura considerar um objeto volumétrico como sendo um
sólido dado por sua matriz de representação. A conceituação de objeto volumétrico dada
neste capítulo é bem mais abrangente e flexivel.

(a) (b)

Figura 25. Representação matricial: toro sólido (a); crâneo humano (b).
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Representação não-Uniforme

A representação por voxels de objetos volumétricos são largamente utilizadas por três
duas razões principais:

• Diversas técnicias de processamento e análise de imagens podem ser estendidas
para o caso de objetos volumétricos.

• A visualização da representação matricial é mais fácil devido à sua estruturação
simples.

• Essa é a representação utilizada pela grande maioria dos equipamentos que faze
captura de objetos volumétricos.

Representações mais robustas que se utilizam de métodos de decomposição adaptati-
vos e não-uniformes podem ser utilizados com muita vantagem. Em particular, podemos
mencionar a representação adaptativa que se utiliza de voxels de diferentes dimensões.
A Figura 26(a) mostra a representação de uma imagem usando quadtrees. Essa repre-
sentação se estende para objetos volumétricos utilizando octrees. A Figura 26(b) mostra
uma representação adaptativa de uma imagem onde tanto as dimensões dos elementos
da decomposição quanto a sua geometria são variáveis. (esses elementos são células do
Voronoi).

Para cada tipo de aplicação deve-se procurar a descrição e representação mais adequada
de um objeto gráfico. Em geral, representações não-uniformes permitem uma melhor
adaptação dos dados, porém são mais complexas de serem manipuladas.

(a) (b)

Figura 26. (a) Representação por quadtree. (b) Representação com células de Voronoi (Gomes
et al. , 1998).
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8.3 Conversão Entre Representações

Métodos de conversão entre diferentes representações desepenham um papel importante
no desenvolvimento de algoritmos. Esses métodos permitem obter a representação mais
conveniente para cada tipo de algoritmo. No entanto essa conversão é um problema em
geral muito difícil em Modelagem Geométrica.

Dois problemas de grande importância são a conversão da representação por bordo
para uma representação matricial, bem como o problema de obter a representação por
bordo a partir de uma descrição volumétrica (“boundary evaluation”).

Representação por Bordo para Matricial

Uma representação por bordo correta de um sólido deve fornecer um método de resolver o
problema de classificação ponto-conjunto para o sólido. De um ponto de vista matemáti-
co, isso significa que devemos prover um método para calcular a função característica do
sólido definido pela equação (8.2). Usando o algoritmo classificação ponto-conjunto jun-
tamente com uma versão tridimensional de um algoritmo de rasterização (veja (Kaufman,
1994)), podemos calcular uma representação matricial do sólido.

O problema de classificação ponto conjunto pode ser resolvido fazendo uma impliciti-
zação do sólido. Ou seja, obtemos uma função implícita F : R3 → R tal que a superfície
do bordo seja descrita por S = F−1(0), e o sólido seja descrito pela desigualdade f ≤ c.
Existem muitas escolhas para a função f , como ilustramos na Figura 27, onde o segmento
AB é definido por f ≥ 0.5, g ≥ 0.5 ou h ≤ 0.5.

A função distância orientada tem sido usada na literatura como uma escolha da função
implícitaf : para cadap ∈ R3, f (p) é a distância euclidiana orientada dep até a superfície
S que descreve o bordo do sólido. A função distância também tem sido utilizada como uma
ferramenta efetiva na descrição de objetos volumétricos implícitos (veja (Bloomenthal
et al. , 1997)).

Figura 27. Descrições implícitas distintas do “sólido unidimensional” AB.
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importante.
Uma outra direção é na representação de objetos volumétricas utilizando wavelets,

bem como representaçÕes por subdivisão adaptativa do espaço (e.g. octrees). O problema
de reconsrução de objetos a partir de amostras esparsas (“scattered data interpolation”)
está diretamente relacionado com os diversos métodos e técnicas deste capítulo, além de
ter grande importância em diversas aplicações.

10 Exercícios

1. Defina uma curva topológica em R3.

2. Discuta o problema da descrição paramétrica de objetos volumétricos.

3. Dados os quatro vérticesA = (a1, a2), B = (b1, b2), C = (c1, c2) eD = (d1, d2), de
um quadriláteroQ do plano, determine a transformação bilinear f : [0, 1]×[0, 1] → Q.
(Sugestão: Use o fato de que f = (f1, f2) onde cada fi é um polinomio de grau 2.)

4. Determine, com detalhes, as tabelas de faces, arestas e vértices dos cinco sóli-
dos platônicos que mostramos na figura abaixo (tetraedro, cubo, octaedro, icosaedro e
dodecaedro).

5. Chamamos de normade uma triangulação ao valor máximo dos diâmetros dos círculo
circunscritos aos triângulos da triangulação.

a) Descreva pelo menos seis métodos de triangular a esfera usando triangulações que
satisfazem à seguinte propriedade: à medida que o número de triângulos cresce,
a norma da triangulação decresce e se aproxima de 0. (Sugestão: lembre dos
poliedros platônicos.)

b) Defina um critério para definir o que é uma “boa triangulação” e escolha dentre as
triangulações da esfera no item (a) qual a melhor segundo esse critério. (Sugestão:
devemos evitar triângulos finos e alongados numa triangulação.)

6. Defina uma transformação trilinear. Descreva uma solução para o problema de
interpolação de dados esparsos volumétricos usando interpolação trilinear.


