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Figura 1. Hierarquia de uma casa.

desse fato pode ser dado por uma corrente pendurada pelos dois extremos.
Podemos dividir os vínculos em duas classes: vínculos geométricos e vínculos físicos.

Vínculos geométricos. O vínculo geométrico é definido por uma relação de contato
entre os objetos vinculados. Uma articulação, por exemplo, pode ser utilizada como um
vínculo geométrico entre dois objetos, criando uma estrutura articulada com maior poder
de movimentação no espaço. O braço de um robô é um exemplo prático da utilização de
um vínculo geométrico entre dois objetos.

Vínculos físicos. Campos de forças de atração ou repulsão podem ser aplicados a objetos
geométricos, estabelecendo um vínculo dinâmico entre eles. Desta forma, a proximidade
entre os objetos é definida por uma função que pode variar ao longo do tempo. Um
exemplo prático desse tipo de vínculo é o sistema planetário, onde a distância entre os
dois corpos é modelada segundo a força gravitacional que existe entre eles. Em um outro
exemplo, a simulação de um sistema massa-mola é feita estabelecendo-se uma função

(a) (b)

Figura 2. Braço de um robô (a) e “end-effector” (b)(da Silva, 1998).
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Figura 3. Junta de revolução (a) e junta esférica (b).

o espaço SO(3) possui dimensão 3, dizemos que a junta esférica possui três graus de
liberdade.

Em geral um objeto articulado com n juntas possui d = 3+∑n
j+1 DOF(j) graus de li-

berdade, onde DOF(j) é o número de graus de liberdade da j -ésima junta.2 Os três graus
de liberdade adicionais correspondem ao posicionamento da estrutura no sistema de co-
ordenadas do espaço. Portanto o movimento da estrutura fica parametrizado num espaço
de dimensão d , chamado espaço de estadosou espaço de configuraçãodo objeto articu-
lado. Usando ângulos de Euler vemos que o espaço de estados pode ser parametrizado
por M = R3 × S1 × · · · × S1, onde cada círculo S1 corresponde a um grau de liberdade
descrito através de um ângulo de Euler. Para cada estado (x, y, z, θ1, . . . , θd) ∈ M ,
temos uma configuração ϕ(x, y, z, θ1, . . . , θd), do objeto articulado em R3.

A parametrização por ângulos de Euler é local e pode trazer problemas. Podemos obter
uma representação global da hierarquia representando as juntas esféricas por quatérnios
unitários. Nesse caso o espaço de representação dos movimentos dessa junta é a esfera
unitária S3 ⊂ R4. Portanto o espaço de configuração é parametrizado por R3 × S1 ×
· · · × S1 × S3 × · · · × S3.

O número de graus de liberdade de uma estrutura articulada está intimamente asso-
ciado com o poder de movimentação da mesma no espaço. Em outras palavras, quanto
maior o grau de liberdade da estrutura, maior o número de configurações possíveis que
ela pode formar no espaço. Na Figura 4 podemos observar um exemplo de estrutura
articulada simples com duas juntas de revolução que permitem rotação em torno da base
cilindrica ou rotação em torno do eixo de articulação dos dois braços. Temos pois dois
graus de liberdade. É fácil verificar que o espaço de configuração é o toro, S1 × S1.
(No capítulo de coordenadas obtivemos a parametrização do espaço de configuração de
algumas estruturas com a geometria de um braço de robô.)

2DOF é o acrônimo de “Degrees of freedom”.
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Figura 4. Estrutura articulada com dois graus de liberdade.

2.1 Hierarquias, transformações e movimento

As hierarquias facilitam a implementação das transformações dos objetos. Tanto as trans-
formações de posicionamento da hierarquia, quanto as transformações de movimento.
Isso ocorre devido às regras de hereditariedade das transformações na hierarquia. No
caso da casa, podemos estabelecer uma regra de hereditariedade: uma transformação
aplicada à mesa é transmitida às cadeiras.

Podemos descrever o posicionamento de um objeto articulado utilizando um referen-
cial absoluto do espaço em relação ao qual fornecemos de modo explícito a posição e
orientação de cada parte rígida do objeto.

Quando a formação da hierarquia a partir de cada uma de suas partes é um problema
apenas posicional, esse método de posicionamento em coordenadas absolutas funciona
bem. No entanto a necessidade de especificação da posição de cada articulação torna
difícil garantir a integridade da conectividade do conjunto, pois pequenas variações na
posição de uma articulação podem destruir as ligações entre as diversas partes rígidas da
estrutura (Figura 5).

A organização da estrutura segundo um modelo hierárquico resolve o problema de
manter a integridade da estrutura. Nesse modelo definimos um sistema de coordenadas
locais a cada parte rígida da hierarquia. O posicionamento de cada parte é feita em seu
sistema de coordenadas, e o posicionamento global da estrutura é obtido fazendo mudança

Figura 5. Ruptura da estrutura de vínculo(da Silva, 1998).
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entre os diversos sistemas de coordenadas. Desta forma, apenas a articulação do topo
da hierarquia precisa ser posicionada no espaço, enquanto que o resto da estrutura é
posicionada mediante o uso de transformações locais de mudança de coordenadas. Desta
forma, ao aplicarmos uma transformação em uma articulação T, todas as articulações a
ele subordinadas na hierarquia serão afetadas por essa transformação. Ja estudamos esse
tipo de procedimento no capítulo 3 sobre mudança de coordenadas.

Para posicionar o objeto definido pela hierarquia, faz-se uma busca no grafo da hie-
rarquia, passando por todos os nós, concatenando todas as transformações encontradas
e aplicando essas transformações sucessivamente a cada sub-objeto da hierarquia en-
contrado de acordo com as regras de hereditariedade estabelecidas. A menos que seja
dito o contrário vamos adotar uma regra de hereditariedade simples: toda transformação
aplicada a um objeto se estende aos objetos a ele subordinados na hierarquia. A Figura 6
mostra a árvore de uma hierarquia com 3 end-effectors, 5 partes rígidas e 3 articulações.

Figura 6. Hierarquia, árvore e transformações.

Observe nessa hierarquia que cada parte rígida possui associada a transformação Ti
que faz a mudança entre o seu sistema de coordenadas e o sistema de coordenadas da parte
à qual ela está subordinada na hierarquia. Cada nóNi da árvore é portanto posicionado no
sistema de coordenadas global fazendo o produto das transformações Tj correspondentes
aos nós ascendentes até a raiz da árvore. Essa transformação deve ser aplicada em cada
parte rígida da hierarquia (nó da árvore) de modo a posicioná-la no espaço, e é chamada
transformação correntedo nó.

A cada sub-objeto encontrado ao percorrer a hierarquia, aplica-se a transformação
corrente de forma a obter o seu correto posicionamento no sistema de coordenadas do
espaço. Considere a árvore na Figura 6 onde enumeramos os nós deN1 aN6. Indicamos
a transformação de cada nó Ni por Ti . Considere o nó N5. Um caminho que vai desse
nó até a raiz é (N1, N2, N3, N5), e está indicado em negrito na figura. A transformação
corrente do nó N5 é T1T2T3T5. A figura mostra a transformação corrente de cada nó
intermediário desse caminho.
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Figura 7. Estrutura articulada com dois graus de liberdade.

Exemplo 1. Vamos estudar a hierarquia do braço mecânico mostrado na Figura 7(a). A
Figura 7(b) mostra os sistemas de coordenadas de cada parte rígida.

Tomamos como raiz da árvore a parte rígida da hierarquia que contém a base cilíndrica.
Podemos supor que o centro do cilindro está na origem de R3, e originalmente a base do
referencial dessa parte da hierarquia coincide com a base canônica. A mudança da base
canônica para o referencial do braço da base cilíndrica é dada por uma rotação de um
ângulo θ1 em torno do vetor e3

T1 =


cos θ1 − sen θ1 0 0
sen θ1 cos θ1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 .
A mudança do referencial da base cilíndrica para o referencial da segunda parte rígida é
feita por uma translação de comprimento d1, ao longo do novo eixo e2, seguida de uma
rotação de um ângulo θ2 em torno do vetor e1. A matriz é dada por

T2 =


1 0 0 0
0 1 0 d1

0 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 cos θ2 − sen θ2 0
0 sen θ2 cos θ2 0
0 0 0 1

 =


1 0 0 0
0 cos θ2 − sen θ2 d1

0 sen θ2 cos θ2 0
0 0 0 1

 .
O posicionamento do braço é dado pelo produto T1T2. Esses cálculos estão detalhados
no estudo dessa hierarquia que fizemos no capítulo sobre sistemas de coordenadas. �

2.2 Hierarquia simplificada de um carro

Considere uma simplificação extrema da hierarquia de um carro, conforme mostrado
na Figura 8(a). Essa hierarquia é constituída por três partes: corpo do carro (B), pneu
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Figura 8. Carro (a) e árvore da hierarquia (b).

dianteiro (FW), e pneu traseiro (BW). A árvore da hierarquia é mostrada na Figura 8(b).
As juntas de articulação dos pneus com o corpo do carro são juntas de revolução.

Na Figura 8(c) mostramos o referencial do pneu dianteiro e traseiro, e na Figura 8(d)
mostramos o referencial do corpo do carro.

A transformação do sistema canônico do R2 para o sistema do corpo do carro é dada
pela translação T (0, 1). A transformação desse sistema para o referencial do pneu traseiro
é dada pela translação T (2, 0), seguida de uma rotação R(θ) de ângulo θ em torno da
origem do novo sistema. Portanto a transformação corrente do pneu traseiro é dada por
R(θ)T (2, 0). Analogamente, a transformação corrente da roda dianteira é R(θ)T (8, 0).
Note que o ângulo de rotação dos pneus dianteiro e traseiros são iguais.

A Figura 9(a) mostra a hierarquia do carro com as transformações. Para movimentar
o carro, devemos fazer uma translação horizontal no sistema de coordenadas do corpo.
Note no entanto que o comprimento a ser transladado depende do giro dos pneus. Na
realidade, se o pneu (dianteiro ou traseiro) gira de um ângulo θ , em radianos, o carro deve
se deslocar de um comprimento rθ , onde r é o raio do pneu. Portanto podemos aplicar a
translação T (rθ, 0) ao corpo do carro (raíz da árvore). A Figura 9(b) mostra a estrutura
completa da hierarquia.

O estudo da hierarquia do carro possui uma faceta interessante. Estamos utilizando
uma estrutura de árvore para representar a hierarquia do carro. Nesse caso o movimento
de cada parte da hierarquia, representada por um nó da árvore, não deve influenciar
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Figura 9. Carro e hierarquia.

as partes superiores da hierarquia. Observe no entanto que no caso do carro, o vetor
de translação usado no referencial do corpo (raiz da árvore) para movimentar o carro
depende do ângulo de rotação do pneu. Esse fato mostra que a estrutura de árvore não é
adequada para representar essa hierarquia.

Se o movimento do carro for modelado com base em leis da física, o pneu que possui
tração deve transmitir movimento para o corpo do carro, e, por conseqüencia, para todo o
carro. Uma representação correta da hierarquia do carro seria nesse caso dada pelo grafo
orientado mostrado na Figura 10.

Em conclusão, existem casos em que a estrutura da hierarquia de um objeto articulado
fica melhor representada por um grafo orientado que pode possuir ciclos, como no caso
do carro. Esse tipo de estrutura é muito comum quando o movimento do objeto articulado
é obtido mediante o uso de simulações físicas.

Figura 10. Grafo de uma hierarquia.
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3 Hierarquia do Corpo Humano

A modelagem do corpo humano é um tema de grande importância devido às inúmeras
possibilidades de aplicações entre as quais podemos mencionar:

1. A construção de atores virtuais;

2. Animação de personagens (Cartoon tridimensional);

3. Estudos de coreografia;

4. Análise de Coordenação de movimento (ortopedia);

5. Correção e aperfeiçoamento de movimento nos esportes.

6. Realidade virtual e vídeo games.

Como se pode ver, as possibilidades são grandes e cada uma das aplicações demanda
diferentes graus de complexidade na modelagem do corpo humano. Em todas as apli-
cações acima mencionadas, um fato importante é a necessidade de termos um controle
total dos movimentos do corpo humano com a finalidade de obter animações. O nosso
objetivo nesta seção é concentrar nossos esforços na modelagem da hierarquia do corpo
humano com essa finalidade. O esqueleto de um adulto possui 208 ossos (partes rígidas
da hierarquia) esses ossos, com suas diversas articulações, juntamente com os 501 mús-
culos, constituem o nosso aparelho locomotor (ver Figura 11). A representação dessa
hierarquia é uma tarefa complexa.

No entanto, a modelagem dos músculos e seus movimentos, que nos levaria a uma
simulação física do aparelho locomotor humano está fora de nossos propósitos.

Figura 11. Aparelho locomotor: musculos + esqueleto.
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Não estamos também interessados na modelagem de cabelo, da pele, no efeito de
deformação dos músculos e consequentemente da pele, e outros aspectos que caracterizam
o movimento do corpo humano como um todo. É claro que esses fatores são importantes
em determinadas aplicações. Como um exemplo, as diversas expressões faciais tais
como tristeza, alegria, depressão etc., estão diretamente ligadas à correta deformação
dos músculos da face. Entretanto estamos interessados em modelar apenas os aspectos
hierárquicos da locomoção humana. Para isso basta considerar apenas a hierarquia dada
pelo esqueleto (ver Figura 11).

3.1 Simplificando a hierarquia

As articulações que conectam os ossos possuem uma geometria extremamente compli-
cada, com diversos pontos de contato e inúmeros graus de liberdade para rotação e até
mesmo translação. Esse fato, juntamente com a grande quantidade de ossos, tornam a
representação da estrutura do esqueleto uma tarefa por demais complexa. No entanto,
em diversas aplicações necessitamos representar apenas uma simplificação substancial
dessa estrutura do corpo humano.

Além disso, devemos enfatizar que a estrutura básica do esqueleto com a qual vamos
trabalhar contém todos os elementos de modelagem necessários para estender a um estudo
de hierarquias mais complexas do esqueleto. A simplificação permite uma redução da
estrutura articulada do esqueleto humano, reduzindo o número de juntas bem como o
número de graus de liberdade de várias dessas juntas.

A Figura 12(a) ilustra a simplificação do esqueleto do braço e da mão. Note que nessa
estrutura simplificada a mão foi incorporada à parte inferior do braço de forma rígida
(sem junta de articulação), reduzindo todo o conjunto a um objeto articulado com duas
partes rígidas (parte superior e parte inferior do braço), e uma junta de revolução. Essa

θ
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Figura 12. Simplificação do braço (a) e da perna (b).
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Figura 13. Tronco simplificado, e juntas de conexão.

junta de revolução corresponde ao cotovelo, no entanto estamos reduzindo os graus de
liberdade para 1.

De modo análogo, podemos simplificar a perna considerando apenas a parte superior
(coxa) e incorporando o pé à parte inferior (ver Figura 12(b)). Obtemos assim uma
hierarquia com dois elementos rígidos, partes superior e inferior da perna, e uma junta
(joelho). Consideramos o joelho como uma junta de revolução (um grau de liberdade).

O tronco, Figura 13, é outra parte rígida da nossa estrutura simplificada, incorporando
clavícula, costelas, coluna e quadris. Além de uma junta de conexão com o pescoço (E), o
tronco mantém vínculos com os braços (A e B) e com as pernas (C e D). Enfatizamos que
em nosso modelo simplificado a junta E não é uma articulação dos segmentos AE e BE
da clavícula, mas apenas uma articulação do pescoço com o tronco. Noutras palavras, a
estrutura simplificada do tronco mostrada na Figura 13 é completamente rígida.

Definimos apenas um grau de liberdade para o tronco, que permite sua inclinação para
a frente e para trás, conforme mostrado na Figura 14(a).
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Figura 14. Grau de liberdade do tronco (a) e da cabeça (b).
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Figura 15. Graus de liberdade do braço (a), (b) e pernas (c) (d).

A cabeça e o pescoço também são considerados como uma parte rígida em nossa
simplificação do esqueleto, com uma junta esférica conectando o pescoço ao tronco. O
conjunto cabeça/pescoço pode então inclinar para qualquer direção. Podemos parametri-
zar essa orientação usando os ângulos de Euler: roll (inclinação da cabeça para os lados),
pitch (inclinação para a frente) e yaw (rotação da cabeça em torno do eixo vertical) (ver
Figura 14(b)).

Em nosso esqueleto simplificado, cada uma das juntas de conexão do tronco com
os braços possui dois graus de liberdade, permitindo o movimento angular de abertura
lateral dos braços (Figura 15(a)) e o movimento angular do braço para frente e para trás,
que corresponde ao balanço natural do braço (Figura 15(b)).

De modo análogo, cada uma das juntas de articulação das pernas com o tronco possui
dois graus de liberdade (Figura 15(b)). Esses dois graus de liberdade possibilitam o
movimento angular da perna para frente e para trás (c), bem como o movimento angular
lateral das pernas (d).

A Figura 16 mostra uma representação gráfica da estrutura simplificada do esqueleto.
Essa estrutura contém 10 partes rígidas com 9 juntas. Para referências futuras, vamos
batizar essa hierarquia simplificada do corpo humano de joe-stick.

A árvore da hierarquia de joe-stické mostrada na Figura 17, onde usamos a seguinte
convenção de nomes:

• Trunk – Tronco (clavícula, coluna vertebral, costelas e quadris.)

• Head – Cabeça (com o pescoço);

• LULeg (Left Upper Leg) – parte superior da perna esquerda;

• LLLeg (Left Lower Leg) – parte inferior da perna esquerda;
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Figura 16. Do sistema locomotor a joe-stick.

• RULeg (Right Upper Leg) – parte superior da perna direita;

• RLLeg (Right Lower Leg) – parte inferior da perna direita;

• RUArm (Right Upper Arm) – parte superior do braço direito;

• RLArm (Right Lower Arm) – parte inferior do braço direito;

• LUArm (Left Upper Arm) – parte superior do braço esquerdo;

• LLArm (Left Lower Arm) – parte inferior do braço esquerdo.

Os números ao lado de cada nó indicam o número de graus de liberdade disponíveis
para o movimento dessa parte. Temos um total de 16 graus de liberdade associados ao
posicionamento das partes rígidas. Necessitamos de mais três graus de liberdade para

Trunk

LULeg

2 2 2 2

1 1 1 1 3

1

RULeg RUArm LUArm

LLLeg RLLeg RLArm LLArm Head

Figura 17. Árvore da hierarquia de joe-stick.
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posicionar a hierarquia no espaço. Esse posicionamento é obtido mediante o posiciona-
mento do tronco, que é a raiz da hierarquia. Ficamos pois com um total de 19 graus de
liberdade.

Utilizando as simplificações citadas anteriormente, conseguimos criar no computa-
dor uma estrutura articulada que consegue simular, com um grau de fidelidade bastante
razoável, os movimentos do corpo humano.

A literatura de animação contém diversos exemplos de modelos simplificados do corpo
humano. Em todos os casos, o objetivo é o mesmo: obter uma representação simples,
capaz de ser manipulada e visualizada interativamente no computador, e que consiga
reproduzir, de maneira realista, os movimentos de seres humanos.

Como vimos anteriormente, o número de articulações (e, consequentemente, de graus
de liberdade) de uma estrutura articulada determina o seu poder de representação de
movimentos no espaço. No caso de estruturas articuladas que representam esqueletos
humanos, logicamente existe um limite no que diz respeito ao número mínimo de ar-
ticulações necessárias para representar com certa fidelidade os movimentos humanos,
dependendo da aplicação desejada. Apesar de não existir um número mínimo fixo es-
tabelecido na literatura, os diversos modelos simplificados do corpo humano existentes
utilizam entre 15 e 20 articulações.

A modelagem de Joe-stick

Diferentes modelos geométricos podem ser incorporados à hierarquia de joe-stick, com
o objetivo de obter diversos estilos de visualização. A Figura 18 mostra algumas dessas
possibilidades. É possível utilizar objetos mais complexos na representação visual do
ator virtual, tornando-o mais realista. Porém não estamos preocupados com aspectos
visuais do modelo.

Figura 18. Possíveis modelos do joe-stick(da Silva, 1998).
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3.2 Transformações correntes de joe-stick

O nosso referencial básico é o sistema de coordenadas cartesianas definido pela base
canônica {e1, e2, e3} do R3. Vamos agora definir o referencial de cada parte rígida de
joe-stickcom a finalidade de determinar as transformações correntes dessas partes.

A Figura 19(a) mostra uma uma vista explodida de joe-stick. Nessa figura mostramos
os 10 referenciais associados às partes rígidas do esqueleto. Note que nos braços orien-
tamos o vetor e3 apontando para a mão, e na perna fizemos uma orientação apontando
para os pés. Essa escolha, que é arbitrária, segue uma convenção usada em robótica
onde o vetor e3 no end-effector deve apontar para a extremidade onde não existe junta de
articulação. Desse modo, quando o end-effector se aproxima de um objeto ele o faz na
direção e3 do sistema de coordenadas locais.

Para determinar as transformações correntes de cada parte rígida de joe-stick, devemos
ter conhecimento das dimensões diversas. Essas dimensões são dadas na Figura 20: h1 é
a largura do ombro; h2 é a largura dos quadris; t0 é a altura do tronco; b1 é o comprimento
da parte superior do braço e p1 é o comprimento da parte superior da perna e p2 é o
comprimento da parte inferior da perna.
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Figura 19. Referenciais da hierarquia de Joe-stick.
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Figura 20. Dimensões de joe-stick.

Observe que para o movimento da hierarquia não precisamos do comprimento da parte
inferior do braço. Essa medida é necessária para atividades onde o braço deve alcançar
algum objeto no espaço (certamente ela é necessária para criar o modelo de joe-stick). Do
mesmo modo, o comprimento da parte inferior da perna só é necessario para posicionar a
estrutura adequadamente no plano. Vamos agora determinar as transformações correntes.
Acompanhe com a Figura 19(a).

Tronco

Vamos supor que o esqueleto é inicialmente posicionado na origem do espaço, apoiado
sobre o plano xy, e orientado de modo que a base canônica do R3 coincide com a base do
referencial do tronco. Portanto a origem do referencial do tronco é obtida pela translação
pelo vetor (0, 0, p1 + p2), e joe-stickestá olhando para a parte positiva do eixo-e1.

Levando em conta que o tronco possui um grau de liberdade para inclinação, isso se
traduz em uma rotação em torno do eixo-e2. Portanto a transformação corrente do tronco
é dada pela mudança de referencial da base canônica para o referencial do tronco, que
pode rotacionar em torno do vetor e2 para inclinar o tronco para frente ou para trás. A
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Perna Esquerda

A transformação da parte superior da perna esquerda é dada por

T(0, h2/2, 0)

R(e2, 180◦)
R(e2, θ14)

R(e1, θ15).

A seqüência de transformações da parte inferior é dada por

T(0, 0, p1)

R(e2, θ16).

4 Transformação corrente e estrutura de dados

Uma pergunta natural é saber qual a estrutura de dados mais adequada para implementar
as diversas transformações numa hierarquia.

Fazemos uma varredura em profundidade na árvore, visitanto todos os nós e aplicando
as transformações de forma a posicionar a hierarquia no espaço. Já observamos no
capítulo sobre sistemas de coordenadas que um modo natural e eficiente de implementar
uma seqüência de aplicações numa hierarquia é utilizando a estrutura de pilha. Isso porque
as transformações são aplicadas na ordem inversa em que são especificadas. Considere
a hierarquia representada na árvore da Figura 21.

Criamos uma pilha, e iniciamos a busca na raiz da árvore com a pilha vazia, e a
transformação corrente Tc = T1:

N1,

N2,

N N

NN

3 6

54

, ,

,,

T T

TT

3 6

54

T2

T1

Figura 21. Árvore de uma hierarquia.
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Figura 22. Quadtree.

Exemplo 3 (Hierarquia de volumes encaixantes).Não se deve confundir o conceito
de hierarquia de partições com o conceito de hierarquia de volumes encaixantes. Por
definição, numa hierarquia de volumes encaixantesao tomarmos um caminho qualquer
na árvore da hierarquia, desde a raiz até uma folha, obtemos uma seqüência de objetos
volumétricos encaixantes, i.e., O1 ⊃ O2 ⊃ O3 ⊃ · · · ⊃ On. Entretanto esses objetos
volumétricos não são necessariamente células de uma partição. Portanto toda hierarquia
de partições é uma hierarquia de volumes encaixantes, porém a recíproca está longe de
ser verdadeira. Entretanto devemos ressaltar que hierarquias de volumes encaixantes
também são muito utilizadas em Computação Gráfica. �

5.2 Propriedades e aplicações

Considere uma partição do espaço, juntamente com m objetos O1, . . . , Om. Além disso
vamos supor que cada um desses objetos está contido no interior de alguma célula da
partição (podendo ter mais de um objeto por célula). Nesse caso podemos enunciar duas
propriedades fundamentais da partição:

1. Qualquer objeto em uma célula não pode intersectar um objeto de outra célula;

2. Dada uma posição de visualização, os objetos contidos na mesma célula do obser-
vador são visíveis em relação aos objetos em qualquer outra célula.

Apesar de decorrerem trivialmente da definição de uma partição essas duas proprie-
dades constituem a base das diversas aplicações de partições em Computação Gráfica.
A primeira propriedade permite obter grande eficiência em operações em que devemos
determinar relações entre objetos em cena (e.g. recorte, operações booleanas, etc.); a
segunda propriedade pode ser explorada em operações de visibilidade (ou orientação) de
objetos do espaço.

O que uma hierarquia acrescenta às duas propriedades acima? Além das duas proprie-
dades das partições mencionadas acima, uma hierarquia explora na solução dos problemas
três outras propriedades: hereditariedade, nível de detalhee sequenciamento.
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Figura 23. Particionamento binário.

As árvores de particionamento são geradas a partir de uma propriedade geométrica
básica: um hiperplano h1 divide o espaço Rn em dois semi-espaços. (Como casos
particulares, uma reta divide o plano em dois semi-planos, e um plano em R3 divide o
espaço em dois semi-espaços.) O semi-espaço para o qual aponta o vetor normal do
hiperplano será indicado por h+1 e o outro por h−1 .

Dada uma região R do espaço, podemos usar a propriedade acima para gerar uma
operação de particionamento de R tendo como resultado duas regiões R+ = R ∩ h+1
e R− = R ∩ h−1 . Indicando por R0 = R ∩ h1, temos que R = R+ ∪ R− ∪ R0 (ver
Figura 23). O conjunto R0 é a fronteira de cada uma das regiões do particionamento.

Se ao invés de um hiperplano, tivermos uma lista de hiperplanos (h1, h2, . . . , hn)

podemos continuar o processo de particionamento binário de modo recursivo: usamos
o hiperplano h2 para particionar a região R+, o hiperplano h3 para particionar a região
R−, e assim sucessivamente. Ao parar o processo de subdivisão, as regiões não partici-
onadas são chamadas de células. A fronteira dessas células são formadas por partes dos
hiperplanos de particionamento. Como cada célula é obtida por interseções sucessivas
de semi-espaços, elas são poliedros convexos. (Claro que à medida que dividimos a
região R, dividimos também sua região complementar Rn − R.) Ilustramos o processo
na Figura 24, onde a região R é formada por dois triângulos que se intersectam ao longo
do bordo. Utilizamos as retas definidas pelos lados desses triângulos como retas de par-

a
a

b

be

e

d
d

c
c

Figura 24. Árvore de particionamento.
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ticionamento, formando a lista de retas separadoras (a, b, c, d, e). Pela escolha das retas
de particionamento, a união das células resultantes, juntamente com suas fronteiras, dá
exatamente a região R do plano definida pelos dois triângulos.

Do ponto de vista de estrutura, o processo de particionamento binário acima cria
uma árvore binária, chamada árvore de particionamentoou BSP-Tree(“Binary Space
Partitioning Tree”). Cada nó da árvore representa um hiperplano de particionamento, e
as folhas representam as diversas células da regiãoR ou da região complementar Rn−R.
Na Figura 24 mostramos também a árvore de particionamento.

No exemplo acima vemos que a árvore de particionamento pode ser utilizada para
representar a região R formada pelos dois triângulos. Com efeito, o problema de classi-
ficação ponto conjunto, que caracteriza a região, pode ser resolvido usando unicamente
a árvore (demonstre esse fato).

A Figura 25 ilustra uma outra construção de uma árvore de particionamento. Temos
quatro regiões planares poligonais O1,O2,O3,O4, e utilizamos três retas de particiona-
mento, (P1, P2, P3). Iniciamos a árvore de particionamento com a reta P1 que divide o
plano em dois semi-planos. O semi plano P+1 contém as regiões O1 e O2, e P−1 , contém
as regiões O3 e O4. Em seguida o semi-espaço P+1 é particionado pela reta P2 criando
duas células convexas: a célula P+2 contém a regiãoO1 e a célula P−2 contémO2. Analo-
gamente o plano P3 subdivide o semi-espaço P−1 em duas células uma contendo a região
poligonal O3 e a outra a região O4. No final do processo obtemos quatro células e cada
uma delas contém uma das regiões poligonais em seu interior.

Vimos assim dois usos distintos de uma árvore de particionamento. No primeiro
exemplo ela foi usada para descrever uma região, e no segundo ela foi utilizada para
separar quatro regiões do plano.

Uma questão natural consiste em saber como escolher a família de planos de parti-
cionamento. De um modo geral essa escolha depende da aplicação. Vimos no primeiro
exemplo que a escolha das retas de particionamento foram feitas de modo a coincidir

Figura 25. Separação de objetos por particionamento.
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Sólido 2D poligonal Partição do espaço BSP-tree

Figura 26. Árvore de particionamento e geometria.

com os lados dos triângulos. Essa é a escolha adequada quando queremos representar
uma região poliedral por uma árvore de particonamento Mostramos mais um exemplo
dessa aplicação na Figura 26.

Apesar de ser dependente da aplicação, podemos fazer uma observação geral com
relação à escolha dos planos de particionamento: a cada particionamento por um novo
plano, o tamanho das células são reduzidos, desse modo devemos escolher planos de
modo que ao percorrer um caminho da BSP-tree a partir da raiz para uma das folhas,
estamos acrescentando mais detalhes da cena ou de um objeto. Nesse caso podemos ver
que árvores de particionamento podem ser utilizadas como representações onde o nível
de detalhes da geometria é variável.

Pelo que vimos até o momento percebemos que árvores de particionamento apre-
sentam ao mesmo tempo uma estrutura de busca e uma representação geométrica. Não
devemos esquecer também as duas propriedades gerais de partições enunciadas no início
desta seção. No caso das árvores de particionamento podemos reformular esse enuncia-
dos como segue (ver Figura 27):

1. Qualquer objeto de um lado do plano não pode intersectar um objeto do outro lado;

2. Dada uma posição de visualização, os objetos de um mesmo lado do plano do
observador são visíveis em relação aos objetos do outro lado.

O pseudo-código abaixo descreve o algoritmo de construção de uma BSP-tree. A
função make_bsp recebe uma lista de poligons (plist) e utiliza os planos suportes de
cada polígono para criar a árvore de particionamento. A função trabalha recursivamente
criando a cada chamada os dois sub-nós da árvore associados a cada pológono processado,
mediante a chamada à função combine.
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Figura 27. Propriedades fundamentais da árvore de particionamento.

Make_bsp(plist)
if plist == NULL then

return NULL;
end if
root = select(plist);
for all p ∈ plist do

if p no lado ’+’ de root then
add(p, frontlist);

else if p no lado ’-’ de root then
add(p, backlist);

else
split_poly(p, root, fp, bp);
add(fp, frontlist);
add(bp, backlist);

end if
end for
return combine(make_bsp(frontlist),make_bsp(backlist));

7 Classificação e busca usando BSP-trees

As árvores de particionamento podem ser utilizadas para resolver problemas de classifica-
ção. Com efeito, vimos anteriormente que no caso de regiões poliedrais, podemos utilizar
essa árvore para resolver o problema de classificação ponto-conjunto. Dessa forma ela
caracteriza completamente a geometria da região. Em particular esse exemplo mostra
que as árvores de particionamento podem ser utilizadas para fazer operações booleanas
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Figura 28. Árvore de busca.

entre objetos.
Do mesmo modo que árvores binárias são utilizadas na computação tradicional para

problemas de classificação e busca, as BSP-trees podem desempenhar papel análogo no
espaço Euclidiano. Quando precisamos fazer um particionamento do espaço e temos
necessidade de localizar de modo eficiente pontos nas células da partição, as células
de particionamento fornecem uma estruturação adequada para resolver o problema. Na
Figura 28 ilustramos esse fato. Esse caso particular de árvore de particionamento com os
planos separadores paralelos aos planos coordenados é chamada na literatura de kd-tree
(“k-dimensional trees”).

Observamos que o algoritmo do corte mediano para quantização de cor, visto no
capítulo de imagem, utiliza uma estrutura de kd-tree na subdivisão do espaço de cor
em células de quantização. Uma implementação eficiente desse algoritmo pode ser
feita utilizando essa mesma estrutura de forma a localizar a célula a que pertence uma
determinada cor c, para obter a quantização de c.

Uma BSP-tree é construída utilizando o método de subdivisão recursiva de células,
iniciando com uma célula na raiz que representa todo o universo. Desse modo, vemos
que essa estrutura representa na realidade uma hierarquia de partições cuja estrutura de
dados é uma árvore binária. A Figura 29 ilustra como essa estrutura pode ser utilizada
para resolver o problema de classificação de um ponto a em relação a vários objetos:
construímos uma BSP-tree de modo que cada célula contenha apenas um objeto. Com
testes simples, usando a estrutura de árvore, decobrimos de modo eficiente em qual célula
o ponto se encontra. A partir desse ponto resolvemos o problema de classificação ponto
conjunto para o objeto que está contido nessa célula (claro que se o objeto é poliedral
essa última etapa não é necessária).

No capítulo de visibilidade veremos como as árvores de particionamento podem ser
utilizadas na solução do problema de visibilidade dos objetos em uma cena.
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Figura 29. Problema de localização de pontos.

8 Comentários e Referências

A tese de mestrado de Fernando Wagner (da Silva, 1998), discute o problema de hierarquia
do corpo humano relacionado com a captura de movimento (“motion capture”). Além
de algumas figuras que utilizamos neste capítulo, algumas discussões com o Fernando
foram muito úteis.

As árvores de particionamento foram introduzidas na literatura em (Fuchs et al. ,
1980).

8.1 Tópicos adicionais

Para aprofundar os conhecimentos sobre hierarquias de objetos articulados pode consultar
referências sobre robótica. Uma referência básica é (Craig, 1986). Uma referência
excelente é (Murray et al. , 1994).

Este capítulo sobre hierarquias pode avançar na direção de animação e se constituir
num curso em si, principalmente na área de animação de personagens. Existem na
literatura diversos livros cobrindo diferentes aspectos da modelagem e animação do corpo
humano. Duas referências abrangentes são (Badler et al. , 1991) e (Badler et al. , 1993).

Um tópico importante é o estudo de objetos articulados com articulações mais com-
plexas tal como uma junta prismática (sugerimos aqui a consulta a um livro de Robótica).

O estudo de hierarquia de objetos compostos que fizemos neste capítulo é também a
ponta do iceberg para a área de subdivisão e estrutura de dados espaciais. Essa área en-
contra uma grande variedade de aplicações em Computação Gráfica e GIS (“Geographic
Information Systems”). A referência básica para hierarquias de partições e subdivisões
do espaço e as estruturas de dados associadas é (Samet, 1990).

As árvores de particionamento têm muitas aplicações em Computação Gráfica e áreas
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P = (x1, y1)

θ1

θ2
Q = (2, 1.5)
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Figura 30.

correlatas. Certamente é um tópico que deveria merecer mais atenção. Existe uma lista de
perguntas mais freqüêntes (“FAQ List”) sobre o assunto na internet. Nessa lista pode-se
encontrar muitas informações e referências.

9 Exercícios

1. Estenda a hierarquia da seção 2.2 para o espaço R3, e faça uma estrutura que permita
fazer curvas com o carro.

2. Descreva integralmente a hierarquia de joe-stickusando a notação de pilhas (Push e
Pop).

3. Considere a estrutura articulada com dois graus de liberdade, mostrada na Figura 30,
com L1 = 2, L2 = 1.

a) Se θ1 = 30◦ e θ2 = 45◦, calcule a posição P = (x1, y1) do end-effector.

b) Determine a região do plano constituída pelos pontos que são alcançáveis pelo
end-effectordo braço.

c) Mostre que o ponto de coordenadasQ = (2, 1.5) é alcançavel pelo braço. Calcule
uma configuração possível para θ1 e θ2 de modo que o end-effectoralcançe esse
ponto. Essa configuração é única?

4. Definir juntas prismáticas, discutir os graus de liberdade e o espaço de configuração.
(Sugestão: consulte um livro de Robótica.)

5. Descrever a estrutura da hierarquia, incluindo as transformações, de um sistema
planetário que consiste de um sol, um planeta e um satélite (suponha orbitas circulares
com movimento uniforme).
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Figura 31.

6. Coloque três graus de liberdade no tronco da hierarquia de joe-stick(Note que você
deve separar os quadris da parte superior do tronco).

7. Adicione três graus de liberdade na junta que conecta as pernas com o tronco na
hierarquia de joe-stick. Não esqueça de levar em conta o fato de que no movimento das
pernas cada pé deve sempre apontar para a frente.

8. Uma árvore de bolas(“ball tree”) é uma hierarquia de volumes encaixantes, associada
a uma árvore binária com a seguinte propriedade: cada nó intermediário está associado
a uma bola do Rn que é a bola de menor raio que contém todas as bolas dos filhos desse
nó. A Figura 31 mostra um conjunto de pontos (pequenas bolas), a balltree associada e
a estrutura de árvore.

a) Descreva um procedimento para construir uma balltree associada a um conjunto
de pontos.

b) Descreve como a estrutura de “balltree” pode ser usada para resolver o problema
do vizinho mais próximo (“nearest neighbor problem”). (i.e. dados um conjunto
U discreto de dados e um ponto p ∈ U , achar um ponto q ∈ U mais próximo de
p.)

9. Considere um plano P em R3 de equação ax+by+ cz+d = 0, e um pontoO ∈ R3.

a) Descreva o procedimento que deve ser feito para determinar a posição do ponto
em relação ao plano.

b) O que muda em sua descrição se o plano P for especificado por três pontos do
espaço?

10. Uma árvore de particionamento é invariante por transformações afins? E por
transformações projetivas?
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Figura 32.

11. Prove que se dois objetos são convexos estão existe um plano do espaço que separa
esses objetos, ou seja os objetos estão contidos em semi-espaços distintos.

12. Considere o polígono mostrado na Figura 32.

a) Construa, no papel, a árvore de particionamento associada ao polígono usando
como raiz a reta suporte do lado a.

b) Repita o mesmo exercício usando a reta suporte do lado b.

13. Os algoritmos de quantização de cor em geral se utilizam do problema de busca
(“search problem”) (i.e. dada uma partição de uma regiãoU e um pontop ∈ U , determine
a célula da partição à qual o ponto pertence).

a) Estude o algoritmo do corte mediano para quantização de cor ( ver capítulo de
imagem digital).

b) Se convença de que a estrutura de particionamento do gamute de cores da imagem
utilizada pelo algoritmo é uma BSP-tree. (Na realidade o tipo particular de BSP-
tree usado no algoritmo é conhecido na literatura pelo nome de kd-tree).

c) Escreva um pseudo-código para o algoritmo do corte mediano utilizando essa
hierarquia.


