Capitulo 1

25/08 — Otimizacao Combinatoria Il

1.1 Construindo o Estado do Problema

Vimos que o método de programacgdo dinadmica para problemas de otimiz¢ao
combina’toria é estruturado com base em dois tipos de informacao: varidveis de
etapa e variaveis de estado.

A solugdo do problema se desenvolve sequencialmente (por etapas), usando a
recursao advinda do principio da otimalidade. Em cada etapa, temos que guardar
informagoes sobre estdgios anteriores (o estado do problema), para avancar a
solucao até o préximo estigio.

Uma consequencia importante do principio da otimalidade, é que necessitamos
apenas de informacoes locais nos nossos cdlculos. A natureza e o escopo das
informacoes de estado dependem do problema a ser resolvido. De fato, este é um
dos aspectos mais importantes da modelagem na programagao dindmica.

Para melhor ilustrar a formulacdo e o uso das varidveis de estado vamos dar
um exemplo concreto.

Exemplo 1. Considere o exemplo anterior, no qual desejavamos encontar o ca-
minho de custo minimo numa rede de ligacGes entre os pontos A e B e custos
associados a cada um de seus arcos. Vamos modificar o problema, incluindo mais
um componente no custo de um caminho: cada mudanca de dire¢ao implicard
agora numa penalidade (um custo de adicional de ¢ unidades).

No exemplo anterior, a regra de decisdo tinha a seguinte forma:

f(n_l,y_l)—l_u(n_l,y_l)

f(n,y) Zmin{ fln—1,y+1)+dn—1,y+1)

onde u(n,y) e d(n,y) sdo os custos dos arcos ligando, respectivamente, y — 1 a y
(na direcao “up”) e y+1 a y (na direcao “down”). A tnica informagao de estado
armazenada em cada né (n,y) da rede é o custo 6timo f((n,y) do camnhnho
parcial de A até (n,y).
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Para considerar no custo as mudancas de direcao do caminho, precisamos de
mais informagoes de estado. Agora, o estado serd dado por f(n,y,a), que é o
valor do melhor caminho para chegar ao né (n,y) vindo da dire¢do a. Como, para
chegar ao né (n,y) podemos vir de ((n—1,y—1), e de ((n—1,y+ 1), indicaremos
essas diregbes, respectivamente por, /e N\, . Assim, em cada né teremos que
armazenar o valor de f(n,y,a) para essas duas diregoes.

Ja incluindo no cdlculo do custo a mudanca de direc’ao temos:

f(n,y, /) =min{ fln—1,y—1, ) +un—1,y—1)

f(n’y’\‘)_mm{ fln=1y+1, ) +ect+dn—1,y+1)

Note que, como no cdlculo da etapa n estamos usando o valor de f na etapa
n — 1, consideramos a mudanca de direcao entre os trechos n—2,n—1en—1,n.

1.2 Modelando Problemas de Programacgao Dinamica

A modelagem adequada de um problema de otimizag¢do combinatéria em termos
do método de progamacao dindmica requer que sejamos capazes de expressar a
sua resolucao por uma sequencia de etapas onde, em cada etapa, usamos apenas
informagoes localizadas de estado.

Para fixar esta nocdo e, ao mesmo tempo, demonstrar a a modelagem da
solucao de um problema real, vamos dar um exemplo concreto.

Exemplo 2. Reposicao de Equipamento

Horizonte de planejamento N anos.

Decisao: em que épocas o equipamento deve ser trocado por um novo.
Dados:

e idade y da maquina no inicio;

preco p da maquina nova,;

custo de operagio ¢(i) de uma méaquina com idade %, para i =0, ... , M;

valor de troca t(i) de uma maquina com idade i;

valor de sucata s(i) de uma méquina com idade i =1,... ,M + 1.
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Definimos s(n,z) que é o custo minimo de operagao a partir do periodo n, co-
mecando este periodo com uma maquina de idade z.

O objetivo é calcular s(1,y).

Recursao:

s(n, z) —min{ s(n+1,z+1)+ c(x)
e s(n+1,1) + ¢(0) + p — t(x)

Condigoes iniciais (ou de contorno):
s(n+1,z) = —s(x), z=1,2,... M+1

Note, que definimos a recursao do fim para o comego Isto é calculamos o estado
da etapa n baseado na etapa n + 1. Podemos pensar a resolucao deste problema
também do inicio para o final. O que fica como exercicio para o leitor.

Uma segunda observacao é que resolugao do problema corresponde essecial-
mente em preencher uma tabela onde as colunas correspondem as etapas n =
1,...,N +1, e as linhas aos estados = 0,... ,M + 1. Uma das consequencias
deste fato é que podemos implementar o método usando um programa de planilha
eletronica.



