
Capı́tulo 1

Problemas de Otimizac ¸ ão

Intuitivamente podemos definir otimização como o problema de escolher a melhor
dentre um conjunto de alterativas posśıveis.

Mesmo neste enunciado bastante simples identificamos os três elementos fun-
damentais de um problema de otimização: escolher, que significa encontrar o
elemento máximo (ou mı́nimo); melhor, que especifica o critério usado nessa es-
colha; alternativas, que caracterizam as posśıveis soluções.

O problema de otimização pode ser definido matemáticamente como o de
minimizar uma função f(x) para x ∈ S, isto é

min
x∈S

f(x)

onde usamos a seguinte terminologia:

função objetivo: f : S → R

conjunto das soluções: S

Note que, sem perda de generalidade, podemos considerar apenas o caso de mi-
nimização, porque para todo o problema de maximização existe um problema
equivalente de minimização.

1.1 Classificac¸ ão dos Problemas de Otimizac ¸ ão

Os problemas de otimização podem ser classificados segundo diversos critérios re-
lacionados com as propriedades da função objetivo f(x) e do conjunto de soluções
S (o domı́nio de f).

Desta forma vamos estabelecer classificações de acordo com:

• a natureza de S;

• as restrições sobre S;
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• as caracteŕısticas de f .

A classificação mais importante é quanto à natureza do conjunto S, segundo
a qual temos os problemas: cont́ınuous, discretos e combinatórios.

1.1.1 Problemas Cont´ ınuos

Neste tipo de problema, o conjunto S é cont́ınuo, e pode ter dimensão finita ou
infinita.

No primeiro caso, S ⊆ R
n. Os elementos de S, x ∈ R

n, são representados por
uma sequencia finita de coordenadas x = (x1, x2, . . . , xn).

No segundo caso, S ⊆ F . Os elementos de F são funções. Vale notar que
neste caso o problema tambem é chamado de problema variacional.

Em ambos os casos, como veremos mais adiante, pode-se ter ou não restrições
sobre o conjuto S. Quando não há restrições S ≡ R

n (S ≡ F).

1.1.2 Problemas Discretos

Neste tipo de problema, o conjunto S é discreto. Os elementos x de S são todos
pontos isolados (i.e. não existe nenhum ponto de acumulação numa vizinhança
de x). Em geral S ⊆ Z

n.
É interessante observar que alguns tipos de problemas discretos podem ser re-

solvidos mais facilmente no domı́no cont́ınuo, seguido da discretização da solução
obtida. Vejamos um exemplo:

Exemplo 1. Considere o problema de maximizar a função f(x) = 3x − 2x2,
para:

i. x ∈ R

ii. x ∈ Z

Na primeira hipótese, a solução é simples. Como f(x) é uma função qua-
drática, sabemos que ela tem um único ponto de máximo dado por df

dx = 0.
Temos então que resolver 3 − 4x = 0. Portanto, a solução é m = 3

4 . Na segunda
hipótese, é necessario uma estrátegia mais elaborada para resolver discretamente
o problema.

Note que embora a solução obtida para (i.) não se aplique a (ii.), porque
m 6∈ Z, podemos a partir dela calcular a solução para (ii.). Para isso, basta
escolher o inteiro de valor mais próximo a m ∈ R. Pode-se demonstrar que, de
fato, esta é a solução. Como f é convexa, ela é crescente no intervalo [−∞, m]
e decrescente no intervalo [m,∞]. Dai conclue-se que o vizinho inteiro mais
proximo de m é o x ∈ Z que maximiza f .
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1.1.3 Problemas Combinat órios

Neste tipo de problema, o conjunto S é finito. Além disso, em geral, os ele-
mentos x de S são especificados indiretamente por relações combinatórias. Isso
permite que S seja codificado de forma muito mais compacta do que pela simples
enumeração de seus elementos.

1.2 Caracter ı́sticas dos Problemas de Otimizac ¸ ão

Outras formas de classificar os problemas de otimização colocam em evidência
certas caracteŕısticas que podemos explorar em sua solução.

1.2.1 Restriç ões

Como dissemos acima, o conjunto S pode ser especificado por restrições que
seus elementos devem satisfazer. As restrições são dadas por funções gi(x), para
i = 1, . . . M .

Nesse sentido, é importante considerar o tipo e as propriedades dessas res-
trições.

Quanto ao tipo, temos:

• restriçoes de igualdade: gi(x) = 0.

• restriçoes de desigualdade: gi(x) ≥ 0.

O conjunto S consiste dos pontos x que satisfazem simultaneamente essas equações,
ou seja, estão na interseção, respectivamente, dos hiperplanos gi(x) = 0 e dos
semi-espacos gi(x) ≥ 0. Observe que, para as restrições de desigualdade S é uma
região convexa, um fato que pode ser explorado nos métodos de otimização.

Quanto às proprieades das funções gi, temos:

• linearidade;

• função quadrática;

• convexidade (concavidade);

• esparsidade.

Cada uma dessas propriedades podem ser exploradas nos diversos métodos de
otimização.
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1.2.2 Funç ão Objetivo

As propriedades da função objetivo são fundamentais na formulação dos proble-
mas de otimização, bem como nas estratégias de solução.

Assim como as funções gi, a função objetivo f(x) pode ser:

• linear;

• quadrática;

• convexa;

• separável;

• esparsa


