Capitulo 1

Otimizacao Combinatoéria

Como vimos, em problemas de otimizagdo combinatéria o conjunto de solugoes
S é finito.

Temos entdo duas possibilidades para especificar S. A primeira é uma espe-
cificacao direta, através da simples enumeracdo de seus elementos, e a segunda
é uma especificacao indireta, através de relagoes que exploram a estrutura do
problema.

A primeira op¢ao, de enumerar todos os elementos de S, além de ser claramente
desinteressante, pode se tornar impraticavel no caso do conjunto ser muito grande.

Portanto, estamos interessados em problemas de otimizagao onde o conjunto S
¢ finito e pode ser caracterizado por meio de relacoes combinatérias baseadas em
propriedades estruturais de S. Isso permite uma descricdo compacta e estratégias
de resolucao eficientes.

Vamos ver agora um exemplo de otimizacao combinatoéria.

Figura 1.1 Rede de ligacbes entre A e B
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Exemplo 1. Considere o diagrama da figura 1.1 que representa um rede com o0s
possiveis caminhos ligando o ponto A ao ponto B. Nela, como indicado na figura,
cada arco estd associado ao custo de percorrer o trecho entre o ponto inicial e
final do arco.

O problema de otimizacao combinatdéria consiste em encontrar o caminho de
custo minimo partindo de A e chegando a B.

Duas perguntas relevantes a considerar sdo: Qual é o tamanho da descrigio
do problema? Qual é o tamanho do seu conjunto de solugoes S?

Respondemos & primeira pergunta usando o fato que uma rede com n+1xn+1
pontos tem 2n(n + 1) arcos. Como a estrutura da rede é fixa para esta classe de
problemas, s6 precisamos especificar os custos associados a cada arco. Ou seja, o
tamanho da descrigio é da ordem de n?, que denotamos por O(n?) (mais adiante
explicaremos melhor esta notagao).

Respondemos a segunda pergunta observando que para ir de A até B é ne-
cessario percorrer da esquerda para a direita 2n arcos. No trajeto, em cada nd
temos duas opgoes: mover para cima ou para baixo. Além disso, pela estrutura
da rede os caminhos validos devem ter o0 mesmo nimero de movimentos para
cima e para baixo (isto é n). Ou seja, os caminhos tem 2n arcos, sendo que n
para cima e n para baixo, o que resulta em (27?) possiveis solugoes. Claramente,
o tamanho do conjunto de solugoes S é bem maior que 2".

A anilise acima mostra que o tamanho da descricao combinatéria do problema
é muito menor que o tamanho do conjunto de solugoes.

1.1 Complexidade Computacional

A complexidade computacional de um algoritmo pode ser definida como o ntimero
de operacoes necessarias para resolver um problema cuja descricao tenha tamanho
n.

Definicéo 1. Sejam f : N - Re g : N - R Dizemos que f = O(g), quando
JK > 0 e 3N € N tais que f(n) < Kg(n) para todo n > N.

Exemplo 2. A funcio f = 3n3 + 2n% + 27 é O(n?).

Uma classe importante sao os chamados algoritmos polinomiais, que tem com-
plexidade O(nP).

Estamos interessados em resolver eficientemente o problema de otimizdcao,
isto &: de modo que o numero de operacoes seja comparivel ao tamanho da
descricao combinatéria do problema.
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1.2 Grafos

Defini¢do 2. Um grafo é um par G = (V, A), onde V é o conjunto de vértices
e A é o conjunto de pares (ndo ordenados) de vertices, chamados de arestas do
grafo.

Exemplo 3. A figura 1.2 mostra um grafo com 4 arcos e 4 vértices.

V1 V4
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Figura 1.2 Grafo nao orientado

Defini¢ao 3. Um grafo direcionado é um par G = (V, A), onde V é o conjunto
de vértices e A é um conjunto de pares ordenados de vertices distintos, chamados
de arcos do grafo.

Exemplo 4. A figura 1.3 mostra um grafo oritentado com 5 arcos e 4 vértices.
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Figura 1.3 Grafo orientado

Vamos ver agora alguns esquemas usados para a representacao de grafos.
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1.2.1 Matriz de Adjacencias

Um grafo pode ser representado por uma matriz que indica as adjacencias entre
os vertices do grafo. Isto é, para cada vertice indica quais outros vertices estao a
ele conectados por um arco.

Temos entdo uma matriz My . |y| = (ai;), onde

g — 1 seij€A
Y10 seij €A
Note que a diagonal da matriz de adjacencias tem todos elementos iguais a

zero. Além disso, a matriz de um grafo ndo orientado é sempre simétrica.
Mostramos abaixo a matriz de adjacencias do grafo da figura 1.2.

0110
1010
1101
0010

Por outro lado, a matriz de um grafo orientado nao é simetrica.
Mostramos abaixo a matriz de adjacencias do grafo da figura 1.3.

O = OO
jesRen B an R
S O = =
S = OO

1.2.2 Matriz de Incidéncias

Uma outra representacio de grafos bastante util em algoritmos é a chamada
matriz de incidencias. Essa matriz indica, para cada vértice, quais sdao as arestas
nele incidentes (ou seja, que ligam o vertice a um outro).

Temos entdo uma matriz K\y|y 4 = (ai;), onde

1 se a aresta j incide no vértice %
aj; = .
K 0 caso contrario

Mostramos abaixo a matriz de incidéncias do grafo da figura 1.2

S = =O
O = O =
-0 O

SO = =
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Em grafos direcionados, a matriz de incidéncias deve indicar também a dire¢ao
do arco. Para isso, ela segue o seguinte esquema;
Temos uma matriz Ky y 4| = (aij), onde

1 se a aresta j parte do vértice 1
a;;j = —1 sea aresta j chega no vértice ¢
0 se a aresta j nao incide em 14

Mostramos abaixo a matriz de incidéncias do grafo da figura 1.3



