Capitulo 1

Otimizacao Combinatoéria Il

1.1 Meétodos de Resolugcdo em Otimizacdo Combinatéria

Existem duas classe de métodos de resolucao em otimizacao combinatéria: métodos
especificos ao problema e os métodos gerais. Nos estamos interessados nos métodos
gerais devido a sua maior aplicabilidade. Dentre os métodos gerais podemos es-
tabelecer a seguinte classificagao:

e Métodos Exatos

— Programacao Dindmica
— Programacio Inteira (ou Linear)

— Estratégia “Branch-and-Bound”
e Métodos Aproximados

— Heuristicos

— Algoritmos Probabilisticos

Nos métodos exatos, em geral, é possivel explorar a estrutura combinatéria pa-
ra obter solugoes exatas usando uma das estratégias listadas acima. Tais métodos
resultam em algoritmos de complexidade polinomial que garantem encontrar o
minimo global do problema.

N3o obstante, existem certos tipos de problema para os quais ndo se conhece
nenhum algoritmo eficiente de resolugao exata. Em principio, a Unica opgao para
encontrar o minimo global seria a investigacdo exaustiva de todas as possibilidades
0 que, como mencionamos anteriormente, nao é viavel na pratica. Diante desta
dificuldade, podemos usar métodos aproximados que produzem uma boa solucao,
mas que nao oferecem garantias de que ela seja a melhor de todas. Em muitas
situacoes esse resultado é satisfatério.
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1.2 Programacgao Dinamica

O método da programacgdo dindmica, também chamado de otimizagdo recursiva
ou sequenciada, se aplica a problemas combinatérios que podem ser decompostos
em uma sequéncia de etapas (ou estdgios). A operagao bdsica em cada uma dessas
etapas consiste em tomar uma decisdo parcial (local) que conduzird ao minimo
do problema.

A programacgdo dindmica se baseia no Principio da Otimalidade, enunciado a
seguir.

Proposicao 1. A melhor sequéncia de decisoes tem a propriedade de que, qual-
quer que seja a ultima decisao tomada, a sequéncia de decisées que conduzem a
pendltima etapa deve ser também dtima.

O principio da otimalidade permite elaborar um algoritmo sequencial, cuja
estratégia de solucdo, a cada etapa depende apenas de uma decisdo local. Isto
é, supondo que temos uma sequéncia parcial 6tima de decisoes, a etapa corrente
depende apenas de uma decisao localizada. Ou seja, baseada em apenas uma,
parte das informagoes.

Para descrever o método em mais detalhes, vamos introduzir formalismo e
terminologia aproriados.

Partindo da premissa de que o problema pode ser decomposto em uma se-
quéncia de estigios, o0 método utilizara:

e varidveis da etapa; e
e varidveis de estado.

Note que a etapa pode ser associada ao tempo, ou a evolu¢ao do algoritmo rumo
a solucao.

Portanto, podemos supor que o problema tem N etapas e cada etapa possue
um conjunto X,, de estados que descrevem o resultado parcial obtido.

Entao, definimos a func¢io f,(z) que d4 o valor 6timo para atingir o estado x
da etapa n.

Usando o principio da otimalidade obtemos a equacao fundamental da pro-
gramagcao dinamica:

faii(e) = min {fn(z) + c(u,2)} (1.1)

onde c(u,x) é o custo de transicdo do estado u na etapa m para o estado x na
etapa n + 1.

A equagao (1.1) fornece o mecanismo bésico de recursao do método, e ao mes-
mo tempo indica o cdlculo a ser usado no sequenciamento do algoritmo. Mais
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precisamente, em cada etapa n variando de 1 até N, o algoritmo calcula a fungao
fn(z) para todas as varidveis de estado x € X, e registra as transigoes u — = a
elas associadas. Ao final deste processo, teremos calculado o custo do caminho
otimo. Podemos entao percorrer a trajetoria reversa, usando o inverso das tran-
sicoes u — x, e obter o caminho minimo. Esta ultima operacao é conhecida como
“backtrack”.

O algoritmo necessita de um nimero de operagoes proporcional ao nimero
N de etapas vezes o numero de transicoes. Supondo que temos M transicoes
possiveis a cada etapa, a complexidade deste algoritmo é O(NM).

Para ilustrar o algoritmo, vamos ver um exemplo concreto:

Exemplo 1. Considere o diagrama da figura 1.1, no qual temos uma rede de
ligacOes entre A e B com os custos associados a cada arco. O problema de
otimizagao consiste em calcular o caminho de custo minimo entre A e B.

Figura 1.1 Rede de ligacGes entre A e B

Pela estrutura combinatéria da rede, podemos decompor o problema em uma,
sequéncia de etapas que correspondem aos caminhos parciais para percorrer a rede
da esquerda para direita. Note que esses caminhos comecam em A e terminam
em vértices intermedidrios alinhados com linhas verticais. Na figura 1.1 estas
linhas estao indicadas por retas pontilhadas.

A cada etapa do algoritmo, teremos calculado o custo de todos os caminhos
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6timos parciais até o momento, juntamente com os ponteiros indicando a tran-
sicao 6tima.
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Figura 1.2 Variaveis de estado da Problema

Na figura 1 acrescentamos o valor do custo minimo f,(z) associado a cada
vertice x da rede, bem como um ponteiro indicando o vertice v na etapa anterior
associado ao caminho m’nimo para aquele vertice. Além disso, circundamos com
uma linha fina o caminho minimo.



