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Abstract. This work presents a method for adaptive meshes extraction with
important mathematical properties. The generated mesh represents a regular
surface from 3D Euclidian space. The input surface may be specified either
implicitly or directly as a volumetric object. The method applies simplification
to obtain a low resolution initial mesh and applies refinement to obtain a
multiresolution representation from base mesh. These combined operations
provide nice properties to the mesh.

Resumo.Este trabalho apresenta um método de extraç̃ao de malhas
adaptativas com importantes propriedades matemáticas. A malha extráıda
representa uma superfı́cie regular do espaço euclidiano 3D que pode ser
especificada implicitamente ou diretamente como um objeto volumétrico. O
processo de extração da malha utiliza operaç̃oes de simplificaç̃ao, para obter
uma malha inicial em baixa resolução, e operaç̃oes de refinamento, para
obter uma representação em multirresoluç̃ao da malha. A combinação destas
operaç̃oes fornece importantes propriedadesà malha.

1. Introdução

A geraç̃ao de malhaśe de grande importância em diversaśareas da mateḿatica aplicada
como visualizaç̃ao de imagens ḿedica, din̂amica dos flúıdos, geocîencias e outras. Nestas
áreas os dados iniciais são comumente representados comodados voluḿetricos, os quais
codificam amostras de uma funçãoF em uma grade de pontos tridimensionais, chamados
devoxels. Cada valor da funç̃aoF define umaiso-superf́ıcie dentro do volume que pode
ser extráıda como uma malha poligonal.

O algoritmo cĺassico para extração de malhas a partir de volumeśe o
Marching Cubes(MC) [Lorensen and Cline, 1987] que gera triângulos dentro de cada
voxel do volume. Outros algoritmos geram a triangulação entre pares de fatias
paralelas do dado voluḿetrico [Barequet and Sharir, 1996], [Cong and Parvin, 1999],
[Galin and Akkouche, 1998], [Gitlin et al., 1996]. Como estes algoritmos extraem
malhas com resolução constante e amostragem uniforme e, em geral, dados volumétricos
são muito grandes (da ordem de gigabytes), as malhas geradas chegam a possuir milhões
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de trîangulos. Com isto, o uso de tais malhas pode se tornar impraticável em uma śerie de
aplicaç̃oes comorendering, eliminaç̃ao de rúıdos, transmiss̃ao de dados e outras.

O idealé que em tais aplicações mantenha-se o devido controle da resolução da
malha, ou melhor, a malha esteja representada em multirresolução [Eck et al., 1995]. Esta
representaç̃ao é definida como um conjunto de malhas{M0, ...,Mn}, de modo que o
número de v́ertices, arestas e faces da malhaMi varie monotonicamente comi e exista
uma relaç̃ao de depend̂encia entre os triângulos de dois nı́veis consecutivosi e i + 1. A
multirresoluç̃ao pode ser obtida por processos desimplificaç̃aoe porrefinamento.

Métodos de simplificaç̃ao atuam em malhas super amostradas, criando malhas
com resoluç̃oes menores [Garland and Heckbert, 1996], [Hoppe, 1997]. Alguns métodos
obt̂em uma malha inicial super amostrada (usando, por exemplo, o MC), e em
seguida aplicam processos de simplificação, seguidos de ḿetodos dedecimaç̃ao
[Heckbert and Garland, 1997] e deremeshing[Kobbelt et al., 1999]. Estes ḿetodos
podem se mostrar inadequados por uma série de raz̃oes: alto custo de processamento,
devido aos milh̃oes de polı́gonos da malha inicial ; como malhas extraı́das com o MC
são bastante irregulares, as malhas em multirresolução resultantes também s̃ao muito
irregulares; em muitas aplicações como compressão de malhas, transmisão de dados
na rede e reconstrução de malhas adaptativas, a abordagem da simplificação se mostra
inadequada, ou seja, em vez de se obter malhas de baixa resolução a partir de malhas
de alta resoluç̃ao, estas aplicações requerem uma abordagem inversa: seria mais natural
obter uma malha inicial em baixa resolução e, aos poucos acrescentam-se detalhesà
malha (aumentando a resolução) at́e que a resoluç̃ao ideal seja atingida. Esta abordagem
é utilizada pelos ḿetodos de refinamento [Wood, 2000], [Gavriliu et al., 2001].

Este trabalho apresenta um método de extraç̃ao de malhas adaptativas que procura
combinar operaç̃oes de simplificaç̃ao e refinamento, de modo que as malhas apresentem
um conjunto de importantes propriedades, conforme descrito na próxima seç̃ao.

2. Descriç̃ao Geral do Método
O novo ḿetodo apresentado extrai a malha em multirresolução, a partir de um volume,
em duas etapas principais: simplificação e refinamento.

A etapa da simplificaç̃ao gera uma malha inicial em baixa resolução, chamada
malha base, que cont́em a topologia correta da iso-superfı́cie. Para tal, primeiróe
gerado um conjuntoG de pontos estruturados e super amostrados, chamado degrafo
de conectividade, que cont́em toda geometria e topologia da iso-superfı́cie contida no
volume. Sobre o conjuntoG seŕa gerado um conjunto de discos, chamado decobertura
de discos, cujos centros definirão os v́ertices da malha base. A partir do conjunto de
discos seŕa criado um conjunto chamado decobertura de Voronoi, que seŕa usado para
gerar os trîangulos da malha base. Esta etapa está descrita na seção 3.

Na etapa do refinamentoé gerada uma hierarquia de malhas a partir da malha base.
Esta etapa consiste basicamente de dois operadores que são aplicados simultaneamenteà
malha: subdivis̃ao e adaptaç̃ao dos trîangulos. A operaç̃ao de subdivis̃ao dos trîangulos
acrescenta novos vértices, arestas e triângulosà malha. A etapa de adaptação calcula as
posiç̃oes dos novos v́ertices, ajustando-os̀a iso-superf́ıcie. A etapa do refinamento está
descrita na seção 4. A figura 1 mostra a descrição geral do ḿetodo.



Figura 1: Esquema geral do m étodo.

O método proposto apresenta as seguintes propriedades:

• As malhas geradas possuem a topologia correta dos objetos.
• Os trîangulos das malhas possuem boa razão de aspecto.
• Capacidade de extração de malhas com borda e de malhas sem borda.
• Pode ser aplicado para reconstrução de objetos conexos e objetos desconexos.
• As malhas possuem representação em multirresoluç̃ao e s̃ao semi-regulares.
• As malhas convergem corretamente para a iso-superfı́cie.
• O refinamentóe adaptativo.
• A subdivis̃ao dos trîangulos durante o refinamentoé consistente.

3. Simplificação

A simplificaç̃aoé baseada no trabalho [Gavriliu et al., 2001], no qual as malhas extraı́das
em multirresoluç̃ao apresentam triângulos com boa razão de aspecto. Porém, o processo
utilizado em nosso ḿetodo extrai uma malha base inicial em baixa resolução, enquanto
em [Gavriliu et al., 2001] o mesmo processoé empregado repetidas vezes para extrair
diversas malhas em diferentes resoluções. As pŕoximas seç̃oes descrevem tal processo.

3.1. Grafo de Conectividade

O objetivo desta etapáe extrair a topologia e geometria da iso-superfı́cie em sua mais alta
resoluç̃ao. Umsurfel é um pedaço da superfı́cie, formado pela interseção de um voxel
com a iso-superfı́cie (figura 2a). Umnó é a interseç̃ao de um surfel com uma aresta de
um voxel. Um c-v́ertice (v́ertice candidato)v é associado a cada surfel e as coordenadas
de v são a ḿedia das coordenadas dos nós do surfel associado av. Dois c-v́ertices s̃ao
vizinhos se seus surfels correspondentes compartilharem pelo menos um nó. Dois c-
vértices vizinhosu e v definem arestae deG, cujo pesóe a dist̂ancia euclidiana entreu
e v. O grafoG é definido pelo conjunto de c-vértices e arestas calculados sobre a iso-
superf́ıcie no volume. A figura 2c mostra o grafo correspondente ao volume da figura
2b.

3.2. Cobertura de Discos

O objetivo desta etapáe selecionar um conjunto de c-vértices do grafoG que definir̃ao
os v́ertices da malha base. Dado um pontop ∈ S, ondeS é uma superfı́cie regular,



Figura 2: a) Surfel. b) Volume. c) Grafo G (em destaque, uma regi ão do grafo).

existe uma vizinhança aberta dep homeomorfa a um disco planar [Carmo, 1976]. Esta
vizinhançaD ⊂ S é chamada de umdisco sobreS. Quando para todop ∈ S existir algum
discoD sobreS, comp ∈ D, diz-se que h́a umacobertura de discosCS associada aS.
O objetivoé construir uma cobertura de discosCG associada ao grafoG. Os centros dos
discos deCG definir̃ao os v́ertices da malha base. Para que os triângulos da malha base
possuam boa razão de aspecto, serão impostas duas restrições topoĺogicasà coberturaCG

(figura 3a): primeira, nenhum disco deCG cont́em o centro de outro disco. A segundaé
que os raios de quaisquer dois discos que se interceptarem não podem diferenciar por um
fator maior que 2.

Figura 3: a) Restriç ões. b) Um disco gerado. c) V ários discos. d) Cobertura CG.

A construç̃ao da coberturaCG é feita a partir das definições discretas degeod́esica
edisco. A geod́esicageodu,v, u, v ∈ G, é a curva sobre o grafoG formada por todos os c-
vértices que minimizam a distância entreu ev. O comprimento degeodu,v é referenciado
por lengu,v. Um discoDr

v, com centrov ∈ G e raior ∈ R, é o conjunto formado por
todos os c-v́erticew ∈ G tal quelengw,v ≤ r. A implementaç̃ao de um discóe baseada
no prinćıpio de propagaç̃ao de frentes: A geração de um disco começa no seu centro
e vai avançando pelos c-vértices vizinhos, até que a dist̂ancia dos c-v́ertices ao centro
atinja o raio do disco. Para garantir que os discos sempre serão homeomorfos a discos
planares, ñao se deve permitir que a borda de um disco se auto-intercepte ou que a borda
desapareça. Se isto acontecer, diz-se que há umevento topoĺogicona superf́ıcie. Nestes
casos, para que o evento desapareça, o disco deve ter seu raio reduzido. A redução do raio
deve ser semprèa metade, devidòas restriç̃oes descritas acima. As figuras 3a e b mostram
a geraç̃ao de discos sobreG. Uma implementaç̃ao eficiente deCG pode ser encontrada
em [Peixoto, 2002].



3.3. Cobertura de Voronoi

O objetivo desta etapáe estabelecer a conectividade entre os centros dos discos da
coberturaCG, para triangular a malha base. Dado um discoDRv

v ∈ CG, define-se uma
célula de VoronoiV G

C (v) como o conjunto de c-v́erticew ∈ G, tal que para qualquer
outro discoDRu

u ∈ CG, lengw,v < lengw,u. Umacobertura de VoronoiV G
C é o conjunto

de todas as ćelulas de Voronoi definidas emCG. A cobertura de VoronoiV G
C calculada

sobreCG define uma partiç̃ao sobre o grafoG e o seu dual define uma triangulação dos
centros das ćelulas (malha base). Uma implementação eficiente deV G

C e do seu dual pode
ser encontrada em [Peixoto, 2002].

Figura 4: a) Cobertura de Voronoi. b) Dual. c) Triangulaç ão (malha base).

4. Refinamento

Operaç̃oes de refinamento são aplicadas a um triânguloT se sua varîanciaVT (d) > δ
[Wood, 2000].VT é calculada sobre um conjunto de distâncias entreT e a iso-superfı́cie:
VT (d) = M(d2) − M(d), ondeM denota a ḿedia de seus argumentos. O refinamento
é aplicado em duas etapas simultâneas: subdivis̃ao (altera a conectividade da malha) e
adaptaç̃ao (altera a geometria da malha).

4.1. Subdivis̃ao

A subdivis̃ao dos trîangulos é baseada nasmalhas 4-8 com resolução variável,
cuja conectividade é equivalente a tilings ou partiç̃oes [4.82] de Laves
[Velho and Gomes, 2000]. Estes tilings correspondem a partições do plano definidas por
triângulos ret̂angulo iśosceles e seus vértices possuem valência 4 e 8 alternadamente.
A estrutura b́asica dos tiling[4.82] de Laves é um par destes triângulos que define
um quadrado como bloco básico. A principal vantagem deste esquemaé que ele
utiliza bisseç̃ao como operaç̃ao b́asica do refinamento, em vez de utilizar esquemas de
subdivis̃ao mais complexos comumente utilizados para refinar faces e vértices. Uma
operaç̃ao de bisseç̃aoé aplicadàa aresta interna do bloco básico, subdividindo o bloco em
4 triângulos. A estrutura das malhas 4-8é apropriada para refinamento adaptativo, pois,
mesmo quando aplicado a refinamentos não uniforme (onde nem todos os triângulos
são subdivididos), h́a garantias de que a malha se mantém conforme. Este processo de
refinamento permite a criação de malhas semi-regulares.



4.2. Adaptaç̃ao

Quando uma arestae = (v1, v2) é subdividida por bisseção, um novo v́ertice v é
adicionadòa malha, entrev1 ev2. As coordenadas dev devem ser calculadas de modo que
os trîangulos se adpatem̀a iso-superf́ıcie. As operaç̃oes que o ḿetodo aqui apresentado
aplicam à geometria da malha são: mover os v́ertices na direç̃ao da iso-superfı́cie e
reparametrizar os vértices para suavizar a malha.

O movimento do v́ertice v (com coordenadasp) em direç̃ao à iso-superf́ıcie S
é realizado pela aplicação do operadorFS(p) = −TS(p)∇TS(p) [Ohtake et al., 2001].
Na nossa definiç̃ao deFS, TS(p) é a funç̃ao dist̂ancia (com sinal) entrep e a iso-
superf́ıcie. Um problema ocorre se a aresta de subdivisãoe interceptar o eixo medial da
iso-superf́ıcie: é posśıvel que o novo v́erticev seja movido na direç̃ao errada. Assim, de
um modo geral, esta formulação deFS não consegue decidir a direção correta para onde
v deve ser movido. Em [Ohtake et al., 2001]FS funciona bem porque tem-se garantias
de que os v́ertices est̃ao situados em uma vizinhança da iso-superfı́cie e, portanto, arestas
de subdivis̃ao ñao interceptam o eixo medial. Além disto, em [Ohtake et al., 2001], este
operador śo é aplicado a malhas com resolução constante, enquanto aqui a resolução da
malha est́a variando.

Para garantir o deslocamento correto dos vértices, nosso ḿetodo utiliza ent̃ao um
outro operador, definido pela geodésicageodv1,v2: quando a aresta(v1, v2) é refinada, o
novo v́erticev é movido para o ponto ḿedio degeodv1,v2 calculada sobre o grafoG. Se
v1 (ouv2) estiver no bordo da malha base, então deve ser movido para o bordo deG antes
do ćalculo degeodv1,v2. Sev1 ev2 estiverem no bordo da malha, então, aĺem de mov̂e-los
para o bordo deG, o ćalculo degeodv1,v2 deve ser feito em relação ao bordo deG. Este
processo está implementado em [Peixoto, 2002].

Após o deslocamento dev, é aplicada uma reparametrização av para suavizar
a malha. Este processoé realizado atrav́es da componente tangencialFT do operador
laplacianoU , definido como [Ohtake et al., 2001], [Wood, 2000]:U(p) = 1

n

∑n
i=1(pi −

p), ondep são as coordenadas dev e osp′
is são as coordenadas dos vizinhos dev. A

componenteFT é definida comoFT (p) = τ [U(p)− (U(p).~n)~n], ondeτ é uma constante
e~n a normal av. Após a suavizaç̃ao da malháe aplicado o operadorFS para reaproximar
os v́ertices da iso-superfı́cie.

5. Resultados, Conclus̃oes e Trabalhos Futuros

A converĝencia da malha para a iso-superfı́cie foi analisada a partir de um erroεarestas

calculado nas arestas da malha, e de um erroεnormais, calculado nas normais dos
triângulos [Ohtake et al., 2001]. O primeiroé definido comoεarestas = 1∑

∀T
A(T )

∑
∀e

U(e),

ondeA(T ) é a área de cada triânguloT , U(e) = D(p)2(A(T1) + A(T2))/2 é o erro
avaliado em cada arestae, D(p) é a dist̂ancia do ponto ḿediop (dee) à superf́ıcie eA(T1)
eA(T2) são respectivamente asáreas dos triângulosT1 eT2 que compartilham a arestae.

O outro erroé definido comoεnormais = 1∑
∀T

A(T )

∑
∀T

[A(T )(1− |n(T ).m(T )|)],

ondem(T ) é o vetor normal unit́ario ao centro deT en(T ) é o vetor normal unit́ario aT .



A figura 5 mostra a malha base (gerada de um volume reconstruı́do de imagens
2D) e a malha refinada. A malha base possui 102 triângulos e a refinada 13834. A malha
extráıda com o MC (detalhe da m̃ao no ret̂angulo de baixo) possui 39645 triângulos.

Figura 5: Malhas base e refinada e detalhe da m ão: nosso m étodo (acima) e MC.

As figuras 6a e 6b mostram os errosεarestas e εnormais e a figura 6c compara as
raz̃oes de aspectos dos triângulos da malha final do nosso método (MM) com a malha do
MC.

Figura 6: Gr áficos de εarestas e εnormais e Histograma das raz ões de aspecto.

Apresentamos um ḿetodo de extraç̃ao de malhas que combina operações
de simplificaç̃ao e refinamento, fornecendòa malha um conjunto de propriedades
não fornecido por nenhum outro método. O ḿetodo baseia-se principalmente
em [Gavriliu et al., 2001] e [Wood, 2000] e aplica importantes definições de
[Velho and Gomes, 2000] e [Ohtake et al., 2001]. As principais vantagens do nosso
método em relaç̃ao a [Gavriliu et al., 2001] s̃ao: śo geramosDG, V G

C e o dual uma vez
(malha base); estabelecemos, pela estrutura 4-8, uma relação hieŕarquica entre malhas
de diferentes resoluções; geramos malhas semi-regulares. As principais vantagens em
relaç̃ao à [Wood, 2000] s̃ao: extraimos malhas com borda e malhas desconexas; nosso
processo de subdivisão baseia-se em simples operações de bisseção, j́a em [Wood, 2000]
são necesśarias v́arias operaç̃oes para que a malha permaneça conforme.

Trabalhos futuros incluem a definição de:

• Operadores que mantenham caracterı́sticas como quinas, durante o refinamento.
• Critérios para a escolha dos centros dos discos.
• Critérios para decidir quando um vértice pode ser movido com o operadorFS, em

vez da geod́esica, que encarece o refinamento.
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Peixoto, A. (2002). Extraç̃ao de malhas adaptativas em multi-resolução a partir de
volumes, usando refinamento e simplificação. PhD thesis, Pontifı́cia Universidade
Cat́olica do Rio de Janeiro.

Velho, L. and Gomes, J. (2000). Variable resolution 4-k meshes: Concepts and
applications.Computer Graphics Forum, 19(4):195–214.

Wood, Z. J. (2000). Semi-regular mesh extraction from volumes. Master’s thesis,
California Institute of Technology.


