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Resumo

Neste artigo descrevemos um algoritmo robusto capaz de
determinar os parâmetros extrı́nsecos assumidos por uma
câmera na captação dos frames de um vı́deo, dado que os
parametros intrı́nsecos foram previamente estimados, e que
esses não variam ao longo do tempo. Apresentamos no final
do artigo os resultados do uso desse algoritmo na criação
de um sistema capaz de fazer realidade aumentada em um
vı́deo.

1. Introdução

O principal problema que precisa ser resolvido para o
desenvolvimento de um sistema de realidade aumentada
é a determinação dos parâmetros da câmera utilizados na
captação dos frames do vı́deo que se deseja combinar com
imagens sintéticas. Neste artigo descrevemos um algoritmo,
composto por diversos procedimentos heurı́sticos baseados
em visão computacional, que resolve esse problema. Para
isso utilizam-se correspondências entre projeções de diver-
sos pontos da cena sobre os diversos frames do vı́deo.

A cena precisa ser rı́gida, ou seja, os pontos da cena não
podem ter sua posição modificada, pois as restrições impos-
tas por essa propriedade sobre suas projeções é que torna
possı́vel a determinação dos parâmetros da câmera.

Tendo em vista que mesmo vı́deos de curta duração são
formados por centenas de frames é necessário que a corres-
pondência entre as projeções seja feita de forma automática.
Técnicas de processamento de imagens utilizadas no estabe-
lecimento de correspondências de projeções em frames de
um vı́deo estão fora do escopo do artigo. Um algoritmo lar-
gamente empregado para esse propósito é o Kanade-Lucas-
Tomasi ( KLT ), descrito detalhadamente em [8]. O preço
pago pela automatização é a possibilidade de falha nas
medições das projeções dos pontos, que torna necessário o
uso de técnicas robustas.

Muitas das idéias utilizadas aqui são baseadas em [3].
Existem entretando grandes diferenças no que diz res-
peito a estratégia de robustecimento empregada. Além
disso, no nosso caso foi assumida a hipótese que os

parâmetros intrı́nsecos da câmera utilizada são conheci-
dos.

2. Modelo de câmera

Em sistemas de realidade aumentada são necessários
modelos de câmeras apropriados para estimação de
parâmetros e para sı́ntese de imagens. O principal mo-
tivo para uma modelagem diferenciada para sı́ntese de ima-
gens é a necessidade de solucionar problemas de oclusão
entre superfı́cies da cena. No caso de objetos wire-
frame pode-se utilizar em ambas as situações o modelo que
será descrito.

2.1. Câmera na origem

Para uma projeção perspectiva cujo centro óptico
esta posicionado em (0, 0, 0)T e cuja visada é feita
na direção do eixo-z, no sentido positivo, temos que
a transformação de projeção T1 : R3 → R2 é defi-

nida por T1{(x, y, z)T } =
(
d
x

z
, d

y

z

)T

, onde d corres-
ponde à distância do centro óptico ao plano de projeção,
denominada distância focal.

2.2. Câmera em posição genérica

A transformação correspondente a uma câmera posicio-
nada de maneira arbitrária é dada pela composição T1 ◦T2 :
R3 → R2, onde T2 : R3 → R3 é um movimento rı́gido de-
finido por T2 (x) = R (x− c), em que c ∈ R3 é a posição
do centro óptico da câmera, e R é uma matriz de rotação,
que determina a orientação da câmera.

A matriz de rotação R e o vetor c podem ser parametriza-
dos por 6 números reais, que correspondem aos parâmetros
extrı́nsecos da câmera.

2.3. Câmera digital

No caso de câmeras digitais, temos que a imagem
é projetada sobre uma matriz de sensores, que reali-
zam uma amostragem da mesma. Essa amostragem define



um novo sistema de coordenadas para a imagem proje-
tada. A mudança de coordenadas da imagem é definida por
uma transformação afim do plano T3 : R2 → R2, da forma,
T3 (x) = diag (mx,my) + (x0, y0)

T , onde mx e my cor-
respondem ao número de sensores por unidade de compri-
mento na direção x e y respectivamente, e o par (x0, y0)

T

corresponde ao ponto principal, que é a coordenada, em pi-
xels, da projeção ortogonal do centro óptico sobre o plano
de projeção.

2.4. Modelo projetivo

Podemos reescrever as transformações T1, T2 e T3

como transformações projetivas T1 : RP 3 → RP 2,
T2 : RP 3 → RP 3 e T3 : RP 2 → RP 2, obtendo as seguin-
tes representações matriciais:

T1 =

d 0 0 0
0 d 0 0
0 0 1 0

, T2 =
(

R −Rc
0T 1

)
e

T3 =

mx 0 x0

0 my y0

0 0 1


Nesse caso estamos considerando que os pontos de R3

são identificados com pontos do RP 3 pela transformação
(x, y, z)T 7→ (x, y, z, 1)T , e uma identificação análoga é
feita entre os pontos do R2 e do RP 2. Utilizaremos essa
identificação em todo o resto do texto.

2.5. Notação K [R|t]

É imediata a verificação de que as transformações pro-
jetivas T3 ◦ T1 ◦ T2 : RP 3 → RP 2 podem ser repre-
sentadas pelo produto de uma matriz 3 × 3 por uma ma-
triz 3× 4, como mostrado abaixo

T3 ◦ T1 ◦ T2 =

dmx 0 x0

0 dmy y0

0 0 1

 (
R −Rc

)
Nesse caso é comum utilizar a notação compacta

K [R| −Rc] para expressar esse produto. Nessa notação
K corresponde a matriz 3× 3 que especifica os parâmetros
intrı́nsecos da câmera, e [R| −Rc] corresponde a ma-
triz 4 × 3 que especifica os parâmetros extrı́nsecos. É co-
mum também o uso da notação K [R|t], cuja única
diferença para a notação anterior é que a posição do cen-
tro óptico da câmera não é explicitadada, tendo em vista que
o produto −Rc é substituı́do por um vetor t ∈ R3 , que re-
presenta a translação da câmera.

No que se segue vamos assumir que a câmera utili-
zada para capturar o vı́deo não sofre modificação em seus
parâmetros intrı́nsecos. Além disso, vamos considerar que a

matriz K correspondente já foi estimada previamente. Ma-
neiras de fazer essa estimação podem ser encontradas em
[9].

3. Definições

Adotaremos as seguintes definições:

1. Par de pontos homólogos
Dado um par de imagens (I1, I2), dizemos que
(x1, x2) ∈ RP 2 × RP 2 é um par de pontos
homólogos associados ao par de imagens (I1, I2)
se existe um ponto X ∈ RP 3, da cena, que se pro-
jeta em I1 no ponto x1, e se projeta em I2 no ponto
x2.

2. Vı́deo
Um vı́deo é uma famı́lia finita de imagens (I)n =
(I1, ..., In), onde cada imagem Ik corresponde a um
frame captado por uma câmera. Tem-se ainda que a or-
dem definida pela indexação dos frames corresponde a
ordem em que os frames foram captados pela câmera.

3. Famı́lia de pontos homólogos
Dado um vı́deo (I)n = (I1, ..., In), dizemos que a
famı́lia (x)n = (x1, ..., xn), onde xi ∈ RP 2, é uma
famı́lia de pontos homólogos associada ao vı́deo (I)n

se existe um ponto X ∈ RP 3, da cena, tal que a
projeção de X em Ij é xj , para todo j ∈ {1, ..., n}.

4. Matriz de pontos homólogos
Uma matriz M , m × n, formada por elementos de
RP 2, é uma matriz de pontos homólogos associada a
um vı́deo (I)n se cada uma de suas linhas define uma
famı́lia de pontos homólogos associada a (I)n. Com
essa definição temos também que a j-ésima coluna de
M corresponde aos pontos homólogos do frame Ij .

5. Configuração
Uma configuração é um par ((P )n ,Ω), onde
(P )n = (P1, . . . , Pn) é uma famı́lia de câmeras e
Ω = {X1, . . . , Xm}, com Xi ∈ RP 3, é um con-
junto de pontos da cena.

6. Explicação para famı́lias de pontos homólogos
Estabelecida uma tolerância ε ∈ R+, definimos que
uma explicação projetiva para uma famı́lia de pontos
homólogos (x)n = (x1, ..., xn) é uma configuração
((P )n ,Ω) tal que ∀i ∈ {1, ..., n}, ∃Xj ∈ Ω que sa-
tisfaz ‖PiXj − xi‖ < ε. Nesse caso dizemos também
que a configuração ((P )n ,Ω) explica projetivamente
a famı́lia de pontos homólogos (x)n.

7. Explicação para matrizes de pontos homólogos
Uma explicação projetiva para uma matriz de pontos
homólogos M é uma configuração que explica todas as
famı́lias de pontos homólogos das linhas de M . Nesse



caso dizemos também que a configuração explica pro-
jetivamente a matriz de pontos homólogos M .

4. Calibração em três passos

Apresentaremos agora um algoritmo que encontra uma
explicação projetiva ((P )n , {X1, ..., Xm}) para uma ma-
triz de pontos homólogos M associada a um vı́deo (I)n.

O algoritmo é formado pelos seguintes passos:

1. Passo 1: Utilizar as colunas de M correspondentes aos
pontos homólogos de uma par de frames Ii e Ij para
determinar Pi e Pj .

2. Passo 2: Utilizar o par Pi e Pj e a matriz M para de-
terminar o conjunto {X1, ..., Xm}.

3. Passo 3: Utilizar o conjunto {X1, ..., Xm} e a matriz
M para determinar a famı́lia de câmeras (P )n.

Os passos 1 e 3 são problemas de calibração de câmeras
e o passo 2 é um problema de reconstrução tridimensional.
Um estudo extenso e detalhado sobre esses problemas pode
ser encontrado em [4]. Para simplificarmos nossa notação,
chamaremos as colunas i e j da matriz M , escolhidas para a
execução dos passos 1 e 2, de colunas base de M .

Mostraremos a seguir como os três passos do algoritmo
podem ser reformulados de maneira a serem resolvidos pela
proposição abaixo, que estabelece a solução para o pro-
blema de encontrar x ∈ Sn que minimiza ‖Ax‖, onde
A : Rn → Rm é uma transformação linear. Uma prova
para a proposição pode ser encontrada em [4].

Proposição 1. Seja Udiag(λ1, λ2, ..., λn)V T , com λ1 >
λ2 > ... > λn > 0, a decomposição SVD de uma ma-
triz A, m × n , em que m > n. Se v ∈ Rn é o vetor cor-
respondente a n-ésima coluna de V , tem-se que v é o vetor
que minimiza a função x 7→ ‖Ax‖, definida sobre os pon-
tos de Rn que satisfazem ‖x‖ = 1.

Denotaremos esse problema de forma compacta por
min
‖x‖=1

‖Ax‖.

5. Passo 1: Calibração de pares de câmeras

Para determinarmos Pi e Pj a partir das colunas ba-
ses de M pode-se utilizar o algoritmo de oito pontos, apre-
sentado inicialmente em [6], e cujo funcionamento pode
ser facilmente compreendido pela proposição abaixo, apre-
sentada em [7], que estabelece uma restrição para as coor-
denadas definidas em dois referenciais do R3, que estão re-
lacionados por um movimento rı́gido.

Proposição 2. Sejam X ∈ R3 e X ′ ∈ R3 definidos de
forma que X ′ = RX +t, onde R é uma matriz de rotação e
t ∈ R3. Se [t]× : R3 → R3 é o operador linear definido por

[t]× (x) = t× x, então vale a relação X ′T (
[t]× R

)
X = 0

Demonstração
Com efeito, usando o fato de o vetor X ′ × t ser perpen-

dicular tanto a X ′ quanto a t, temos que (X ′ × t) ·X ′ = 0
e (X ′ × t) · t = 0. Como conseqüência vale

(X ′ × t)·X ′ = (X ′ × t)·(RX + t) = (X ′ × t)·RX =
X ′ · (t×RX) = X ′T (

[t]× R
)
X = 0.

5.1. Matriz essencial

Definindo E = [t]× R, temos pela proposição 2 que
vale a expressão X ′T EX = 0, que relaciona as coorde-
nadas de um ponto da cena nos referenciais associados
as câmeras [I|0] e [R|t]. Para se obter uma relação en-
tre as coordenadas das projeções desse ponto nas ima-
gens captadas por essas câmeras, basta observar que para
todo λ1, λ2 ∈ R− {0} vale

X ′T EX = 0 ⇐⇒
(
λ1X

′T )
E (λ2X) = 0

Temos então que se x ∈ RP 2 e x′ ∈ RP 2 são as co-
ordenadas homogêneas das projeções de um ponto da cena
obtidas pelas câmeras [I|0] e [R|t] respectivamente, vale a
relação x′T Ex = 0, onde nesse caso tem-se que a matriz E,
chamada de matriz essencial, fica definida a menos de um
produto por um escalar.

5.2. Matriz fundamental

Consideremos agora que x ∈ RP 2 é a projeção de
um ponto X ∈ RP 3 obtida pela câmera K [R | t]. A
projeção do mesmo ponto X obtida pela câmera [R | t]
é dada por K−1x. Com esse resultado podemos ge-
neralizar a relação estabelecida pela matriz essencial
para o caso em que as câmeras não possuem a ma-
triz dos parâmetros intrı́nsecos iguais a I . Mais preci-
samente, dadas duas câmeras K1 [I | 0] e K2 [R | t], te-
mos que se as projeções de um ponto X relativas a essas
câmeras forem x e x′ respectivamente, então vale a relação(
K−1

2 x′
)T (

[t]× R
) (

K−1
1 x

)
= 0. Essa relação pode ser re-

escrita como

x′T Fx = 0,

onde F = K−T
2 [t]× RK−1

1 é uma matriz 3 × 3, deno-
minada matriz fundamental.

5.3. Cálculo da matriz fundamental

O algoritmo de oito pontos estima a matriz fundamen-
tal F que relaciona duas colunas de M , (M1i, . . . ,Mmi)

T



e (M1j , . . . ,Mmj)
T , pela solução do sistema linear

MT
kiFMkj = 0, para k ∈ {1, . . . ,m}

definido sobre as 9 componentes de F .
Como F é definida a menos de um produto por um es-

calar, é necessário que tenhamos m no mı́nimo igual a 8
para que a solução do sistema fique determinada. Se m > 9
pode-se reformular o problema como sendo o de encon-
trar a matriz F0 que minimiza a função objetivo

F 7→
m∑

k=1

(
MT

kiFMkj

)2
.

que pode ser resolvido pela proposição 1 bastando
para isso ser reescrito na forma min

‖F‖=1
‖AF‖, com

F = (F11, F12, F13, F21, F22, F23, F31, F32, F33)
T e A de-

finida por

0BBBBB@
u′1u1 v′1u1 u1 u′1v1 v′1v1 v1 u′1 v′1 1
u′2u2 v′2u2 u2 u′2v2 v′2v2 v2 u′2 v′2 1
u′3u3 v′3u3 u3 u′3v3 v′3v3 v3 u′3 v′3 1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
u′mum v′mum um u′mvm v′mvm vm u′m v′m 1

1CCCCCA ,

onde Mki = (uk, vk, 1)T e Mkj = (u′k, v′k, 1)T

Geralmente a matriz F0 encontrada não é singular, que
é uma propriedade que toda matriz fundamental satisfaz.
Utiliza-se, então, a matriz singular F̃ que minimiza ‖F̃ −
F0‖ como estimativa para a matriz fundamental. A norma
considerada nesse caso é a de Frobenius, pois dessa maneira
a solução é obtida facilmente pela aplicação da proposição
abaixo, cuja demonstração pode ser encontrada em [10]

Proposição 3. Se Udiag(r, s, t)V T é a decomposição SVD
de F0, com r > s > t, então a matriz singular F̃ que mini-
miza ‖F̃ − F0‖, é dada por F̃ = Udiag(r, s, 0)V T .

Esse método de estimação de matrizes fundamentais é
mal condicionado. Tal problema pode ser resolvido por
uma simples normalização das coordenadas dos pontos
homólogos, como descrito em [5].

5.4. Determinando os parâmetros extrı́nsecos

Mostraremos agora como resolver o problema de en-
contrar os parâmetros extrı́nsecos do par de câmeras Pi

e Pj dado que são conhecidas as respectivas matrizes de
parâmetros intrı́nsecos Ki e Kj , e a matriz fundamental F ,
que correlaciona os pontos homólogos das imagens capta-
das por Pi e Pj .

Inicialmente observamos que podemos definir uma ma-
triz essencial E = KiFKj que relaciona as projeções obti-
das pelas câmeras K−1

i Pi e K−1
j Pj .

Podemos assumir sem perda de generalidade que
K−1

i Pi = [R | t] e que K−1
j Pj = [I | 0], sendo assim a

matriz E = [t]× R é o produto da matriz anti-simétrica [t]×,
pela matriz de rotação R. A determinação dos possı́veis va-
lores de t e R fica resolvida pela proposição abaixo, cuja
demonstração pode ser encontrada em [4]

Proposição 4. Supondo que a decomposição SVD de
uma matriz essencial E é igual a Udiag (1, 1, 0) V T , exis-
tem duas maneiras de fatorar E , de forma que E = SR,
onde S é uma matriz ainti-simétrica e R é uma ma-
triz de rotação. Tem-se que S = UZUT e R = UWV T ou
R = UWT V T , onde

W =

0 −1 0
1 0 0
0 0 1

 e Z =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0


A proposição 4 mostra que existem duas possı́veis esco-

lhas para a matriz de rotação R. Para determinarmos quais
são os possı́veis vetores t, basta levar em conta os seguin-
tes fatos:

a) [t]× t = t× t = 0
b) Toda matriz essencial é definida a menos de uma

multiplicação por um escalar.

Usando a notação da proposição, temos pelo primeiro
fato, que todo vetor t deve pertencer ao núcleo de [t]× =
UZUT , ou seja, ∃λ ∈ R tal que t = λU (0, 0, 1)T . O se-
gundo fato mostra que, na realidade, t pode ser qualquer
elemento da forma λU (0, 0, 1)T , com λ ∈ R.

Podemos reduzir o número de soluções utilizando o fato
de existirem configurações ((Pi, Pj) , {X1, . . . , Xm}) que
embora expliquem projetivamente os pontos homólogos,
não são fisicamente realizáveis, como apresentado na figura
1. A solução para esse problema consiste em descartar as
configurações que fazem com que a reconstrução tridimen-
sional de pontos homólogos possua a coordenada z nega-
tiva para algum dos referenciais definidos pelas câmeras.
Esse processo de reconstrução será explicado na próxima
seção, que descreve o passo 2 do algoritmo.

Ao serem eliminadas as configurações não realizáveis, fi-
cam determinados de maneira única a rotação R, a direção,
e o sentido do vetor t. O valor de ‖t‖ continua sendo im-
possı́vel de determinar devido a ambiguidade de escala ine-
rente a qualquer processo de reconstrução tridimensional
baseado em imagens.

6. Passo 2: Reconstrução tridimensional

O passo 2 do algoritmo encontra o conjunto de pontos da
cena Ω = {X1, . . . , Xm} a partir dos pontos homólogos da
i-ésima e j-ésima colunas da matriz de pontos homólogos
M e das câmeras Pi e Pj , calculadas pelo passo 1.



a) b)

c) d)

Figura 1. Embora existam quatro
configurações que explicam projetiva-
mente o par de pontos homólogos, apenas
em (a) o ponto projetado esta posicio-
nado a frente de ambas as câmeras

Interpretando Mki = (u, v, 1)T e PiXk como veto-
res do R3, temos que Mki × (PiXk) = 0. Chamando
de Pn

i a n-ésima linha de Pi, pode-se reescrever essa ex-
pressão como o seguinte conjunto de três equações
lineares em Xk, onde duas são linearmente independen-
tes

u
(
P 3

i Xk

)
−

(
P 1

i Xk

)
= 0

v
(
P 3

i Xk

)
−

(
P 2

i Xk

)
= 0

u
(
P 2

i Xk

)
− v

(
P 1

i Xk

)
= 0,

Analogamente temos que Mkj = (u′, v′, 1)T pode
ser utilizado para obtermos mais outras duas equações li-
neares em Xk, e linearmente independentes, bastando
observar que Mkj × (PjXk) = 0. Agrupando quatro des-
sas equações obtemos um sistema linear homogêneo da
forma AXk = 0 onde

A =


uP 3

i − P 1
i

vP 3
i − P 2

i

u′P 3
j − P 1

j

v′P 3
j − P 2

j


Esse é um sitema linear de quatro equações sobre as qua-

tro coordenadas homogêneas de Xk, logo é um sistema li-
near super-determinado, que pode ser convertido para o pro-
blema de otimização min

‖Xk‖=1
‖AXk‖, cuja solução é dada

pela proposição 1.

7. Passo 3: Calibração de várias câmeras

O passo 3 encontra a famı́lia de câmeras
(P )n = (P1, . . . , Pn) a partir da matriz de pontos
homólogos M e do conjunto de pontos Ω = {X1, . . . , Xm}
determinado no passo 2.

Para resolver o problema basta observar que encon-
trar P que satisfaz

∀k ∈ {1, . . . ,m}, PXk = (uk, vk, 1)T

é equivalente a resolver o sistema linear super determi-
nado AP = 0, onde

A =



XT
1 0T −u1X

T
1

0T XT
1 −v1X

T
1

XT
2 0T −u2X

T
2

0T XT
2 −v2X

T
2

...
...

...
XT

m 0T −umXT
m

0T XT
m −vmXT

m


e P = (P11, P12, P13, P14, P21, . . . , P33, P34)

T é um
vetor formado pelos doze elementos da matriz P que preci-
sam ser determinados.

Quando ]Ω > 6 podemos utilizar a proposição 1 para re-
solver o problema de otimização min

‖P‖=1
‖AP‖, cuja solução

fornece uma estimativa para os elementos da matriz P .
Esse processo pode ser aplicado repetidamente determi-
nando cada uma das câmeras da famı́lia (P )n.

8. Problemas da calibração em três passos

Uma implementação ingênua da calibração em três pas-
sos, descrita anteriormente, apresenta resultados ruins de-
vido aos seguintes problemas:

1. Problema do passo 1: Podem ocorrer erros grosseiros
durante a execução do passo 1 pois a matriz funda-
mental é estimada utilizando-se um conjunto de pon-
tos homólogos que pode apresentar erros grosseiros, já
que estamos considerando que esses são determinados
automaticamente por um algoritmo de processamento
de imagens que não oferece garantias sobre sua pre-
cisão ou correção.

2. Problema do passo 2: Podem ocorrer erros grossei-
ros durante a execução do passo 2 devido a problemas
de condicionamento do processo de reconstrução, pois
é possı́vel que o ponto da cena reconstruı́do seja tal
que uma grande perturbação de sua posição em uma
direção cause uma pequena modificação nas coorde-
nadas das projeções obtidas pelas câmeras.



3. Problema do passo 3: O passo 3 não impõe a restrição
dos parâmetros intrı́nsecos que são assumidos como
sendo conhecidos, e que são usados no passo 1, quando
se obtem a matriz essencial E = KiFKj , em 5.4. .

Mostraremos como resolver esses problemas de maneira
a tornar robusta a calibração feita em três passos. Para tal,
faremos uso do algoritmo RANSAC.

8.1. Algoritmo RANSAC

O algoritmo RANSAC ( Random Sample Consensus ),
foi proposto por Fischler e Bolles em [2], onde foi apresen-
tado nos seguintes termos

”Dados um modelo que precisa de um mı́nimo de n pon-
tos para ter seus parâmetros livres instanciados, e um con-
junto de pontos P , tal que o número de pontos de P
é maior do que n, isto é ] (P ) > n. Selecione aleato-
riamente um subconjunto S1, de n pontos de P e ins-
tancie o modelo. Utilize o modelo instanciado M1 para
determinar um subconjunto S∗1 de pontos de P , que sa-
tisfazem um critério de tolerância de erro em relação
a M1. O conjunto S∗1 é chamado de conjunto de con-
senso de S1.

Se ] (S∗1 ) for maior que um certo limiar t, que é função
de uma estimativa do número de erros grosseiros em P . Use
S∗1 para computar ( possivelmente usando mı́nimos qua-
drados ) um novo modelo M∗

1 .

Se ] (S∗1 ) for menor que t, selecione aleatoriamente um
novo subconjunto S2 e repita o processo acima. Caso de-
pois de um número pré-determinado de iterações, ne-
nhum conjunto de consenso com t ou mais elementos
tiver sido encontrado, encontre o modelo correspon-
dente ao maior conjunto de consenso, ou termine acu-
sando um erro.”

Apresentaremos a seguir como é possı́vel utilizar o
RANSAC para resolver os problemas dos passos 1 e 2. Uti-
lizaremos a notação definida acima para tornar simples a
identificação dos princı́pios do paradigma RANSAC.

8.2. Solução para o problema do passo 1

Podemos nesse caso considerar que o algoritmo de oito
pontos fornece uma maneira de se obter uma matriz fun-
damental, que corresponde ao modelo M1, a partir de um
conjunto formado por oito pares de pontos homólogos cor-
respondentes a S1, obtidos nas colunas base de M .

Pode-se utilizar um critério de tolerância para definir o
conjunto de consenso S∗1 baseado na função objetivo do al-
goritmo de oito pontos, mais precisamente, dado um limiar

η1 ∈ R+ estabelecido empiricamente, incluimos em S∗1 os
pares de pontos homólogos (xi, xj) das colunas base de M ,
se ‖x′Ti Fxj‖ 6 η1, onde F é a matriz fundamental esti-
mada usando o conjunto S1. O modelo M∗

1 é uma matriz
fundamental que pode ser obtida aplicando-se o próprio al-
goritmo de oito pontos sobre os pontos homólogos de S∗1 .

8.3. Solução para o problema do passo 2

Seja Q o conjunto formado pelas reconstruções tridimen-
sionais dos pares de pontos homólogos das colunas base de
M , que fazem parte do conjunto de consenso encontrado
durante a aplicação do RANSAC na estimação da matriz
fundamental.

Para resolvermos o problema de condicionamento do
passo 2 vamos utilizar o RANSAC durante a execução do
passo 3. Para isso temos que o conjunto Γ, formado por
seis pares (X, m), faz o papel do modelo S1, onde X é
um elemento de Q, e m é a linha de M correspondente
a famı́lia de pontos homólogos associada a X . O modelo
M1 corresponde a uma famı́lia de câmeras (P )n obtida pela
aplicação do passo 3 utilizando-se apenas os elementos de
Γ. O critério de tolerância usado para definir S∗1 é base-
ado na medida do erro de reprojeção. Mais precisamente,
dado um limiar η2 ∈ R+ escolhido empiricamente, inseri-
mos em S∗1 os pares (X ′,m′), com X ′ ∈ Q, que satisfazem,
∀j ∈ {1, ..., n}, ‖PjX

′ − m′j‖ 6 η2. O modelo M∗
1 cor-

responde a uma famı́lia de câmeras (P ∗)n, estimada a partir
do conjunto S∗1 .

Dessa forma, temos que o conjunto formado pelos pon-
tos X ′ inseridos em S∗1 , e a famı́lia de câmeras (P ∗)m, de-
finem uma explicação projetiva, de tolerância η2, para uma
matriz de pontos homólogos M ′, formada por linhas de M .

8.4. Solução para o problema do passo 3

Considerando que a matriz de pontos homólogos M pos-
sui n colunas, temos que existem

(
n2 − n

)
/2 possı́veis es-

colhas para o par de colunas base. Sendo assim, pode-se ten-
tar resolver o problema do passo 3 descartando-se a solução
caso os parâmetros intrı́nsecos de alguma das câmeras en-
contradas seja muito diferente dos parâmetros que esta-
mos assumindo como conhecidos. Os três passos são repe-
tidos considerendo escolhas diferentes de colunas bases até
que uma solução satisfatória seja encontrada. Mais precisa-
mente, dado um limiar η3 ∈ R+ escolhido empiricamente,
recusamos a famı́lia (P ∗)n caso ‖Kj − K‖ > η3, para
algum j ∈ {1, . . . , n}, onde Kj é matriz dos parâmetros
intrı́nsecos obtida pela fatoração de Pj na forma Kj [Rj |tj ],
e K é a matriz dos parâmetros intrı́nsecos que estamos assu-
mindo como conhecida. Em [9] existe a explicação de como
fatorar Pj .



9. Escolha das colunas base

Como temos a possibilidade de escolher
(
n2 − n

)
/2 pa-

res de colunas bases para usarmos nos passos 1 e 2, faz
sentido escolhermos aquele que forneça o melhor resul-
tado. Nesse sentido, definimos que o melhor resultado é
a configuração que não foi descartada por problemas de
parâmetros intrı́nsecos no passo 3 e que explica o maior
número de linhas da matriz de pontos homólogos M . Uma
maneira bastante eficiente para determinar esse par foi ob-
tida utilizando-se a seguinte estratégia:

1. Não se deve tentar utilizar colunas bases cuja distância
média dos pontos homólogos não supere um certo li-
miar.

2. Se o número de pares de pontos homólogos obtido pelo
RANSAC aplicado ao passo 1 for menor que o número
de linhas de M explicadas por uma configuração C,
já calculada utilizando-se uma outra escolha de colu-
nas base, deve-se abortar a execução, pois é impossı́vel
que a configuração C seja melhorada. Com isso evita-
mos a realização do RANSAC no passo 2, que é o de
maior custo computacional.

3. Devemos utilizar primeiro colunas afastadas de M
como colunas base, pois normalmente essas fornecem
um resultado melhor que as colunas próximas. Isso faz
com que os bons resultados sejam determinados antes
dos ruins, e com isso aumentamos o efeito do ı́tem an-
terior.

10. Calibação via Levenberg-Marquadt

Seja ((P )n , {X1, . . . , Xm}) uma explicação projetiva
para uma matriz de pontos homólogos M . Podemos defi-
nir o erro de reprojeção associado a essa explicação como

n∑
k=1

m∑
i=1

‖PkXi −Mik‖2

Temos que quanto menor o erro de reprojeção melhor é a
explicação. Com isso, faz sentido definirmos o problema de
encontrar uma explicação projetiva ótima para uma matriz
de pontos homólogos M . Esse problema pode ser atacado
utilizando-se o algoritmo Levenberg-Marquadt, que corres-
ponde ao processo conhecido na literatura pelo nome Bun-
dle Adjustment. Uma boa referência sobre Bundle Adjust-
ment pode ser encontrada em [4].

Diferente do caso geral, em que cada câmera contribui
com 11 graus de liberdade para o espaço de parâmetros da
função objetivo usada pelo algoritmo Levenberg-Marquadt,
temos que, no nosso caso de interesse, cada câmera contri-
bui apenas com 6 graus de liberdade, pois todas as câmeras
são da forma K [R|t], com K conhecido. A translação t

pode ser parametrizada trivialmente. Já o problema de pa-
rametrizar R é menos imediato, podendo ser resolvido pelo
uso de uma representação eixo-ângulo, como descrito em
[1].

11. Seleção de famı́lias de pontos homólogos

Um dos problemas existente no algoritmo de calibração
em três passos é a possibilidade de alguma famı́lia de pon-
tos homólogos ser descartada por apresentar um erro de
reprojeção muito elevado em algum frame, devido ao fato
da reconstrução tridimensional realizada pelo passo 2 só le-
var em consideração um único par de frames. A solução que
foi adotada para esse problema foi combinar a calibração
em três passos com uma calibração feita com Levenberg-
Marquadt.

Inicialmente é determinada uma explicação proje-
tiva ((P )n ,Ω1) obtida pela execução dos três passos
utilizando-se um limiar η2, definido em 8.3, relativa-
mente alto, escolhido de maneira que uma grande quanti-
dade de famı́lias de pontos homólogos seja aceita mesmo
que alguns pontos com erros grosseiros possam contami-
nar a solução. Essa solução é então refinada por um al-
goritmo formado por ciclos de quatro passos que são
apresentados abaixo, com o objetivo de selecionar de ma-
neira mais criteriosa as famı́lias de pontos homólogos que
devem ser consideradas na estimação da explicação proje-
tiva.

1. Executam-se algumas iterações do algoritmo
Levenbeg-Marquadt utilizando como estimativa inicial
a explicação projetiva ((P )n ,Ω1), determinando-se
uma outra explicação projetiva ((P ′)n ,Ω2) de me-
nor erro de reprojeção associado.

2. Utilizam-se duas câmeras de (P ′)n e as colunas cor-
respondentes da matriz de pontos homólogos M para
determinar uma nova reconstrução Ω3 para todos os
pares de pontos homólogos existentes nessas colu-
nas. Essa reconstrução pode ser obtida escolhendo-se
o par de câmeras que dentre todos os possı́veis agru-
pamentos produz uma reconstrução cujo erro de
reprojeção é mı́nimo.

3. Descartam-se os pontos de Ω3 cujo erro de reprojeção
em relação às câmeras de (P ′)n são maiores que um li-
miar η′2, escolhido de forma mais rigorosa que que
η2, ou seja, η′2 < η2. Obtem-se assim um novo con-
junto de pontos Ω4.

4. Estima-se uma nova famı́lia de câmeras (P ′′)n a par-
tir do conjunto de pontos Ω4 e das respectivas linhas



da matriz de pontos homólogos M . Com isso obte-
mos uma explicação projetiva ((P ′′)n ,Ω4) que pode
ser utilizada para alimentar um novo ciclo de refina-
mento.

A cada ciclo pode-se utilizar um limiar de tolerância para
o erro de reprojeção cada vez menor tendo em vista que
como a solução fica cada vez mais correta podemos ser cada
vez mais rigorosos.

Após executarmos um determinado número de ciclos
de refinamentos podemos aplicar o algoritmo Levenberg-
Marquadt até sua convergência obtendo uma explicação
projetiva cujo erro de reprojeção associado às famı́lias de
pontos homólogos selecionadas é um mı́nimo local.

12. Decomposição do vı́deo em fragmentos

Em um video (I)n, é possı́vel que existam frames Ia

e Ib que não admitam nenhum par de pontos homólogos,
no caso de nenhum ponto da cena ser projetado em am-
bas as imagens. Além disso, algoritmos como o KLT po-
dem não conseguir acompanhar com precisão pontos em
longas seqüências de imagens. Como conseqüência, tem-se
que não é possı́vel, em geral, definir uma matriz de pon-
tos homólogos para um vı́deo completo

Usando o fato do movimento da câmera ser contı́nuo,
pode-se realizar uma decomposição do vı́deo (I)n em frag-
mentos, de forma que todos os fragmentos admitam uma
matriz de pontos homólogos. Sendo mais preciso, estamos
definindo como um fragmento, de k+1 frames, de um vı́deo
(I1, ..., In), como sendo um vı́deo da forma (Ij , ..., Ij+k),
onde {j, j + 1, ..., j + k} ⊂ {1, 2, ..., n}.

Nos experimentos realizados, os fragmentos foram de-
terminados por uma heurı́stica. A solução adotada foi que
cada fragmento seria obtido comparando-se um frame Ij

com seus sucessores até que fosse encontrado um frame
Ij+k, em que os pontos homólogos de Ij e Ij+k, apresen-
tassem uma distância média acima de um limiar ε ∈ R+,
escolhido experimentalmente. Obtendo-se assim um frag-
mento de k + 1 frames (Ij , Ij+1, ..., Ij+k).

Para que posteriormente os fragmentos possam ser
unidos, tem-se que a decomposição é feita de forma
que exista a superposição de um frame entre cada
par de fragmentos adjacentes. Ou seja o vı́deo (I)k

é decomposto em fragmentos da forma (I1, ..., Ik1),
(Ik1 , ..., Ik2) , ...,

(
Ikn−2 , ..., Ikn−1

)
,
(
Ikn−1 , ..., Ikn

)
, onde

cada fragmento é obtido como explicado acima.
É possı́vel que ao tentar determinar o último fragmento,

não seja possı́vel satisfazer a restrição do limiar ε, devido
ao encontro do final do vı́deo, nesse caso descartam-se es-
ses últimos frames, para evitar problemas de calibração cau-
sados pela pequena modificação das coordenadas dos pon-

tos das famı́lias de pontos homólogos associadas ao frag-
mento.

13. Junção de fragmentos

Consideremos que foram determinadas explicações pro-
jetivas para as matrizes de pontos homólogos dos fragmen-
tos de um vı́deo (I)n. Mostraremos agora como utilizar es-
sas explicações para determinar uma famı́lia de câmeras
(P )n correspondente às câmeras que foram utilizadas para
captar (I)n. É preciso levar em consideração que cada
explicação projetiva foi definida em um referencial próprio,
e em uma escala própria. Sendo assim, vamos dividir o pro-
blema em dois

1. Alinhamento de fragmentos

2. Compatibilização de escalas

13.1. Alinhamento de fragmentos

Dadas duas configurações E1 = ((G)r ,Ω) e E2 =
((Q)s ,Ψ), que explicam projetivamente as matrizes de
pontos homólogos M1 e M2, associadas respectivamente
aos fragmentos consecutivos F1 = (Ik, Ik+1, ..., Ik+r), e
F2 = (Ik+r, Ik+r+1, ..., Ik+r+s) de um vı́deo (I)n, quere-
mos determinar um movimento rı́gido que transforma (Q)s

em uma famı́lia de câmeras (Q′)s tal que Gr = Q′
1. Dire-

mos nesse caso que (G)r e (Q′)s estão alinhadas.
Sejam Q1 = K [R1|t1] e Gr = K [R2|t2], pode-

mos determinar a famı́lia (Q′)s aplicando a seguinte
transformação aos elementos de (Q)s

K [R|t] 7→ K
[(

RRT
1 R2

)
|RRT

1 (t2 − t1) + t
]
.

Podemos usar repetidas vezes essa transformação para
alinharmos todas as famı́lias de câmeras associadas a cada
um dos fragmentos de (I)n.

13.2. Compatibilização de escalas

O fato de duas famı́lias de câmeras (G)r e (Q)s, associ-
adas a fragmentos consecutivos, estarem alinhadas, não sig-
nifica que elas estejam prontas para serem concatenadas de
forma a gerar a famı́lia de câmeras utilizada na captação dos
dois fragmentos. Isso ocorre pois geralmente (G)r e (Q)s

estão calibradas em escalas diferentes.
Podemos resolver o problema de compatibilização de es-

calas explorando o fato que dadas duas explicações pro-
jetivas E1 = ((G)r ,Ω) e E2 = ((Q)s ,Ψ) associa-
das a fragmentos consecutivos, normalmente existe um
conjunto não vazio S ⊂ Ω cujos elementos são pon-
tos da cena que também aparecem em Ψ. O fator de
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escala λ pode ser obtido como resposta do seguinte pro-
blema de otimização

Determinar λ ∈ R+ tal que aplicando-se a
transformação K [R|t] 7→ K [R|λt] sobre todas as
câmeras em (Q)s, obtem-se uma nova famı́lia de câmeras
que ao ser alinhada com a famı́lia (G)r define uma famı́lia
de câmeras (Q′)s que faz com que o erro de reprojeção as-
sociado à explicação projetiva ((Q′)s , S) seja mı́nimo.

A solução desse problema não é simples, pois como
as coordenadas dos elementos de S são estimadas através
de um processo de minimização do erro de reprojeção
associado a ((G)r ,Ω), é possı́vel que algum dos pontos
de S apresente erros grosseiros de reprojeção quando fei-
tas por câmeras de (Q′)s. Isso pode ocorrer caso gran-
des modificações das coordenadas de pontos de S, em al-
guma direção, não produzam alterações significativas sobre
as projeções obtidas pelas câmeras de (G)r. É necessário
detectar e eliminar esses pontos de S que podem gerar pro-
blemas ao cálculo do λ ótimo. Isso foi resolvido estabe-
lecendo um limiar que define o maior erro de reprojeção
aceitável para que um ponto de S não seja descartado.

14. Resultados

Foi implementado um sistema capaz de fazer realidade
aumentada em um vı́deo. O sistema é composto por um con-
junto de módulos combinados em uma arquitetura de filtros
e canais, como ilustrado na figura 2.

O processamento realizado por cada módulo é o seguinte

1. Calibrador Intrı́nseco
Recebe como entrada um conjunto de corres-
pondências de pontos 3D-2D e fornece como saı́da
uma matriz de parâmetros intrı́nsecos. O algo-
ritmo utilizado para fazer isso pode ser encontrado em
[9].

2. Perseguidor de Texturas
Recebe como entrada um vı́deo digital e fornece como
saı́da um conjunto de famı́lias de pontos homólogos
estimados pelo algoritmo Kanade-Lucas-Tomasi.

3. Calibrador Extrı́nseco
Recebe como entrada uma matriz de parâmetros
intrı́nsecos e um conjunto de famı́lias de pon-
tos homólogos associados aos frames de um vı́deo, e
fornece como saı́da os parametros extrı́nsecos associ-
ados a cada frame. Esse módulo implementa o algo-
ritmo descrito nesse artigo, utilizando para isso rotinas
de álgebra linear numérica e de otimização da biblio-
teca GNU Scientific Library (GSL).

4. Modelador Geométrico
Recebe como entrada um vı́deo digital, os parâmetros
intrı́nsecos da câmera que o captou, os parametros
extrı́nsecos associados a cada frame do vı́deo, e um
objeto poliedral P . Esse módulo apresenta uma inter-
face gráfica que permite que um usuário modifique a
posição e as dimensões de P observando interativa-
mente o efeito correspondente sobre um conjunto de
frames do vı́deo. A saı́da do módulo é o objeto P mo-
dificado.

5. Combinador de Imagens
Recebe como entrada um vı́deo digital, os parâmetros
intrı́nsecos da câmera que o captou, os parame-
tros extrı́nsecos associados a cada frame do vı́deo, e
um objeto poliedral. A saı́da é o vı́deo formado pela
composição dos frames do vı́deo de entrada com o ob-
jeto vitual.

A figura 3 mostra alguns frames de um vı́deo ob-
tido como saı́da do sistema. O vı́deo completo
e outros resultados podem ser encontrados em
http://www.visgraf.impa.br/ar/.

15. Conclusões

Apresentamos neste artigo um algoritmo capaz de deter-
minar os parâmetros extrı́nsecos das câmeras utilizadas na
captação de um vı́deo. Foi descrito de forma mais detalhada
que em [3] a resolução do problema de estimação de uma
explicação projetiva por uma solução em três passos, sem
o uso de tensores trifocais. Foram explicitados os possı́veis
problemas durante a execução desses três passos, tendo sido
apresentadas soluções, que foram testadas no protótipo im-
plementado.

O método ainda apresenta as seguintes deficiências, que
esperamos que sejam resolvidas em trabalhos futuros:

1. Existem muitos limiares independentes que precisam
ser ajustados para que o algoritmo funcione apropria-
damente.

2. Não existem garantias de que em todos os pas-
sos do algoritmo existirá um conjunto suficiente de
famı́lias de pontos homólogos para que se possa apli-
car a proposição 1 .



Figura 3. Frames selecionados de um vı́deo
obtido como saı́da do sistema

3. O resultado final não é uma otimização global sobre o
erro de reprojeção em todos os frames do vı́deo. O que
o algoritmo faz é uma otimização em cada fragmento,
seguida de uma junção ótima das famı́lias de câmeras
estimadas.

4. Um mesmo ponto tridimensional possui
representações diferentes durante a execução da
otimização em cada fragmento, conseqüentemente o
processo de junção de fragmentos utilizado pelo al-
goritmo é frágil, pois ocorrem muitos erros grossei-
ros quando reconstruções tridimensionais de pontos
de um fragmento são projetadas pelas câmeras de ou-
tro, durante a compatibilização das escalas dos frag-
mentos.
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