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Abstract.  Até o aparecimento do método Dual Contouring os tnicos métodos efetivos de poligonalizacio
hierdrquicos eram os que utilizavam células de poligonalizacdo simpliciais. O método Dual Contouring faz uma
poligonalizacdo hierarquica utilizando células ndo simpliciais, que neste caso sdo cubos. Apesar deste método
ser adaptativo ele pode gerar tridngulos pequenos que ndo tem nenhuma informagao relevante. Para retirar estes
tridngulos devemos fazer uma simplificagdo, e esta simplificacdo deve manter a topologia da superficie. Para sim-
plificar superficies compactas basta coloca-las inteiramente contidas no cubo raiz e usar a Simplificacao Topoldgica
. Mas se a superficie ndao for compacta ndo existe nenhum cubo que possa conter a superficie totalmente e € cri-
ado um bordo na intersecdo da superficie com o cubo raiz e neste caso a Simplificagdo Topoldgica pode falhar
resultando em uma superficie topologicamente diferente da original. Neste trabalho apresentamos um método de
simplificdo que mantém a topologia para superficies nao compactas que foram poligonalizadas com o método Dual
Contouring. O Controle Topoldgico proposto neste artigo preserva a topologia de superficies ndo compactas ou
superficies compactas em que desejamos poligonalizar ou simplificar somente uma parte dela criando assim um
bordo na interse¢do do cubo raiz com a superficie. Com esse Controle Topoldgico além de garantir a topologia
para superficies ndo compactas eliminamos a necessidade de simplificar toda uma superficie compacta, podemos

concentrar a simplificacdo somente em uma determinada regido da superficie.

1 Introducao

Superficies implicitas sd3o um importante topico em Ge-
ometria Computacional. Elas sdo a pré-imagem de uma
funcdo. Vamos usar sem perda de generalidade o valor O e
temos a superficie resultante como uma superficie de nivel
f(z,y) =0.

Uma de suas mais importantes caracteristicas é que
a superficie implicita divide o espaco em duas partes, de-
pendendo do valor da funcdo. Neste caso as regides sio
f(z,y) <0e f(x,y) > 0. Para detalhes veja [2], [7].

Em uma superficie implicita compacta, o espago € di-
vidido em uma regido limitada, no interior da superficie, e
uma regido ilimitada no exterior.

Quando a poligonalizagcdo usa células nao simpliciais
as células utilizadas normalmente sdo cubos. Para testar se
a superficie intersecta um cubo sdo calculados os valores
desta superficie nos vértices deste cubo. Se os vértices es-
tiverem em regides diferentes, no caso f(x,y) = 0 se os
vértices tiverem sinais diferentes, entdo a superficie passa
por dentro do cubo.

Para criar uma poligonaliza¢do ndo adaptativa, ou uni-
forme, o cubo inicial € dividido uniformemente criando uma
grade.

Em uma poligonalizacdo adaptativa o cubo inicial, que
no caso chamaremos de cubo raiz, € dividido em oito cubos
e cada cubo resultante é testado para ser ou nao subdividido.

A esta divis@o esta associada uma octree, portanto serio
feitas reféncias a posi¢ao do cubo na octree como cubo raiz.

Para uma particao uniforme € utilizado um voxel, que
€ um cubo cujos lados tem o tamanho da parti¢cdo, para per-
correr a grade e fazer a poligonalizacdo da superficie. Em
cada posi¢do do voxel na grade ¢é feito um teste para saber
se a superficie passa por esta posicdo do voxel. Em cada
posicdo em que € detectada a intersecdo entre o cubo e a
superficie sdo calculados os pontos para serem gerados os
tridngulos para a poligonalizagdo da superficie.

O método Dual Contouring é um método adaptativo
para poligonalizacdo de superficie que ndo se baseia no
uso do voxel e sim das Arestas Minimas. Estas Arestas
Minimas sdo obtidas na intersecdo de trés ou quatro cubos
folha e a poligonalizacgdo € feita visitando os cubos folha
que se intersectam em uma Aresta Minima.

Nosso trabalho usa o Dual Contouring para gerar a
poligonalizacdo e apds esta etapa iniciamos o processo de
simplificagdo.

Apesar de ndo estar explicito no trabalho [4] as su-
perficies a serem simplificadas sdo compactas e inteiramente
contidas no cubo raiz. A Simplificacdo Topoldgica intro-
duzida com o Dual Contouring falha para superficies ndo
compactas pois nao existe nenhum cubo que possa englobar
toda a superficie, portanto € criado um bordo na interse¢ao
da superficie com o cubo raiz.



Neste trabalho extendemos o algoritmo apresentado
em [4] para fazer uma simplificagdo que mantem a topolo-
gia de superficies ndo compactas , que chamamos de Cont-
role Topol6gico Nao-Compacto.

Uma simplificacdo que funciona nestes casos € muito
util ndo somente para superficies ndo compactas , mas também
para superficies compactas em que s6 € necessario poligo-
nalizar ou simplificar uma parte da superficie, o que iria
gerar bordos criados pela intersecdo da superficie com o
cubo rafz.

Para entender uma possivel aplicacdo nds lembramos
que a situag¢do anterior ocorre com frequéncia quando tra-
balhamos com superficies implicitas, mesmo para aquelas
que sdo compactas. Uma estratégia comum para resolver
este problema € aumentar o cubo raiz. Mas outra solugdo é
possivel : somente poligonalizar e simplificar uma pequena
porcdo da superficie, com um método de simplificagao se-
guro.

2 Trabalhos relacionados

Existem varios trabalhos que tratam de poligonalizagao de
superficies implicitas. Nesta secdo serdo tratados somente
alguns trabalhos relacionados a este que mostram como a
ideia inicial de poligonalizacdo, com uma parti¢ao uniforme
e amostras nos bordos de cada voxel, evolue para o método
Dual Contouring.

2.1 Marching Cubes

Um dos métodos mais antigos e populares de poligonalizagio
€ o Marching Cubes que aparece no paper [6]. Uma das
pricipais razdes de sua popularidade € sua facilidade de en-
tendimento e implementagdo.

Este método utiliza uma parti¢ao uniforme e para cada
voxel nesta particdo é criada a por¢do da superficie que
passa por este voxel. Os vértices estdo posicionados nas
arestas dos voxels.

Uma representacdo deste método € mostrada na figura
1(a).

Uma observacio interessante é que existem variagdes
do método Marching Cubes que usam parti¢des ndo regular,
mas precisam de no minimo uma octree restrita.

2.2 Marching Cubes Extendido

No trabalho [5] uma técnica de poligonalizac¢do para parti¢cdo
uniforme é mostrada usando voxels que podem conter pon-
tos no seu interior, ao invés de pontos que estdo somente
nas arestas do voxel, como no método Marching Cubes.
Para cada voxel € calculado uma poligonalizacdo us-
ando o método Marching Cubes e se os vetores normais
desta poligonalizacao divergirem acima de um valor definido
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Figure 1: (a) Marching Cubes - Todos os vértices estao no
bordo dos voxels. (b) Marching Cubes Extendido - Usa
vértices no interior dos voxels. (¢) SurfaceNets - Todos os
vértices estdo no interior dos voxels. (d) Dual Contouring -
Todos os vértices estio no interior dos voxels e a subdivisao
¢é adaptativa.

entdo é gerado um ponto no interior deste voxel que € uti-
lizado para fazer a poligonalizacdo.

Uma representacdo deste método é mostrado na figura
1(b).

2.3 SurfaceNets

No trabalho [3] € introduzido o método SurfaceNets cuja
poligonalizacdo é puramente dual, ou seja em que os pon-
tos estdo no interior da parti¢do, mas usa uma particao uni-
forme.

Inicialmente os pontos sdo colocados no interior de
cada voxel que intersecta a superficie e uma fungdo ¢é us-
ada vdrias vezes até colocar o ponto na sua posicao final,
quanto mais esta func@o € usada mais suave € o resultado
final.

Depois de estabelecer a posicao final dos pontos a poligonalizacdo

¢é feita usando os seis voxels vizinhos a cada voxel. O re-
sultado pode ser visto em 1 (c).

2.4 Dual Contouring

O método Dual Contouring mostrado em [4] é um método
dual e adaptativo.

Os pontos usados para a poligonalizac¢io estdo no in-
terior dos cubos, logo este método ndo tem problemas com



cubos vizinhos que estdo em niveis diferentes.

Este método inicia com um cubo que engloba a por¢éo
da superficie a ser poligonalizada. Este cubo ¢é dividido re-
cursivamente de acordo com o comportamento da superficie
no cubo.

Uma octree estd associada a esta divisdo, portanto sdo
feitas referencias a cubo raiz ou cubo folha de acordo com
a posicdo do cubo na octree.

Na figura 1 (d) é mostrada uma representacdo do Dual
Contouring.

3 Dual Contouring e Simplificacao Topolégica

No trabalho [4] além do método Dual Contouring mostrado
na subse¢do 2.4 € introduzida a Simplificagdo Topoldgica,
ela é usada para fazer simplificacdo de superficies com-
pactas poligonalizadas com Dual Contouring mantendo a
topologia da superficie.

3.1 Funcionamento do Método Dual Contouring

O método Dual Contouring usa uma octree, portanto a primeira

coisa a fazer € criar a octree. Para cada folha da octree é
testado se o cubo correspondente tem vertices com sinais
diferentes, caso tenha entfo a superficie intersecta o cubo.
Se houver intersec¢do entdo é gerado um ponto no interior
do cubo de acordo com o valor da fungdo implicita e é cal-
culado o vetor normal relativo a este ponto.

Depois de gerar a octree ela é percorrida recursiva-

mente para determinar as Arestas Minimas. Elas sao chamadas

de Arestas Minimas pois sdo a intersecao de de trés ou qua-
tro cubos-folha e o comprimento desta aresta € o compri-
mento do lado do menor cubo. Isto quer dizer que esta
aresta ndo tem subdivisoes.

Na figura 3 (a) nds temos seis Arestas Minimas no in-
terior do cubo, e cada uma delas € o resultado da interse¢ao
de quatro cubos folha.

Para cada Aresta Minima € testado o valor da fungdo
implicita nos seus extremos. Se houver mudancga de sinal,
entdo a superficie intersecta esta aresta, os cubos que se in-
tersectam nesta aresta sao visitados e é gerada um triangulo
ou um quadrado da poligonalizacao.

Ap6s todas as Aresta Minimas serem visitadas entdao
estd pronta a poligonalizacio da superficie.

3.2 Simplificacao Topolégica

A Simplificagdo Topoldgica resulta em uma superficie sem
mudanca de topologia para superficies compactas e total-
mente contidas no cubo-raiz.

Para fazer esta simplificagdo para cada cubo € calcu-
lado o Angulo de abertura, que € a diferenca entre os angulos
normais dos cubos que sao filhos deste cubo. Se o cubo for
um cubo-folha, entdo o dngulo de abertura € zero.

A octree é percorrida recursivamente até achar cubos
cujos filhos sdo cubos-folha. Este cubo tem oito divisdes,
que sdo seus oito filhos, com vinte e sete vértices. Com
relacdo ao cubo-pai, destes vértices um estd no centro, seis
estdo no centro das faces e doze no centro de cada aresta
como mostrado na figura 2.

Se o angulo de abertura ¢ menor do que um angulo fix-
ado, entdo sdo aplicados os quatro testes da Simplificagdo
Topolégica:

e A configuracdo dos cubos-filhos que intersectam a su-
perficie indica que ndo h4 mais de uma componente
conexa.

e O vértice no centro do cubo tem o mesmo sinal de al-
gum dos vértices do cubo.

e O vértice no centro de cada face tem o mesmo sinal de
algum dos vértices desta face.

e O vértice no centro de cada aresta tem o mesmo sinal
de algum dos vértices desta aresta.

Estes testes previnem mudangas na topologia da su-
perficie pois o primeiro teste verifica se existe mais de uma
componente conexa € os outros garantem que se houver
uma mudanca de sinal ela é mantida.

Alguns exemplos de superficies que ndo podem ser
simplificadas estio na figura 2 .

4 Controle Topologico Nao-Compacto

Nesta secdo mostramos a nossa proposta de um método de
simplifica¢do para superficies ndo compactas que preserva
a topologia.

Iniciamos mostrando porque a Simplificagcdo Topoldgica
falha em superficies ndo compactas e depois mostramos

como funciona o método de Controle Topoldgico Nao-Compacto

para superficies ndo compactas.

4.1 Simplificacao Topologica em Superficies Nao Com-
pactas

No caso de superficies compactas totalmente contidas no
cubo raiz, os vértices do cubo raiz tem o mesmo sinal indi-
cando que estdo fora da superficie. Com isto a Simplifica¢do
Topoldgica para antes do resultado degenerar em um tnico
cubo, pois os pontos do interior da superficie tem sinal
diferente dos vértices do cubo raiz.

Mas em superficies ndo compactas alguns vértices do
cubo raiz podem estar em um lado da superficie e outros no
outro lado. Neste caso ao aplicar a Simplificagao Topoldgica
o vértice no interior do cubo pode ter o mesmo sinal de al-
gum dos vértices do cubo raiz e simplificagdo pode ser feita
mesmo se o resultado for o cubo raiz com um ponto no



Figure 2: (a) Estes dois cubos representam uma superficie
com dois componentes disconexos. (b) O vértice no centro
do cubo tem sinal diferente dos vértices do cubo resultante.
(c) Um vértice no centro de uma face tem sinal diferente
dos vértices da face. (d) Um vértice no meio de uma aresta
tem sinal diferente dos vértices da aresta.

seu interior. Ou seja com a superficie degenerando em um
unico ponto.

Um exemplo simples em que € mostrado como este
teste falha estd na figura 3 (a) . A superficie é um plano
contido no cubo e o bordo € criado pela intersecao do cubo-
raiz com o plano.

Neste caso quatro vértices do cubo raiz estdo de um
lado do plano e os quatro retantes estdo do outro lado. A
Simplifica¢do Topoldgica falha pois sé hd uma componente
conexa e os vértices internos sempre tem o mesmo sinal de
algum dos vértices do cubo-pai correspondente. O resul-
tado desta simplificagcdo com angulo de abertura 360 graus é
um ponto no interior do cubo-raiz, como mostrado na figura
3(0).

4.2 Funcionamento do Controle Topologico Nao-Compacto

Como foi mostrado na sub-secdo 4.1, a Simplificacdo Topolégica

pode falhar para superficies nao-compactas.
Isto acontece porque a superficie ndo cria pontos den-

tro e fora, como uma superficie compacta e ao fazer a simplificagio

(a) (b)

Figure 3: (a) Poligonalizagdo original com recursao igual a
2. (b) Simplificagao Toplégica com 100 graus.

usando a Simplificagdo Topoldgica os vértices dos cubos
que desaparecerdo podem ter o mesmo sinal dos vértices
do cubo pai resultante.

Uma mudanga na topologia da superficie ao usar a
Simplicagdo Topoldgica pode ocorrer quando os cubos folha
que intersectam a superficie tem mudancga de sinal nas suas
arestas internas e o cubo pai resultante desta simplificagdo
ndo tem arestas internas com mudanca de sinal.

Vamos mostra trés casos em que a superficie degenera

4.2.1 A superficie é degenerada em pontos que nao se
conectam

Vimos na subsec¢do 4.1 o exemplo em que a Simplificacao
Topolégica ndo impede que a superficie seja simplificada
até restar somente um ponto, como mostrado na figura 3.
Isto acontece porque a superficie atende a todas as restricdes
da Simplificagdo Topoldgica, mas em nenhum momento &
testado se os pontos resultantes tem conexao com outros
pontos da superficie.

O mesmo problema pode ser visto na figura 5 (f), neste
caso a figura original 5 (a) foi simplificada com angulo de
abertura 360 graus e o resultado sdo oito pontos que estdo
em oito cubos cujas arestas internas ndo tem mudanga de
sinal, somente as arestas externas. Portanto estes pontos
nao se conectam.

Dos dois casos acima vemos que é necessario fazer um
teste para saber se 0s cubos que serdo simplificados contém
mudanga de sinal nas arestas internas e se o cubo resultante
também tem mudancga de sinal nas arestas internas.

Se um cubo tem mudanca de sinal nas arestas inter-
nas isto indica que o ponto no seu interior estd conectado a
outros pontos formando uma superficie.

Logo se os cubos que desaparecerdo na simplificagdo



tiverem mudanca de sinal nas arestas internas e o cubo re-
sultante nao tiver esta mudanga entdo pode ser que o ponto
no interior do cubo resultante ndo tenha conexdo com nen-
hum outro ponto.

4.2.2 O numero de buracos da superficie se altera

Outra modifica¢@o da topologia da superficie ocorre quando
o nimero de buracos se altera.

Este caso pode ser visto na figura 5 (d) neste caso a su-
perficie original tem seis buracos, mas durante a simplificacao
um dos pontos resultantes ndo tem conexao com nenhum
outro ponto da superficie.

Neste caso trés buracos se juntaram formando um tnico
buraco e a superficie resultante tem quatro buracos, difer-
ente portanto da topologia inicial da superficie.

Este caso € uma derivagdo do caso anterior com a diferenca

de que uma parte da superficie é poligonalizada e outra se
perde por ndo ter conexdo com os pontos da superficie.

4.2.3 Uma parte da superficie se degenera em um ponto

Uma outra mudanca na superficie ocorre quando uma regio
homeomorfa a um disco resulta em um ponto, causando
uma degeneracdo local da superficie.

Nas figuras 5 (b) e (c) temos uma simplificagdo usando
Simplificacdo Topoldgica em que hd uma degeneracdo na
superficie pois uma regido ¢ levada em um ponto.

Isto acontece pois o cubo resultante ndo tem mudanga
de sinal nas suas arestas, mas os cubos vizinhos estdo mais
subdivididos e as arestas destes cubos folhas que fazem
fronteira com este cubo tem mudanga de sinal. Portanto
a conexao com o ponto ndo se perde mas a por¢ao da su-
perficie contida neste cubo degenera em um ponto.

Este é um dos casos mais interessantes em que o Con-
trole Topolégico Nao-Compacto € necessdrio, pois mesmo
o ponto resultante ndo perdendo a conexdo com a superficie
o resultado degenera em um ponto.

Como cada cubo s6 contém um ponto uma regido sé
serd homeomorfa a um disco se pelo menos trés cubos que
sa0 vizinhos tem pontos que se conectam. Portanto também
neste caso € necessdrio testar se o cubo resultante tem arestas
internas com mudanca de sinal.

4.3 Como Funciona o Controle Topolégico Nao-Compacto

Pelo que vimos nas subse¢des anteriores temos que as fal-
has ocorrem pois ndo € testado se os cubos folha que in-
tersectam a superficie tem arestas internas com mudanca
de sinal e se o cubo resultante terd uma aresta interna com
mudanca de sinal.

O teste do Controle Topolégico Nao-Compacto con-
siste em testar se as arestas dos cubos folha que estdo nas
faces do cubo resultante tem mudanca de sinal. Caso uma

das arestas tenha mudanga de sinal basta testar se uma das
arestas do cubo resultante também tem mudancga de sinal.

Com este simples teste, aliado a Simplificagdo Topoldgica,

podemos simplificar superficies implicitas ndo compactas
garantido que a topologia da superficie € mantida.

5 Resultados

Nesta secao n6s mostramos alguns resultados da nossa simplificacao.

Iniciamos com um octante da esfera, que é mostrado
na figura 4 (a). Se usamos a Simplificacdo Topoldgica com

angulo maximo nds obtemos somente um ponto, como mostrado

na figura 3 (b). Mas se usamos a nossa simplificagdo com o
mesmo angulo a superficie ndo degenera como € mostrado
na figura 4 (b). Neste caso o resultado sdo seis pontos € o
cubo raiz esta dividido em oito cubos.

(@) (b)

Figure 4: (a) Um octante da esfera poligonalizada com
cinco niveis de recursdo. (b) O mesmo octante apds a
simplificagdo com angulo de abertura 360 graus.

O segundo exemplo é mais completo.

Na figura 5 (a) nés temos uma superficie poligonal-
izada com cinco niveis de recursdo. Note que esta superficie
tem seis buracos e cada um estd em torno dos eixos x, ¥, z.
Como esta ¢ uma superficie ndo compacta temos bordos
gerados pela intersecao da superficie com o cubo raiz.

Os exemplos 5 (b) e (c) mostram a superficie simpli-
ficada com um angulo de abertura de 60 graus. Neste caso
temos uma mudanga na topologia da superficie pois um dos
cubos resultantes contém um ponto e suas arestas internas
ndo possuem mudanca de sinal. Temos como resultado,
como foi mencionado, que a superficie degenera em um
ponto.

A figura 5 (d) mostra a Simplificagdo Topolégica com
angulo de abertura 66 graus. Neste caso nés temos qua-
tro cubos resultantes que intersectam a superficie mas nao
possuem mudanga de sinal nas arestas internas. Um dos cu-
bos tem um vértice que ndo se conecta com nenhum outro
vértice e a topologia da superficie resultante muda porque
tr€s buracos sdo unidos formando somente um .



Na figura 5 (f) temos a Simplificagdo Topoldgica com
360 graus. Neste caso sé restam oito cubos cada um deles
contendo um vértice, mas como as arestas internas nao ap-
resentam mudanca de sinal estes pontos nao se conectam,
degenerando a superficie em oito pontos.

Finalmente os exemplos 5 (e) e (g) mostram uma simplificac@o

usando o Controle Topolégico Nao-Compacto. No primeiro
caso usamos simplificagdo com 60 graus e no segundo us-
amos 360 graus. Em ambos os casos a topologia foi preser-
vada.

6 Conclusao

Este € um método muito util para simplificar superficies nao
compactas poligonalizadas com o método Dual Contouring.

Vamos rever as duas razdes basicas para utilizar este
método.

A primeira é obviamente para superficies ndo com-
pactas, pois o resultado da simplificagdo é topologicamente
igual a superficie original. Neste caso, estdo as superficies
matemdticas ndo compactas como as quadricas por exem-
plo.

A segunda € para superficies compactas em que se
deseja poligonalizar ou simplificar somente uma parte da
superficie como o octante da esfera mostrado em 4 , pois
neste caso ndo € necessdrio poligonalizar toda a superficie.
E ao usar um cubo raiz menor podemos aumentar a quali-
dade da superficie poligonalizada ou gastar menos tempo e
memoria para fazer a poligonalizacio.

Duas aplicagdes neste caso sdo Fotografia 3D e Da-
dos Volumétricos Out-of-Core. Podemos por exemplo visu-
alizar estatua do Davi de Michelangelo, que foi escaneada
pela Universidade de Stanford, toda e ndo somente partes
dela.

Como os dados sdo muito grandes e podem nao caber
na memoria uma alternativa € dividir o volume total e polig-

onalizar e simplificar cada parte usando o Controle Topoldgico
Nao-Compacto , guardando os pontos resultantes da simplificagdo.

No final € so poligonalizar todos os pontos resultantes da
simplificagdo. Como o Controle Topoldgico Nao-Compacto
mantém a topologia da superficie temos que o resultado ndao
serd topologicamente diferente da estdtua original.
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