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6.2.2 Simplificação de Um Nó da Octree . . . . . . . . . . . 39

7 Implementação do algoritmo 41
7.1 Criação da Octree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
7.2 Arestas Mı́nimas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

7.2.1 Procura Celula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
7.2.2 Procura Face . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
7.2.3 Procura Aresta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

7.3 Simplificação Topológica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
7.4 Implementação do Controle Topológico Dual . . . . . . . . . . 46

8 Experimentos e Resultados 47
8.1 Resultados Gerais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
8.2 Resultados Do Controle Topológico Dual . . . . . . . . . . . . 53

9 Conclusão 61

2



Resumo

Até o aparecimento do método Dual Contouring os únicos métodos efe-
tivos de poligonalização hierárquicos eram os que utilizavam células de poli-
gonalização simpliciais. O método Dual Contouring faz uma poligonalização
hierárquica utilizando células não simpliciais, que neste caso são cubos. Ape-
sar deste método ser adaptativo ele pode gerar triângulos pequenos que não
tem nenhuma informação relevante. Para retirar estes triângulos devemos
fazer uma simplificação, e esta simplificação deve manter a topologia da
superf́ıcie. Para simplificar superf́ıcies compactas basta colocá-las inteira-
mente contidas no cubo ráız e usar a Simplificação Topológica . Mas se a
superf́ıcie não for compacta não existe nenhum cubo que possa conter to-
talmente a superf́ıcie e é criado um bordo na interseção da superf́ıcie com o
cubo raiz e neste caso a Simplificação Topológica pode falhar resultando em
uma superf́ıcie topologicamente diferente da original. Neste trabalho apre-
sentamos um método de simplifição que mantém a topologia para superf̀ıcies
não compactas que foram poligonalizadas com o método Dual Contouring.
O Controle Topológico Dual proposto neste artigo preserva a topologia de
superf́ıcies não compactas ou superf́ıcies compactas em que desejamos po-
ligonalizar ou simplificar somente uma parte dela criando assim um bordo
na interseção do cubo raiz com a superf́ıcie. Com esse Controle Topológico,
além de garantir a topologia para superf́ıcies não compactas eliminamos a ne-
cessidade de simplificar toda uma superf́ıcie compacta, podendo concentrar
a simplificação somente em uma determinada região da superf́ıcie.



Caṕıtulo 1

Introdução

Superf́ıcies Impĺıcitas são uma forma muito útil de modelar superf́ıcies e
visualizar dados obtidos de uma função impĺıcita.

Estes dados podem ser obtidos de uma função algébrica, f(x, y), ou por
um conjunto de dados. Cada elemento deste conjunto pode ser entendido
como um ponto da amostragem de uma função impĺıcita. A superf́ıcie é
dada como os pontos da função que tem como imagem um valor dado c ,
ou seja a pré-imagem de um valor dado, neste caso estamos procurando os
pontos x e y tais que f(x, y) = c .

Algumas aplicações de superf́ıcies impĺıcitas são :

• Imagens Médicas, como Tomografia Computadorizada ou Ressonância
Magnética.

• Dados Geográficos, como topografia de uma superf́ıcie.

• Computação Cient́ıfica , em que queremos ver como se comporta um
fluido.

1.1 Importância da poligonalização de obje-

tos implicitos

Métodos de visualização e reconstrução são fundamentais para que possamos
entender o que representam grandes conjuntos de dados numéricos obtidos
pelos mais diversos meios.
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Duas formas de fazer esta visualização são a visualização direta, com
métodos como ray-tracing, ou fazendo a poligonalização da superf́ıcie.

A visualização direta pode ser feita com qualquer resolução mas precisa
ser refeita ao efetuar alguma mudança, como uma rotação.

Ja na poligonalização é definida uma resolução, que após feita não pode
ser aumentada, mas a superf́ıcie pode ser vista de outros ângulos ou com
posições de câmera diferentes. Neste trabalho será feita a poligonalização da
superf́ıcie.

Como foi mencionado, um exemplo da necessidade de visualizar um con-
junto de dados pode ser dado pelas imagens médicas. O resultado de um
exame, como uma ressonância magnética ou uma tomografia computadori-
zada, é dada por uma amostragem de dados e para visualizar um deter-
minado orgão procuramos nestes dados o valor correspondente a densidade
deste orgão. Para isso é definida a densidade do tecido, extraimos os pontos
que correspondem a essa densidade e poligonalizamos esta superf́ıcie.

Suponha que seja necessário entender a dinâmica de um flúıdo que escoa
em um meio viscoso. Um programa pode simular tal dinâmica e gerar um
conjunto de dados que, para serem compreendidos , necessitam de meios que
tornem possivel fazer a visualização destes resultados em função do tempo.

1.2 Multirresolução Adaptativa

Em uma superf́ıcie podemos ter regiões com mais detalhes, como regiões
com maior curvatura, e regiões com menos detalhes, como regiões planas.
As regiões com mais detalhes requerem maior número de poĺıgonos para
não haver perda de informação, e as regiões com menos detalhes podem ser
poligonalizadas com menos poĺıgonos.

A Poligonalização Uniforme consiste em dividir todo o domı́nio em inter-
valos fixados para cada eixo, x, y e z , e ao poligonalizar uma superf́ıcie com
ńıveis de detalhes distintos temos que escolher entre fazer uma partição mais
fina ou uma partição mais grosseira.

Uma partição mais fina representa bem regiões com mais detalhes mas
tambem cria poĺıgonos desnecessàrios em regiões que podem ser representa-
das com menos poĺıgonos, como regiões planas, e o resultado é um número
excessivo de poligonos. Por outro lado uma partição mais grosseira gera
menos poĺıgonos mas não representa bem regiões com mais detalhes.

Para poligonalizar uma superf́ıcie podemos utilizar uma octree para re-
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presentar uma subdivisão da superf́ıcie. Ao criar a octree podemos fazer uma
divisão uniforme, em que a octree terá um número fixo de divisões, ou po-
demos fazer a divisão dependo da importância de uma determinada região,
seja porque a superf́ıcie passa por esta região ou porque ela se comporta de
forma menos ”suave”.

Dividindo mais a superf́ıcie em determinadas regiões estamos fazendo
poligonalização com multirresolução, que será mais detalhado no caṕıtulo 3.

Neste trabalho vamos utilizar a poligonalização de superf́ıcies impĺıcitas
dadas por funções anaĺıticas. Os pontos da amostragem são internos aos
cubos da octree e a ligação entre estes pontos é feita conforme as arestas
destes cubos demonstrem que a superf́ıcie passe por elas. Isto é, que os
vértices das arestas tenham sinais contrários. Além disso a octree será mais
dividida nas regiões em que ela intersecta a superf́ıcie.

1.3 Simplificação de Superf́ıcies

Mesmo usando poligonalização adaptativa muitas vezes a poligonalização
resultante tem uma grande quantidade de poĺıgonos que não traz nenhuma
informação relevante sobre a superf́ıcie poligonalizada, como pode ser visto
na poligonalização do plano mostrada na figura 1.1 (a) .

Para retirar estes poĺıgonos extras fazemos uma simplificação da su-
perf́ıcie, mas devemos tomar cuidado para que a superf́ıcie resultante desta
simplificação mantenha as caracteŕısticas da superf́ıcie original, como por
exemplo suas caracteŕısticas topológias. Na figura 1.1 (b) temos a simpli-
ficação do plano sem nenhum cuidado especial com a topologia da superf́ıcie
e o resultado é superf́ıcie original degenerando em um único ponto.

Usando um método de simplificação que leve em conta a topologia da
superf́ıcie temos como resultado um plano gerado por um único poĺıgono que
é um quadrado, como pode ser visto em 1.1 (c) .

1.4 Controle Topológico Dual

Neste trabalho mostramos que a Simplificação Topológica, apresentada no
trabalho [4], pode falhar para superf́ıcies não-compactas ou que não estão
totalmente contidas no domı́nio de interesse.

Para poder simplificar uma superf́ıcie poligonalizada com o método Dual
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(a) (b) (c)

Figura 1.1: Em verde estão os bordos dos poĺıgonos (a) Plano. (b) Simpli-
ficação do plano sem cuidado com suas carcteŕısticas topológicas, o resultado
é um ponto. (c) Simplificação do plano utilizando o Controle Topológico
Dual, o resultado é um plano composto por somente um poĺıgono.

Contouring sem mudança na topologia criamos um método de simplificação
que chamamos de Controle Topológico Dual. Este método, em conjunto
com a Simplificação Topológica, permite fazer a simplificação de superf́ıcies
impĺıcitas, compactas ou não-compactas, sem mudança na sua topologia. O
resultado pode ser visto na figura 1.1 (c) .
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Caṕıtulo 2

Conceitos de Poligonalização

Neste caṕıtulo detalhamos o que é uma superf́ıcie impĺıcita e classificaçãmos
os métodos de poligonalização segundo a amostragem, a célula de poligona-
lização e o método de reconstrução utilizados.

2.1 Representação Impĺıcita e Paramétrica de

Superf́ıcies

Para fazer a poligonalização de uma superf́ıcie parte-se de um conjunto de
pontos para criar as faces que formam esta superf́ıcie. Na figura 2.1 temos
uma superf́ıcie formada por dois tipos de poĺıgonos triângulos e quadriláteros.

Figura 2.1: Exemplo de poligonalização de uma superf́ıcie
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Existem duas formas muito utilizadas de representar uma superf́ıcie: pela
sua equação paramétrica, superf́ıcies paramétricas, ou pela sua representação
impĺıcita, superf́ıcies impĺıcitas.

Superf́ıcies Paramétricas
EmR3 as superf́ıcies paramétricas são dadas por uma função f : U −→ R3

, onde U ⊆ R2. Esta função pega um ponto do domı́nio (u, v) e leva em um
ponto da imagem (x, y, z), resultando em um ponto da superf́ıcie.

Um exemplo de superf́ıcie paramétrica pode ser visto em 2.2 (a) no qual
o domı́nio é dado pelo quadrado em azul.

(a) (b)

Figura 2.2: (a) Exemplo de uma superf́ıcie paramétrica (b) Exemplo de su-
perf́ıcie impĺıcita

Em uma superf́ıcie paramétrica é fácil ter um conjunto de pontos que
pertencem a superf́ıcie, basta pegar um conjunto de pontos do domı́nio e
aplicar a função paramétrica.

Superf́ıcies Impĺıcitas
Superf́ıcies Impĺıcitas são dadas como a pré-imagem de um valor regu-

lar de uma função impĺıcita, portanto para estudar superf́ıcies impĺıcitas é
necessário estudar funções impĺıcitas.

Uma função impĺıcita em R3 é uma função f : D −→ R em que D ⊆ R3

, para definir uma superf́ıcie impĺıcita é necessário dizer qual o valor da
função impĺıcita cS que está sendo procurado. Seja a função impĺıcita dada
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por f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 ao definir o valor regular 1 o resultado é a esfera
de centro na origem e raio 1.

Achar um conjunto de pontos em uma superf́ıcie impĺıcita não é um pro-
cesso tão direto quanto achar um conjunto de pontos em uma superf́ıcie
paramétrica. Dado um ponto do domı́nio (x, y, z) a informação dada pela
função impĺıcita é um escalar, se este valor for o mesmo dado para definir
a superf́ıcie impĺıcita então o ponto está na superf́ıcie, mas se este valor for
diferente temos dois casos: ou o valor é maior ou menor do que o valor
procurado.

Sem perda de generalidade neste trabalho a superf́ıcie impĺıcita será de-
finida como a pré-imagem do valor regular 0.

Se a superf́ıcie é fechada ela divide o espaço em duas partes: a interna,que
é limitada, e a externa, que é ilimitada. Para uma função impĺıcita os pontos
que estão dentro da superf́ıcie tem valor menor do que o valor da superf́ıcie
e os pontos que estão fora tem valor maior do que o valor da superf́ıcie, ou
seja os pontos interiores tem valor negativo e os pontos exteriores tem valor
positivo.

Se a superf́ıcie não é fechada ainda assim ela divide o espaço em duas
partes, mas nenhum deles é limitado. Uma parte terá o valor positivo e a
outra tem valor negativo.

Uma função impĺıcita induz uma ”métrica”no espaço, que não é obri-
gatoriamente a métrica euclidiana, mas a diferença entre o valor da função
impĺıcita na superf́ıcie (que neste trabalho é considerado 0) e o valor da função
em um determinado ponto cP dá a ”distância”entre o ponto e a superf́ıcie.

Como uma função impĺıcita divide o espaço em duas partes definir se
um ponto está na superf́ıcie, na primeira porção ou na segunda porção é
fácil, basta calcular o valor deste ponto pela função impĺıcita. Na figura 2.2
(b) um octante de esfera divide o espaco em duas parte, a região em azul é
”externa”e a região em rosa é ”interna”.

Este trabalho utiliza superf́ıcie impĺıcitas.

2.2 Amostragem

Ao fazer a poligonalização de uma superf́ıcie impĺıcita a primeira decisão
é quanto ao tipo de amostragem. A amostragem pode ser feita com uma
decomposição intŕınseca ou extŕınseca. Nesta seção estes métodos serão dis-
cutidos.
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Decomposição Intŕınseca
A decomposição intŕınseca faz uma amostragem da superf́ıcie impĺıcita

que será poligonalizada, ao contrário da decomposição extŕınseca que faz a
amostragem no domı́nio da superf́ıcie impĺıcita, não importando o compor-
tamento da função impĺıcita no domı́nio.

A decomposição intŕınseca normalmente inicia em um ponto da superf́ıcie,
percorre uma distância no plano tangente a superf́ıcie neste ponto e projeta
o ponto encontrado novamente na superf́ıcie, como pode ser visto em 2.3.

(a) (b)

Figura 2.3: Amostragem (a) Poligonalização intŕınseca. (b) Poligonalização
extŕınseca, observe que neste caso a posição da superf́ıcie não interfere na
amostragem.

Métodos de decomposição intŕınseca podem fazer uma amostragem da
superf́ıcie antes de poligonalizar ou podem combinar amostragem e poligo-
nalização, alguns exemplos podem ser vistos em [13], [14], [15] .

Decomposição Extŕınseca
Métodos de polignalização extŕınseca são mais utilizados. Isto se deve em

parte á facilidade de fazer a amostragem nesse caso, pois não é necessário
saber por onde passa a superf́ıcie.

A poligonalização extŕınseca consiste em criar uma partição, uma grade,
no domı́nio da função impĺıcita, como pode ser visto na figura 2.3.
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Depois de criada esta grade os seus pontos são testados com relação a
superf́ıcie: se estão dentro, fora ou no bordo da função.

Neste trabalho será usado um método de poligonalização extŕınseco. Por-
tanto serão discutidos mais profundamente aspectos ligados a poligonalização
extŕınseca, como as células de Poligonalização.

2.3 Células de Poligonalização

Associada a grade de poligonalização está a célula de poligonalização, que
pode ser de duas formas: simplicial e não-simplicial.

Para detectar se uma superf́ıcie passa por uma célula são utilizados os
vértices desta célula.

Como a partição do espaço e a utilização de uma célula de poligonalização
implica em uma perda de informação, para que uma superf́ıcie seja correta-
mente detectada é necessário que a partição seja fina o bastante; ou seja,
se uma célula intersecta a superf́ıcie então os vértices desta célula devem
detectar esta superf́ıcie, como mostrado na figura 2.4.

(a) (b) (c)

Figura 2.4: Exemplos de células de poligonalização. Os vértices em verde
estão fora da superf́ıcie e os vértices em vermelho estão dentro. (a) A su-
perf́ıcie não é detectada pelos vértices, todos estão fora da superf́ıcie. (b)
Neste caso o vértice central está dentro da superf́ıcie e todos os outros estão
fora. (c) As células que intersectam a superf́ıcie estão em cinza.

Independente do tipo de célula de poligonalização, o teste para saber se
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uma célula intersecta uma superf́ıcie imṕlicita é o mesmo.
Para cada vértice da célula é calculado o seu valor pela função impĺıcita.

• Se todos os valores dos vértice são menores do que o valor procurado
então a célula está totalmente ”dentro”da superf́ıcie.

• Se todos os valores são maiores do que o valor procurado então a célula
está ”fora”da superf́ıcie.

• E o útimo caso é quando a célula tem vértices com valores maiores e
menores do que o valor procurado então a célula intersecta a superf́ıcie.

Células Simpliciais
As células simpliciais são uma forma de limitar um volume com o menor

número de vértices, e portanto de arestas e faces. Em topologia estas estru-
turas são chamadas de simplexos. Como exemplo de células simpliciais temos
os triângulos, se o domı́nio for bidimensional, ou os tetraedros, se o domı́nio
for tridimensional. Para um espaço euclidiano Rn o número de vértices de
uma célula simplicial é n+ 1 .

A forma mais simples de dividir um domı́nio de R3 em células simpliciais
é fazer uma divisão inicial em cubos, como mostrado em 2.3 e, para cada cubo
da grade, fazer uma divisão em tetraedros, como mostrado em 2.5. Para fazer
esta divisão pode ser usado um processo como o de Coxeter-Freudenthal que
consiste em traçar uma diagonal entre dois pontos ant́ıpodas, que podem ser
o mı́nimo e o máximo do cubo, e fazer a projeção desta diagonal em cada
face do cubo, como descrito em [12] .

Células Não-Simpliciais
As células não-simpliciais tem um número de vértices maior do que as

células simpliciais. As células não-simpliciais mais utilizadas são: o quadrado
, em R2, e o cubo em R3.

Uma diferença importante entre as células simpliciais e as não simpliciais
é que as células simpliciais não tem ambiguidade, pois dada uma configuração
de vértices que estão dentro ou fora da superf́ıcie a poligonalização só pode
ter uma forma, já que todas as outras são homotopicas a ela. A ambiguidade
pode ser vista na figura 2.6 .

Para células não-simpliciais uma mesma configuração pode resultar em
várias poligonalizações distintas.

Outra diferença entre essas células é que a subdivisão de células não-
simpliciais como cubos é mais fácil, como mostrado na figura 2.7 .
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(a) (b)

Figura 2.5: Divisão de um cubo em células simpliciais (a) Divisão de um
cubo em seis tetraedros. (b) Um dos seis tetraedros

Apesar da ambiguidade as células não-simpliciais são mais utilizadas por-
que é mais simples criar uma partição para células não-simpliciais, no caso
das células serem cubos.

2.4 Poligonalização de Continuação X Poli-

gonalização por Varredura

Definida uma partição ela pode ser percorrida de duas formas: por continui-
dade ou por varredura.

Poligonalização por Continuação
A poligonalização de continuação consiste em localizar uma célula que

intersecte a superf́ıcie e a partir dai percorrer as células vizinhas procurando
outras células que tambem contenham a superf́ıcie.

Foi visto na seção 2.3 que dada uma célula de poligonalização é posśıvel
detectar se ela intersecta a superf́ıcie.

Para iniciar a poligonalização por continuação é necessário achar uma
célula que intersecta a superf́ıcie. Este processo está descrito abaixo.

Escolha uma célula qualquer do domı́nio e repita o processo abaixo até
encontrar uma célula que intersecte a superf́ıcie.

• Se a célula contém a superf́ıcie acabou a busca.
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(a) (b) (c)

Figura 2.6: (a) Uma configuração do cubo e sua poligonalização (b) A mesma
configuração do cubo e outra possivel poligonalização (c) Célula Simplicial,
dada uma configuração só é posśıvel haver uma poligonalização.

• Se a célula não intersecta a superf́ıcie pegue o centro desta célula e
calcule o gradiente deste ponto.

– Se a célula estiver inteiramente fora da superf́ıcie vá para a célula
cuja direção é contrária a do gradiente do centro da célula.

– Se a célula estiver inteiramente dentro da superf́ıcie vá para a
célula cuja direção é a mesma do gradiente do centro da célula.

Depois de achar uma célula que intersecta a superf́ıcie basta procurar as
células vizinhas que também intersectam a superf́ıcie. Isto pode ser feito
procurando as células vizinhas que compartilham uma face que intersecta a
superf́ıcie.

Este método de poligonalização só detecta com segurança uma compo-
nente conexa. Portanto, se a superf́ıcie for composta por várias componentes
conexas o resultado da poligonalização pode ser incompleto, como pode ser
visto na figura 2.8.

Poligonalização por Varredura
Na poligonalização por varredura todas as células são percorridas. Com

isto não é necessário saber se a superf́ıcie tem uma ou mais componentes
conexos.

Neste processo todas as células que intersectam a superf́ıcie são iden-
tificadas, mas como todas as células são percorridas há um grande gasto
computacional testando células que não intersectam a superf́ıcie.
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(a) (b) (c) (d)

Figura 2.7: (a) Célula Não-Simplicial, o Cubo. (b) O Cubo subdividido. (c)
Célula Simplicial. (d) Célula Simplicial subdividida.

Figura 2.8: Exemplo de poligonalização por Continuação. A célula inicial é
a célula superior a esquerda. As células em cinza intersectam a superf́ıcie e
os vetores indicam a direção de poligonalização. Note que a circunferência
não é detectada.
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Caṕıtulo 3

Poligonalização Adaptativa e
Simplificação de Superf́ıcies

O objetivo deste caṕıtulo é mostrar como podemos ter melhores resultado
na poligonalização de superf́ıcies usando poligonalização adaptativa, que é
utilizada para subdividir a superf́ıcie em regiões com maior detalhe, e sim-
plificação de superf́ıcies, que é usada após a poligonalização para retirar
triângulos em regiões muito subdivididas mas que não contém informações
relevantes sobre a superf́ıcie.

Poligonalização adaptativa e simplificação de superf́ıcies podem ser en-
tendidos como métodos complementares para conseguir bons resultados na
poligonalização, seja por amostrar mais regiões com informações relevantes
sobre a superf́ıcie, no caso de poligonalização adaptativa, seja por retirar
triângulos de regiões excessivamente subdivididas, o caso da simplificação.

Este caṕıtulo inicia com poligonalização uniforme , segue com poligona-
lização adaptativa e depois mostra como a simplificação de superf́ıcies pode
melhorar a poligonalização final.

3.1 Poligonalização Uniforme

Uma poligonalização uniforme consiste em fazer uma partição uniforme em
que cada eixo x, y, z é dividido de em intervalos de mesmo comprimento. Com
isto é criada uma grade uniforme no dominio utilizado para poligonalizar a
superf́ıcie.

Na figura 3.1 (a) é mostrada uma grade uniforme para poligonalizar um
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hiperbolóide. Nesta figura pode ser observado que o domı́nio é subdivido
mesmo em regiões que não em que a superf́ıcie não esta presente, isto mostra
uma das desvantagens da partição uniforme: todo o domı́nio é subdividido,
mesmo que não contenha a superf́ıcie impĺıcita. Outra desvantagem é que
regiões que contém mais detalhes, como regiões com alta curvatura tem a
mesma subdivisão que regiões com menos detalhes, como regiões planas.

(a) (b)

Figura 3.1: Poligonalização de um hiperboloide (a) Poligonalização não adap-
tativa. (b) Poligonalização adaptativa.

3.2 Poligonalização Adaptativa

Ao contrário da poligonalização uniforme a poligonalização adaptativa não
usa uma partição uniforme para criar uma grade.

Esta partição do espaço é criada a partir do cubo de poligonalização
inicial, que engloba o domı́nio que é poligonalizado, que neste caso é um
cubo em R3. Inicialmente são colocados três planos que passam pelo centro
do cubo e são paralelos aos planos coordenados, como mostrado na figura 3.2
(a). Com esta divisão são criados oito cubos e a divisão prossegue repetindo
recursivamente este processo.

Na figura 3.2 (b) é mostrada uma subdivisão adaptativa com dois ńıveis
de recursão.
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(a) (b)

Figura 3.2: Subdivisão Adaptativa de um cubo (a) Com um ńıvel. (b) Com
dois ńıveis, neste caso somente um dos cubos resultantes da primeira divisão
foi subdividido.

Como este é um método de subdivisão mais sofisticado uma estrutura de
dados é associada a esta divisão, neste caso é utilizada uma octree. Uma
octree é uma árvore que de cada nó saem oito nós.

Em uma octree o cubo de poligonalização inicial corresponde a raiz, os
cubos que são subdivididos correspondem aos nós internos e os cubos que não
são subdivididos correspondem as folhas. Portanto quando houver referência
a algum cubo pode ser feita referência a sua posição na octree, como cubo-ráız
para o cubo inicial e cubo-folha para os cubos que não são subdivididos.

Existem duas formas de construir esta subdivisão : ”bottom-up”ou ”top-
down”.

Top-Down
Nesta subdivisão o cubo inicial é subdividido recursivamente de acordo

com um critério adaptativo. Este critério pode ser a presença da curva no
cubo que esta sendo subdividido ou alguma caracteŕıstica da curva como sua
curvatura. Regiões com maior curvatura devem ser mais subdivididas para
não haver perda de detalhes e com menor curvatura, ou seja mais planas,
podem ser menos subdivididas sem perda de informação sobre a superf́ıcie.
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Para que este processo funcione bem é necessário que o critério de subdi-
visão esteja bem definido.

Bottom-Up
No processo bottom-up primeiro é definido um ńıvel de recursão e é criada

uma octree cheia. Após a criação da octree são avaliados todos os nós cujos
filhos sejam todos folhas, se nenhum dos cubos-folha contiver a superf́ıcie
impĺıcita então eles são retirados e só resta o nó pai, que passa a ser um
cubo-folha. Este processo é repetido até que não possa ser retirado mais
nenhuma folha.

Neste processo não é necessário achar um critério para subdividir uma
região.

3.3 Simplificação de Superf́ıcies

Após fazer a poligonalização podemos retirar os poĺıgonos que não contém
informações relevantes. Mesmo a poligonalização adaptativa pode gerar mais
poĺıgonos do que o necessário para descrever a superf́ıcie.

A simplificação consiste em retirar pontos e poĺıgonos da superf́ıcie, mas
uma boa simplificação deve preservar algumas caracteŕısticas da superf́ıcie.
Essas caracteŕısticas podem ser divividas em dois grupos: as geométricas e
as topológicas.

Caracteŕısticas Geométricas
Uma das caracteŕısticas geométricas mais importante é a curvatura. Em

R3 a curvatura de uma superf́ıcie é dada pelas curvaturas principais. As
curvaturas principais medem a curvatura máxima e a curvatura mı́nima de
todas as curvas dadas pela interseção de um plano que passa pelo vetor
normal a um ponto e a superf́ıcie, como mostrado em 3.3 .

Para preservar caracteŕısticas geométricas de uma superf́ıcie como a cur-
vatura ao fazer a simplificação devemos retirar primeiro os vértices de poĺıgonos
que estão em regiões com poucos detalhes, como regiões com baixa curvatura.

Caracteŕısticas Topológicas
Outro aspecto importante na simplificação de superf́ıcies é a manutenção

de algumas caracteŕısticas topológicas da superf́ıcie.
Topologicamente, estamos interessados em preservar o número de buracos

(genus) e a dimensão de pequenos pedaços da superf́ıcie. Nesse último caso,
queremos evitar, por exemplo, que pequenas regiões homeomorfas a discos
sejam reduzidas a pontos (degeneração). uma superf́ıcie pode ser definida

17



Figura 3.3: Calculo da curvatura de uma superf́ıcie utilizando as direções
principais

pelo seu número de buracos, ou genus, e ao fazer uma simplificação devemos
preservar o genus.

Outra caracteŕıstica importante é fazer com que a superficie nao degenere
em um ponto como mostrado na figura 3.4.

(a) (b) (c)

Figura 3.4: Superf́ıcies com caracteŕısticas topológicas diferentes (a) Esfera,
superf́ıcie com genus 0. (b) Toro, superf́ıcie com genus 2. (c) O ponto central
desta superf́ıcie não é homeomorfa ao disco.
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Caṕıtulo 4

Métodos de Poligonalização
Primal e Dual

Dentre os métodos de poligonalização uniforme os métodos de poligonalização
extŕınseca são os mais populares, uma descrição deste método foi feita na
seção 2.2 .

Os métodos de poligonalização extŕınsecos podem ser primais, duais ou
h́ıbridos. Os métodos primais tem os pontos de amostragem da superf́ıcie
no bordo das células de poligonalização enquanto os métodos duais tem os
pontos de amostragem no interior das células, além disso os métodos h́ıbridos
tem caracteŕısticas dos métodos primais e duais.

Nas próximas seções descreveremos alguns métodos extŕınsecos de poli-
gonalização.

4.1 Métodos de Poligonalização Primais

Ja foi descrito no caṕıtulo 2 que os métodos de poligonalização extŕınseca
podem usar células simpliciais ou não-simpliciais. Além disso na seção 3.1
foi descrita a poligonalização uniforme.

Nesta seção serão apresentados dois métodos de poligonalização uniforme,
extŕınseca e primal, os métodos Marching Cubes e Marching Tetrahedron .

A diferença básica entre estes dois métodos é que o método Marching
Cubes usa células de poligonalização não-simpliciais (que neste caso são cu-
bos) e o método Marching Tetrahedron usa células simpliciais, que como o
próprio nome já diz são tetraedros.
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Marching Cubes
O método Marching Cubes parte de uma grade uniforme, como descrito

na seção 3.1 .
O método percorre a grade e para cada voxel desta grade utiliza o valor

da função impĺıcita nos vértices do voxel para definir qual a sua configuração,
ou seja quais vértices estão dentro ou fora da superf́ıcie.

Para cada configuração é usada uma tabela para definir quais triângulos
são utilizados para poligonalizar a superf́ıcie e é feita uma interpolação para
definir a posição destes triângulos no voxel.

No artigo [5] em que este processo foi descrito o cubo percorria toda a
grade marcando as posições em que a superf́ıcie intersectava o cubo e depois
as posições marcadas eram percorridas novamente para fazer a poligona-
lização, mas logo foi observado que os dois passos poderiam ser realizados
em somente um passo, como descrito acima. Uma representação da poligo-
nalização utilizando o método Marching Cubes pode ser vista em 4.3 (a).

A menos de rotação o trabalho [5] descrevia 16 configurações distintas do
cubo, como mostrado na figura 4.1.

Figura 4.1: Configurações do método Marching Cubes

Como este método utilizava uma poligonalização com os vértices no bordo
de cada voxel se a superf́ıcie contivesse um bico no interior do voxel esta

20



estrutura não seria detectada, pois como pode ser visto na figura 4.1 todas
as configurações são localmente planas ou a interseção de dois planos. O
método Extended Marching Cubes descrito em 4.2 melhora este aspecto do
método Marching Cubes.

Este método tinha algumas falhas, como a ambiguidade. Dada uma con-
figuração do voxel existia mais de uma poligonalização possivel, como mos-
trado na figura 2.6 . Vários trabalhos foram feitos corrigindo esta falha e um
dos mais conhecidos é [7] .

Outra limitação deste método é que não é posśıvel fazer uma poligona-
lização adaptativa robusta pois como este método usa pontos nas arestas do
voxel ao poligonalizar dois voxels vizinhos com ńıveis da octree distintos pode
haver rasgos na superf́ıcie gerados pela poligonalização, como mostrado na
figura 4.2 .

(a)

Figura 4.2: Exemplo de dois ńıveis de poligonalização em que ocorre uma
ruptura (a) Em vermelho está a superf́ıcie no cubo maior e em verde está a
superf́ıcie no cubo menor.

Alguns trabalhos tentaram contornar este problema como [1], mas só foi
posśıvel conseguir resultados satisfatórios para octrees restritas, ou seja em
que a diferença entre duas folhas geometricamente adjacentes é no máximo
igual a um ńıvel.

Marching Tetrahedron
O método Marching Tetrahedron é similar ao método Marching Cubes,

a principal diferença é que as células utilizadas são tetraedros.
Tetraedros são simpliciais em R3, os simpliciais são estruturas topológicas

que servem para cobrir um espaço. Em R2 os simpliciais são triângulos.
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No Marching Tetrahedron o espaço é dividido em tetraedros e o método
percorre esta divisão. Para cada tetraedro é testado quais vértices estão den-
tro ou fora da superf́ıcie e dependendo da configuração dos pontos é gerada
uma triângulação.

Outra diferença em relação ao método Marching Cubes é que para qual-
quer configuração dos vértices do tetraedro um plano divide os pontos inter-
nos dos pontos externos a superf́ıcie, portanto no Marching Tetrahedron não
existem ambiguidades.

Apesar do Marching Tetrahedron ser mais eficiente, pois elimina as am-
biguidades, variações deste método são menos populares do que variações
do Marching Cubes em parte porque a divisão do espaço em cubos é mais
simples de percorrer e subdividir do que tetraedros e porque o resultado da
subdivisão não é simétrica como a subdivisão do cubo ou do quadrado.

4.2 Poligonalização Hı́brida

Uma das extensões do método Marching Cubes é o método conhecido como
Extended Marching Cubes ( EMC ) , este método foi apresentado no artigo
[6] .

O EMC segue as etapas iniciais do método Marching Cubes, parte-se de
uma grade uniforme e um voxel percorre a grade. Para cada posição do
voxel é utilizada a tabela do Marching Cubes para fazer a triangulação e são
calculados os vetores normais.

A diferença entre este método e o Marching Cubes é que os vetores nor-
mais são testados e se o ângulo de abertura destes vetores for maior do que um
valor definido então é criado um vértice no interior do voxel. Dependendo
do ângulo de abertura dos vetores normais o novo vértice é classificado e
marcado como aresta ou bordo.

Após o voxel percorrer toda a grade o resultado é uma malha com os
pontos internos aos voxels marcados como vértice ou aresta. Esta malha
é percorrida e vértices adjacentes são conectados modificando localmente a
conexão da malha. Uma representação deste método pode ser vista em 4.3
(b) .

O método EMC utiliza partição uniforme e como utiliza vértices nas
arestas do voxel tem as mesmas restrições do método Marching Cubes para
fazer poligonalização adaptativa.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.3: Representação de métodos de poligonalização (a) Marching Cu-
bes - Todos os vértices da poligonalização estão nas arestas dos voxels. (b)
Extended Marching Cubes (EMC) - Esta poligonalização usa vértices no in-
terior dos voxels. (c) SurfaceNets - Neste caso todos os vértices estão dentro
dos voxels. (d) Dual Contouring - Os vértices estão dentro dos voxels e a
subdivisão é adaptativa.
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4.3 Poligonalização Dual

Na poligonalização dual os vértices da poligonalização são colocados no inte-
rior da célula. Vamos mostrar dois destes métodos o SurfaceNets descrito em
[3] e o método Dual Contouring descrito em [4] e que será visto em detalhes
no caṕıtulo 5.

SurfaceNets
O método SurfaceNets foi descrito em [3], neste método o espaço é di-

vidido uniformemente utilizando células simpliciais, nete caso cubos, e para
cubo que intersecta a superf́ıcie é colocado um ponto no seu centro. Após
todos os cubos serem inspecionados é utilizada uma função de minimização
de energia para posicionar os pontos, quanto mais esta função é aplicada aos
pontos mais suave se torna a superf́ıcie resultante.

Para ligar os pontos da superf́ıcie a partição é percorrida e para cada
cubo que contém um ponto são visitados os seis cubos que dividem face com
este cubo para gerar a triangulação.

Este é um método de poligonalização uniforme , dual e com células não-
simpliciais e na figura 4.3 (c) pode ser vista uma representação desta poligo-
nalização.

Dual Contouring
Este método usa pontos no interior da superf́ıcie, estes pontos são calcu-

lados de acordo com a função impĺıcita associada a superf́ıcie.
Este é um método adaptativo, ou seja algumas regiões são mais subdivi-

didas, como regiões em que a superf́ıcie tem maior curvatura. Inicialmente
é criada uma octree e para cada folha da octree que intersecta a superf́ıcie
é calculado um ponto da superf́ıcie no interior da região definida por esta
folha.

Após a criação da octree ela é percorrida para fazer a triângulação da
superf́ıcie e uma representação deste método pode ser vista na figura 4.3
(d). O método Dual Contouring será usado neste trabalho para fazer a
poligonalização da superf́ıcie e será melhor descrito no caṕıtulo 5.
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Caṕıtulo 5

Dual Contouring

O método Dual Contouring é um método de multirresolução adaptativo.
Este é um método dual, pois ao contrario de outros métodos, como Mar-

ching Cubes, os pontos da amostragem são colocados no interior do cubo e
não nas suas arestas.

Como os pontos que são usados para fazer a reconstrução estão no interior
do cubo podemos fazer uma divisão adaptativa pois a posição de um ponto
da amostragem não afeta os pontos de amostragem vizinhos.

O método parte de um espaço inicial, um cubo, e monta uma octree cheia
em que o cubo é subdividido até um numero de subdivisões estabelecido e os
nós que intersectam a superf́ıcie são marcados. Após a criação da octree são
testados os nós cujos filhos são folhas, se nenhum dos seus filhos intersectam
a superf́ıcie então todos eles são retirados e o nó passa a ser uma folha. Este
processo é repetido até que não reste nenhuma folha a ser retirada.

Cada nó da octree contém:

• Um ponto caso a superf́ıcie intersecte o cubo.

• O sinal de cada vertice do cubo, positivo caso o vertice esteja dentro da
superf́ıcie, negativo caso esteja fora e nulo caso esteja sobre a superf́ıcie.

5.1 Aresta Mı́nima

Com a amostragem pronta será feita a reconstrução, para isto serão procu-
radas as arestas mı́nimas.
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As arestas mı́nimas são as arestas de um cubo que não tem subdivisão, ou
seja, na octree correspondem as arestas dos cubos representados pelas folhas
das octrees.

Dados dois cubos que não tem subdivisão e que se encontram em uma
aresta temos dois casos: Ou as arestas que se encontram são iguais ou uma
esta contida na outra, como na figura 5.1 .

Caso os cubos tenham o mesmo ńıvel de subdivisão então a aresta mı́nima
é a aresta dada pela interseção destes cubos, caso contrário a aresta mı́nima
é dada pela aresta do cubo que tem maior ńıvel de subdivisão, que é o menor
cubo.

(a) (b)

Figura 5.1: Dois cubos-folha que se conectam em uma aresta, as arestas
do primeiro cubo estão em vermelho, as do segundo cubo estão em azul e
em verde esta a aresta em que eles se conectam (a) Com o mesmo ńıvel de
subdivisão. (b) Com ńıveis diferentes, a aresta em verde contém duas arestas
mı́nimas.

Para fazer a poligonalização vamos procurar todas as arestas mı́nimas,
evitando repetições, e caso elas tenham uma mudança de sinal vamos criar
um triângulo ou quadrado em torno desta aresta, dependendo do número de
cubos que se encontram nesta aresta.
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Para chegar a aresta mı́nima usamos um método recursivo. Este método
parte de um cubo e testa a conexidade dos cubos e arestas internas cujo
o cubo não corresponda a uma folha na octree, ou seja caso o cubo seja
subdividido.

Os testes só terminam quando o cubo não possui subdivisão, ou seja
corresponde a uma folha na octree.

• Testa os oito cubos internos ao cubo original.

• Testa as doze faces internas resultantes da divisão do cubo, como mos-
trado na figura.

• Testa as seis arestas internas a este cubo.

5.2 Simplificação Topológica

Muitas vezes a superf́ıcie poligonalizada tem um número excessivo de triângulos,
e ela pode ser simplificada sem uma perda grande na qualidade da superf́ıcie.

Ao fazer a simplificação baseados somente em algumas caracteŕısticas
da superf́ıcie, como a curvatura, podemos ter efeitos indesejados, como a
mudança da topologia da superf́ıcie.

Vejamos como exemplo um hiperbolóide de uma folha que é topologica-
mente equivalente a um cilindro. Uma simplificação que não leva em conta
as caracteŕısticas topológicas da superf́ıcie pode fazer com que haja uma
ruptura da superf́ıcie.

Para manter as caracteŕısticas topológicas da superf́ıcie fazemos quatro
testes.

Eles serão feitos sobre o nó que resultaria da simplificação que chamare-
mos de p, ou seja o pai das folhas que podem sumir com a simplificação, os
nós filhos de p serão chamados de p1, ..., p8 . Os cubos correspondentes aos
nós p e p1 a p8 estão na figura 5.3 .

O primeiro teste mostra se os nós filhos por onde passa a superf́ıcie estão
dispostos de maneira tal que a simplificação não altere a topologia da su-
perf́ıcie.

Na figura 5.3 temos dois casos em que vamos testar se a disposição dos
nós permite a simplificação.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.2: Percorrendo um cubo para achar as arestas mı́nimas (a) O cubo
inicial. (b) Os oito cubos contidos no cubo inicial. (c) Os doze pares de faces
que se conectam. (d) As seis arestas resultante da interseção dos oito cubos.

No primeiro caso os nós que intersectam a superf́ıcie são contiguos e, por
este teste, a simplificação pode ser feita.

Na segunda figura os nós que intersectam a superf́ıcie só se intersectam em
um ponto, e como supomos que esta é uma superf́ıcie não degenerada temos
que neste nó p a superf́ıcie tem duas componentes conexas. A simplificação
não é posśıvel, pois o resultado seria um ponto no nó p, o que daria um só
componente conexo, e mudaria a topologia da superf́ıcie.

Os outros três testes dizem se ao simplificar sem perder a parte da su-
perf́ıcie que passa por dentro do cubo. Eles testam se cada nó p1 a p8 que
vai sumir devido a simplificação contém informação sobre a superf́ıcie que o
nó p não contém. Se isto ocorrer a simplificação não pode ser feita pois a
topologia da superf́ıcie vai mudar com a simplificação.
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Figura 5.3: Exemplo do cubo resultante p e de seus filhos, p1 a p8 e de duas
configurações de cubos para fazer o teste de simplificação topológica

Figura 5.4: Exemplos de casos em que não é posśıvel fazer a simplificação
topológica
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O segundo teste mostra se a superf́ıcie passa por uma das arestas sem
passar por nenhum dos vértices. Para isso são testadas todas as 12 arestas,
se em alguma delas o sinal do ponto do meio da aresta não concordar com
pelo menos um dos vertices então não pode simplificar. Este caso é mostrado
na primeira figura de 5.4.

O terceiro teste mostra se a superf́ıcie passa por uma das faces sem passar
pelos vértices , para isto são testadas as seis faces , em cada uma delas
é testado se o centro da face tem o mesmo sinal de pelo menos um dos
vértices. Caso não tenha o mesmo sinal não pode simplificar, como mostrado
na segunda figura de 5.4.

O quarto teste diz se o ponto no interior do cubo tem sinal diferente dos
vertices, para isso basta testar se o ponto no centro do cubo tem o mesmo
sinal de pelo menos um dos vértices. Se não tiver, não pode simplificar, como
é mostrado na terceira figura de 5.4.
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Caṕıtulo 6

Controle Topológico Dual

Neste caṕıtulo será descrito o Controle Topológico Dual que é a contribuição
principal desta dissertação. Este método permite fazer a simplificação de
superf́ıcies que não estão totalmente contidos no cubo-raiz sem mudar a to-
pologia.

O Controle Topológico Dual funciona de forma análoga a Simplificação
Topológica, são realizados testes no cubo que será simplificado. Este cubo
corresponde a um nó da octree cujos filhos são folhas, ou seja geometrica-
mente é um cubo que só é subdividido uma vez. Na figura 6.1 (a) temos uma
representação do cubo que será simplificado e suas subdivisões. Se a subdi-
visão for posśıvel, então o resultado é o cubo na figura 6.1 (b). As arestas
mı́nimas que tem mudança de sinal estão em verde escuro e as arestas em
verde claro não contém mudança de sinal.

A Simplificação Topológica funciona corretamente para superf́ıcies com-
pactas e totalmente contidas no cubo-raiz mas, como vamos mostrar neste
caṕıtulo, se a superf́ıcie não esta totalmente contida no cubo-raiz o resultado
da simplificação pode ser topologicamente diferente da superf́ıcie original.

Existem dois casos em que a superf́ıcie ultrapassa o cubo-raiz:

• A superf́ıcie não é compacta e portanto não pode estar contida em um
volume limitado, como um bounding-box.

• A superf́ıcie é compacta e só nos interessa poligonalizar ou simplificar
uma parte desta superf́ıcie.

Em ambos os casos a interseção do cubo-raiz com a superf́ıcie gera um
bordo e ao simplificar a superf́ıcie este bordo pode resultar em uma dege-
neração da superf́ıcie mudando sua topologia.
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(a) (b)

Figura 6.1: (a) Cubo antes da simplificação (b) Cubo após a simplificação

Para fazer a simplifição vamos calcular o vetor normal para cada folha
que intersecta a superf́ıcie e as folhas que não intersectam a superf́ıcie tem
como vetor normal (0, 0, 0). Para os nós internos o vetor normal é calculado
como a média dos vetores normais dos seus filhos.

Além do vetor normal também calculamos um cone de vetores normais
que é dado como a maior diferença entre o vetor normal do nó e os vetores
normais dos seus filhos. O ângulo de abertura deste cone é utilizado para
fazer a simplificação da superf́ıcie.

Vamos iniciar o estudo do Controle Topológico com a análise dos casos
em que a Simplificação Topológica falha.

6.1 Exemplos de Falhas da Simplificação To-

pológica

Nesta seção mostramos quatro casos distintos em que a Simplificação To-
pológica muda caracteŕısticas topológicas da superf́ıcie. Em cada caso anali-
samos o motivo da falha e na seção 6.6 mostramos como funciona o Controle
Topológico Dual.
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(a) (b)

Figura 6.2: Simplificação do plano utilizando somente a Simplificação To-
pológica (a) Plano poligonalizado com um ńıvel de recursão. (b) O ponto
resultante da simplificação.

6.1.1 A superf́ıcie é degenerada em um único ponto

O primeiro de caso de falha da Simplificação Topológica ocorre quando a
superf́ıcie é degenerada em um único ponto, como mostrado na figura 6.2 .

Iniciamos esta seção com um plano, mostrado na figura 6.2 (a) , poligo-
nalizado com o método Dual Contouring, e fazemos a simplificação para um
ângulo de 1 grau.

Na figura 6.2 (a) temos o plano poligonalizado com um ńıvel de recursão.
Em cor de abobora estão as arestas dos cubos que não intersectam a su-
perf́ıcie, em verde estão as arestas dos cubos que intersectam a superf́ıcie.
As arestas em verde claro não tem vértices com mudança de sinal e as ares-
tas em verde escuro tem vértices com mudança de sinal, ou seja as arestas
em verde claro não intersectam a superf́ıcie e as arestas em verde escuro
intersectam a superf́ıcie.

Vamos fazer os testes da Simplificação Topológica para entender porque
este método falha na simplificação do plano:

• Comparando o ponto no centro do cubo vemos que ele tem o mesmo
sinal dos pontos nos extremos do cubo-raiz que estão a esquerda.

• Para cada face temos que o ponto no centro da face tem o mesmo sinal
de quatro pontos do cubo-raiz, no caso em que o plano e a face não
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se intersectam, ou de dois pontos do cubo-raiz, como nas faces que são
cortadas pelo plano.

• Em cada aresta temos que o centro da aresta tem o mesmo sinal dos
dois extremos da aresta, como nas arestas que não intersectam o plano,
ou de pelo menos um extremo, como nas arestas que intersectam o
plano.

Pelos testes da Simplificação Topológica temos que o plano pode ser sim-
plificado, mas o resultado desta simplificação é um único ponto, como mos-
trado na figura 6.2 (b) , portanto a topologia da superf́ıcie é alterada.

Neste caso temos que o cubo-raiz só contém uma divisão, foi utilizado
um ńıvel de recursão, e os cubos-folha que intersectam o plano tem apenas
uma aresta interna em comum. Esta aresta está em verde escuro e corta o
plano, ela é utilizada para fazer a poligonalização da superf́ıcie pois é a aresta
mı́nima utilizada para unir os quatro vértices da superf́ıcie.

O resultado da simplificação é o cubo-raiz que obviamente não tem ne-
nhum outro cubo como vizinho e portanto o ponto resultante não tem co-
necção co nenhum outro ponto, gerando assim uma superficie degenerada em
um ponto.

Para evitar este problema antes de fazer a simplificação é necessário testar
se o cubo em que esta sendo aplicada a Simplificação Topológica tem pontos
no seu interior que se conectam e se o cubo não é o cubo-raiz.

6.1.2 A superficie se degenera em pontos que não se
conectam

Vamos exemplificar o problema da superf́ıcie se degenerando em pontos des-
conexos com a superf́ıce mostrada na figura 6.3 (a) . A superf́ıcie foi poligo-
nalizada com cinco ńıveis de recursão.

Fazendo a simplificação desta poligonalização com ângulo de 3600 e usando
a Simplificação Topológica temos como resultado oito cubos, onde cada cubo
contém um ponto da poligonalização.

Na figura 6.3 (b) temos que as arestas que tem mudança de sinal, em verde
escuro, estão no bordo do cubo-ráız e todas as arestas internas ao cubo-ráız
não tem mudança de sinal. As arestas mı́nimas desta simplificação, que
estão no interior do cubo-ráız, não detectam a superf́ıcie portanto os pontos
da superf́ıcie não são conectados.
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(a) (b)

Figura 6.3: Simplificação de superf́ıcie não-compacta somente com a Simpli-
ficação Topológica (a) Superf́ıcie original. (b) Os oito pontos resultantes da
simplificação, as arestas em verde claro indicam que seus vértices não tem
mudança de sinal e as arestas em verde escuro indicam vértices com mudança
de sinal.

Para evitar este problema antes de fazer a simplificação é necessário testar
se o cubo em que esta sendo aplicada a Simplificação Topológica tem pontos
no seu interior que se conectam e se o cubo resultante tem mudança de sinal
em arestas que não estão no bordo do cubo-raiz, ou seja se existem arestas
interiores ao cubo-raiz cujos vértices tem sinais distintos.

6.1.3 O número de buracos da superf́ıcie se altera

Neste caso uma parte da superf́ıcie é degenerada em um ponto que perde a
conexão com o restante da superf́ıcie resultando em uma alteração no número
de buracos na superf́ıcie, como pode ser visto na figura 6.4 (b) .

Isto acontece porque o cubo que contém o ponto isolado só tem arestas
com mudança de sinal no bordo do cubo-ráız, como pode ser visto na figura
6.4 (c) . Nesta figura as arestas que contém mudança de sinal, em verde
escuro, estão no bordo do cubo-ráız, portanto não podem ser utilizadas como
arestas mı́nimas, e portanto o cubo em que está este ponto não tem nenhuma
aresta que conecte este ponto a superf́ıcie.

Para evitar esta mudança na topologia da superf́ıcie é necessário testar
se o cubo que será simplificado contém arestas com mudança de sinal no seu
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(a) (b) (c)

Figura 6.4: Simplificação de superf́ıcie resultando em um ponto desconexo
(a) Superf́ıcie original. (b) O ponto em verde não se conecta ao restante da
superf́ıcie. (c) O cubo em que está o ponto isolado só tem mudança de sinal
nas arestas que estão no bordo do cubo-ráız.

interior e se o cubo resultante contém mudança de sinal nas arestas que não
estão no bordo do cubo-ráız.

6.1.4 Uma parte da superf́ıcie é degenerada em um
ponto

Este caso é uma variação da degeneração apresentada na sub-seção 6.1.3 .
Neste caso uma parte da superf́ıcie é degenerada em um ponto, como pode
ser visto na figura 6.5 (b) .

Este caso é uma variação da degeneração apresentada na sub-seção 6.1.3
. A diferença é que o cubo em que está a superf́ıcie não tem nenhuma aresta
fora do bordo do cubo-ráız com mudança de sinal, mas os cubos vizinhos que
estão mais subdivididos detectam a mudança de sinal.

Como os cubos vizinhos estão mais subdivididos a aresta mı́nima não é a
aresta que está no cubo que não detecta a mudança de sinal e sim uma aresta
contida nela mas que é menor e detecta a mudança de sinal, mas como no
interior do cubo que antes tinha toda uma região homeomorfa a um disco só

36



(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.5: Simplificação de superf́ıcie resultando em uma região que é dege-
nerada em um ponto (a) Superf́ıcie original. (b) Região degenerada em um
ponto. (c) Os vétices da superf́ıcie e os cubos referentes aos nós da octree.
(d) Ampliação da região em que a superf́ıcie é degenerada em um ponto.

restou um ponto a poligonalização localmente degenera em um único ponto.
Na figura 6.5 (d) podemos observar uma ampliação da região em que ha a

degeneração. Observe que o cubo em que está a supeŕıcie tem como vizinhos
cubos que estão em um ńıvel de subdivisão maior, com isso as arestas internas
deste cubo estão metade em verde claro e metade em verde escuro.

O teste para prevenir esta degeneração é o mesmo utilizado na sub-seção
6.1.3 , pois a única razão para haver conexão entre este ponto e o restante
da superf́ıcie é que os cubos vizinhos estão mais subdivididos e portanto as
arestas mı́nimas utilizadas para poligonalizar a superf́ıcie não são as arestas
deste cubo, já que as arestas internas deste cubo não tem mudança de sinal.
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6.2 Funcionamento do Controle Topológico

Dual

Apesar dos quatro casos mostrados de degeneração denotarem problemas
mais complexos na simplificação da superf́ıcie o Controle Topológico Dual,
que é o método de simplificação que previne estes problemas, é bem simples.

O Controle Topológico Dual é utilizado em conjunto com a Simplificação
Topológica e consiste em testar se o cubo que será simplificado contém arestas
no seu interior com mudança de sinal e se o cubo resultante contém arestas
com mudança de sinal que não estão no bordo do cubo-ráız, já que arestas
no bordo do cubo ráız não são utilizadas como arestas mı́nimas.

O Controle Topológico Dual pode ser usado em duas versões: quando o
cubo que será simplificado é o cubo referente a raiz da octree, que chamare-
mos de cubo-raiz, e quando o cubo se refere a um nó qualquer da octree, que
é a versão geral do algoritmo. Estas duas versões serão vistas nas sub-seções
6.2.1 e 6.2.2 .

6.2.1 Simplificação do Cubo-Raiz

Nesta seção vamos fazer a simplificação da raiz da octree, neste caso não
é necessário se preocupar com as arestas mı́nimas que estão no bordo do
cubo-raiz.

Na figura 6.6 temos o resultado da simplificação de duas superf́ıcies mos-
trada na seção 6.1:

O plano foi mostrado na sub-seção 6.1.1 e a simplificação com qualquer
ângulo maior do que 1 utilizando somente a Simplificação Topológica resulta
em um único ponto e na figura 6.6 (a) temos uma simplificação com o Con-
trole Topológico Dual com 3600 e o resultado é topologicamente igual ao
plano original.

A superf́ıcie da figura 6.6 (a) é a mesma utilizada nas sub-seções 6.1.2,
6.1.3 e 6.1.4. Utilizando a Simplificação Topológica com ângulo de 3600 em
uma poligonalização com 5 ńıveis de recursão e com ângulo de 3600 o resul-
tado são oito pontos desconexos como mostrado na seção 6.1.2. Simplificando
a mesma superf́ıcie utilizando o Controle Topológico com 3600 temos uma
superf́ıcie topológicamente equivalente a superf́ıcie original.
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(a) (b)

Figura 6.6: Simplificação de superf́ıcies utilizando o Controle Topológico
Dual. (a) Plano simplificado com 3600 com o Controle Topológico Dual. (b)
Superf́ıcie simplificada com 3600 com o Controle Topológico Dual.

6.2.2 Simplificação de Um Nó da Octree

O Controle Topológico Dual pode ser utilizado não somente na ráız da octree
mas tambem em qualquer nó da octree. Uma das aplicações deste método
é simplificar algumas regiões espećıficas, ou seja pegar um nó da octree e
simplificar só a partir deste nó.

Quando o Controle Topológico Dual é utilizado em um nó diferente da
ráız é necessário testar também se as arestas do bordo do cubo que será
simplificado tem mudança de sinal e se o cubo resultante tem mudança de
sinal nestas arestas.

Na figura 6.7 temos um cubo que possui mudanç a de sinal nas arestas
superiores, e após a simplificação o cubo resultante não possui mudança
de sinal, com isso a superf́ıcie simplificada pode ter algum dos problemas
apresentados na seção 6.1 .
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(a) (b)

Figura 6.7: Simplificação de um nó interno da octree (a) O cubo antes da
simplificação, observe que as arestas externas superiores tem mudança de
sinal. (b) O cubo resultante não tem mudança de sinal nas arestas.
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Caṕıtulo 7

Implementação do algoritmo

Existem três aspectos importantes na implementação. São eles: Achar as
Arestas Mı́nimas, fazer a Simplificação Topológica, e o Controle Topológico
Dual, que ja foram descritas em 5.1, 5.2 e 6 .

7.1 Criação da Octree

A partir de um cubo inicial (raiz) são feitas tantas divisões quanto definidas
pelo usuário usando uma função recursiva, criando assim uma octree cheia.
Durante a criação da octree os nós são marcados segundo sua interseção com
a superf́ıcie e são criados ponteiros para os filhos de cada nó até completar a
octree.

Depois de montar uma octree cheia, é utilizada outra função recursiva
para retirar todos os nós cujos descendentes não contenham interseção com
a superf́ıcice.

Já com a estrutura da octree pronta vamos calcular os vetores normais
e os ângulos de variação dos vetores normais que serão usados para fazer a
simplificação.

Para as folhas os vetores normais são o vetor nulo, caso não haja interseção
com a superf́ıcie, ou a normal dada pela superf́ıcie, caso haja interseção com
a superf́ıcie. E o ângulo de variação dos vetores normais das folhas é zero, já
que eles não tem filhos.

Para os nós internos os vetores normais são dados pela média dos vetores
normais dos seus filhos e o ângulo de variação do vetor normal, que chamare-
mos de ângulo normal, é dado pelo maior ângulo entre o vetor normal do
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Figura 7.1: Exemplo de um cubo dividido com suas faces e arestas internas

nó e de seus filhos mais o maior ângulo dos vetores normais dos seus filhos.
Com a octree pronta ja podemos fazer a poligonalização da superf́ıce.

Para isso devemos achar as arestas mı́nimas.

7.2 Arestas Mı́nimas

As arestas mı́nimas, como ja foi descrito na seção 5.1, são as arestas que
resultam do encontro de três ou quatro cubos que não contém subdivisões.

Para achar as arestas mı́nimas foram usadas três funções: Procura Celula,
Procura Face e Procura Aresta. Além disso, foram utilizadas funções auxili-
ares a estas que estão descritas nesta seção.

Para poligonalizar a octree vamos partir de um cubo inicial, a raiz, e
vamos percorrer suas subdivisões que são os cubos resultantes de sua divisão,
as faces internas desses cubos e as arestas internas, como na figura 7.1.

7.2.1 Procura Celula

Esta função recebe como parâmetro um nó da octree, q, que corresponde a
um cubo. Se este cubo tiver subdivsões, ou seja se na octree o nó correspon-
dente a ele tiver filhos como na figura 7.1, ela chama para cada uma dessas
divisões as funções Procura Celula, Procura Face e Procura Aresta.

A função Procura Celula é chamada para todos os cubos que estão dentro
do cubo q , ou seja são oito chamadas.

A função Procura Face será chamada para todas as faces dos filhos do
cubo q que são internas ao cubo. Elas são chamadas duas a duas com as
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Figura 7.2: Exemplo de dois cubos que tem subdivisões com suas faces ad-
jacentes e suas arestas.

faces que se conectam, portanto são doze chamadas.
Já a função Procura Aresta é chamada para todas as arestas das subdi-

visões em q que são interiores a q. Elas são chamadas de quatro em quatro
com as arestas que se conectam, logo são seis chamadas.

7.2.2 Procura Face

Esta função recebe uma face e testa se ela tem subdivisões.
A entrada são os dois nós q1 e q2 que correspondem aos dois cubos que

se intersectam nesta face.
Se algum dos cubos tiver subdivisões são feitas quatro chamadas a função

Procura Face e quatro chamadas a Procura Aresta para as faces e as arestas
que são resultado da divisão de q1 e q2 que estão nas faces f1 e f2.

Na figura 7.2 mostramos dois cubos que definem uma face e tem subdi-
visões. Neste caso, as quatro chamadas a Procura Face correspondem aos
quatro pares de faces mostrados no centro. As chamadas a Procura Aresta
correspondem as quatro retas mostradas à direita.

7.2.3 Procura Aresta

Esta função recebe uma face e testa se ela tem subdivisões.
A entrada desta função são quatro parâmetros q1, q2, q3 e q4, que

correspondem a quatro cubos que se intersectam em uma aresta.
Se um dos cubos tiver subdivisão são feitas duas chamadas para Pro-

cura Aresta, caso contrario é chamada a função Poligonaliza, que testa se
esta aresta tem uma mudança de sinal, e caso tenha, se existem pontos sufi-
cientes para fazer a poligonalização.
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Figura 7.3: Exemplo de quatro cubos que tem subdivisões com suas suas
arestas.

7.3 Simplificação Topológica

A Simplificação Topológica já foi apresentada na seção 5.2. Neste caso esta-
mos tentando diminuir o número de subdivisões sem mudar a topologia da
superf́ıcie.

Para a simplificação geométrica basta utilizar o angulo normal, caso
um nó tenha angulo normal menor que um ângulo definido os seus filhos
são retirados. Ou seja, não há a preocupação de preservar a topologia.

Na simplificação topológica, caso um nó tenha angulo normal menor
que um ângulo definido são feito quatro testes para saber se a retirada dos
filhos deste nó vai mudar a topologia da superf́ıcie. São eles:

• Matriz Topológica

Em uma matriz são guardados para cada configuração dos filhos de um
nó se ele pode ou não ser simplificado. É uma matriz de 256 posições
em cada uma está o valor 0 ou 1. Se o valor for 0 não pode simplificar.

Um exemplo em que não pode haver simplificação está na figura 7.4
a esquerda. A superf́ıcie, neste caso, tem duas componentes conexas
distintas. Portanto, ao fazer a simplificação as duas componentes co-
nexas tornam-se uma componente conexa, o que modifica a topologia
da superf́ıcie.

• Testa Retas Simplificacao Topologica

Para cada aresta do cubo correspondente ao nó testa se o ponto médio
de cada aresta concorda com pelo menos um dos extremos da aresta.
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Figura 7.4: Exemplos em que não pode ser feita a Simplificação Topológica

Se pelo menos uma das arestas tiver um ponto médio que não concorda
com os extremos então a simplificação não pode ser feita.

Na segunda figura de 7.4 temos uma esfera que está no centro de uma
aresta. Logo o ponto médio desta aresta não concorda com nenhum
dos seus extremos e na simplificação esta esfera desapareceria.

• Testa Faces Simplificacao Topologica

Para cada face, testa se o centro da face concorda com pelo menos um
dos seus extremos. Caso não concorde, então não pode haver simpli-
ficação.

Na terceira figura de 7.4 temos uma esfera no centro de uma face.
Portanto, o centro da face não concorda com seus extremos, logo não
pode haver simplificação.

• Testa Cubo Simplificacao Topologica

Testa se o centro do cubo concorda com pelo menos um dos vértices.
Caso não concorde, então não pode haver simplificação.

Outro exemplo em que não pode haver simplificação está na figura 7.4
a direita: temos uma esfera no centro do cubo. Logo o centro do cubo
não concorda com nenhum dos vertices do cubo.

Caso os quatro ı́tens acima mostrem que pode ser feita a simplificação,
então é utilizado o Controle Topológico Dual, descrito na seção 7.4, para
fazer a simplificação da superf́ıcie.
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7.4 Implementação do Controle Topológico Dual

O Controle Topológico Dual é utilizado em conjunto com a Simplificação
Topológica. Em termos de implementação ele consiste em somente uma
função.

Testa Ligacoes Bordo
Esta função faz um teste no cubo que será simplificado, este cubo cor-

responde a um nó na octree cujos filhos são folhas. Geométricamente é um
cubo que só é subdividido uma vez, como pode ser visto na figura 7.5 .

Figura 7.5: Exemplos em que não pode ser feita a Simplificação Topológica

O Controle Topológico Dual consiste em testar se as arestas internas, que
na figura 7.5 estão em verde escuro, tem mudança de sinal. Caso haja uma
mudança de sinal nas arestas internas, então é testado se as arestas do cubo
resultante que não estão no bordo do cubo-ráız tem mudança de sinal.

Se alguma destas arestas tiver mudança de sinal, então é utilizado o resul-
tado da Simplificação Topológica para saber se é posśıvel fazer a simplificação
da superf́ıcie sem mudança na topologia.
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Caṕıtulo 8

Experimentos e Resultados

Agora vamos ver alguns resultados da implementação. Para facilitar a visua-
lização dos resultados mostramos as divisões da octree e as arestas mı́nimas,
na figura 8.1.

As três figuras a esquerda em 8.1 são esferas com recursão em ńıvel 5.
A primeira é com toda a octree, a segunda só com as folhas da octree que

intersectam a superf́ıcie e a terceira são os nós que não são folhas que contém
interseção com a superf́ıcie, ou seja o complementar da segunda figura.

A ultima figura em 8.1 é uma esfera com recursão em ńıvel 2 e suas arestas
mı́nimas.

As arestas verdes são as que não tem mudança de sinal, ou seja em torno
delas não é feita poligonalização.

Já as arestas vermelhas tem mudança de sinal e portanto a superf́ıcie
corta esta aresta.

Figura 8.1: Exemplos com os elementos que serão usados para mostrar os
resultados da implementação
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8.1 Resultados Gerais

Nesta seção serão mostrados resultados da Implementação do Dual Contou-
ring e da Simplificação Topológica. Os resultados do Controle Topológico
Dual serão mostrados na seção 8.2 .

As superf́ıcies foram poligonalizadas com duas opções para localização
dos vértices. Os vértices podiam ser calculados no centro do cubo ou no
baricentro das interseções do cubo com a superf́ıcie.

Na figura 8.2 temos os resultados da poligonalização de superf́ıcies com
o vértice de cada cubo colocado no baricentro das interseções da superf́ıcie
com o cubo.

Figura 8.2: Exemplos com recursão em ńıvel 5 e no baricentro de cada cubo

48



Figura 8.3: Exemplos com recursão em ńıvel 5 e ponto no centro de cada
cubo

Na figura 8.3 temos as superf́ıcies poligonalizadas com os vértices coloca-
dos no centro de cada cubo.

Na figura 8.4, temos uma esfera com ńıvel de recursão 3.
Na parte superior temos a esquerda a esfera com a octree correspondente

e a direita as arestas mı́nimas.
No centro temos a esquerda os vértices e a direita as arestas resultantes

da poligonalização.
E na parte inferior temos uma simplificação topológica da superf́ıcie em

500. A esquerda temos as arestas mı́nimas e a direita a octree resultante da
simplificação.
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Figura 8.4: Exemplo de uma esfera com recursão em ńıvel 3 e sua simplifição
topológica com ângulo igual a 500
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Figura 8.5: Exemplo de um hiperbolòide de duas folhas com recursão em
ńıvel 3 e simplificação topológica com ângulo igual a 130
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Figura 8.6: Exemplo de poligonalização com duas células de ńıveis distintos
que se conectam na poligonalização

Na figura 8.5, temos um hiperbolóide de duas folhas com ńıvel de recursão
5.

Na parte superior temos à esquerda a esfera com a octree correspondente
e à direita as arestas mı́nimas.

No centro temos à esquerda os vértices e à direita as arestas resultantes
da poligonalização.

E na parte inferior temos uma simplificação topológica da superf́ıcie em
500 . À esquerda temos as arestas mı́nimas e à direita a octree resultante da
simplificação.

Observe que nesta figura temos duas células de ńıveis distintos que se
conectam, como está ampliado na figura 8.6 .
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Figura 8.7: Exemplo de superf́ıcies com ńıvel de recursão 5 e sua simplificação
topológica com ângulo 3600

A simplificação topológica faz com que a superf́ıcie não mude sua topo-
logia mesmo quando o ângulo é máximo.

Ao fazer a simplificação geométrica com grau máximo, como não há con-
trole da topologia, a superf́ıcie se degenera sobrando somente a raiz, pois
todos os outros nós são deletados.

Na figura 8.7 temos um hiperbolóide de duas folhas que não se conectam.
Sua simplificação com ângulo 3600 resulta em dois quadrados distintos.

Já na figura 8.8 na parte superior temos um hiperbolóide de duas folhas
que se conectam e na parte inferior um cilindro. Como eles são topologica-
mente iguais temos que suas simplifições com ângulo máximo são topologi-
camente iguais.

8.2 Resultados Do Controle Topológico Dual

Nesta seção são mostrados resultados do Controle Topológico Dual e algumas
falhas que podem ocorrer sem o uso deste método de simplificação.

Iniciamos mostrando a simplificação de um plano, o plano foi poligonali-
zado com 3 ńıveis de recursão e simplificado utilizando o ângulo de simpli-
ficação com 3600 . Os resultados estão na figura 8.9 .

Outra superf́ıcie em que pode ser observado o resultado do Controle To-
pológico Dual é o octante da esfera que esta na figura 8.10.

Os melhores resultados do Controle Topológico Dual podem ser observa-
dos na simplificação da superf́ıcie mostrada na figura 8.11. Nas figuras 8.12 e
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Figura 8.8: Exemplo de superf́ıcies com ńıvel de recursão 5 e suas simpli-
ficações topológicas com ângulo 3600. Observe que a simplificação do Hiper-
boloide é topologicamente igual a do cilindro

8.13 fazemos a simplificação utilizando somente a Simplificação Topológica e
a topologia da superf́ıcie é modificada. Na figura 8.14 temos a simplificação
utilizando o Controle Topológico Dual com ângulo de 360 graus e não há
mudança na topologia da superf́ıcie.
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(a) (b)

(c)

Figura 8.9: Simplificação de um plano, os pontos estão em verde (a) Plano
com 3 ńıveis de recursão. (b) Simplificação do plano usando somente a Sim-
plificação Topológica com ângulo de simplificação igual a 3600 . (c) A mesma
simplificação do ı́tem (b) com o Controle Topológico Dual.
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(a) (b)

(c)

Figura 8.10: Simplificação do octante de uma esfera, os pontos estão em
verde (a) Octante com 3 ńıveis de recursão. (b) Simplificação da superf́ıcie
usando somente a Simplificação Topológica com ângulo de simplificação igual
a 3600 . (c) A mesma simplificação do ı́tem (b) com o Controle Topológico
Dual.
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(a)

(b)

Figura 8.11: (a) Superf́ıcie com 6 ńıveis de recursão, as retas representam os
eixos x, y e z. (b) A mesma superf́ıcie do ı́tem (a), os vértices utilizados na
poligonalização estão em verde.
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(a)

(b)

Figura 8.12: Simplificação da superf́ıcie da figura 8.11 (a) Simplificação uti-
lizando somente a Simplificação Topológica com ângulo de 420 . (b) Sim-
plificação utilizando somente a Simplificação Topológica com ângulo de 3600

.
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(a)

(b)

Figura 8.13: Simplificação da superf́ıcie da figura 8.11 (a) Simplificação utili-
zando somente a Simplificação Topológica com ângulo de 480 . (b) A mesma
superf́ıcie do ı́tem (a) vista de outro ângulo.
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Figura 8.14: Simplificação da superf́ıcie da figura 8.11 utilizando o Controle
Topológico com ângulo de simplificação de 3600 . Observe que não há mu-
dança na topologia da superf́ıcie.
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Caṕıtulo 9

Conclusão

Algoritmos de poligonalização dual estão se tornando uma poderosa ferra-
menta para poligonalizar superf́ıcies impĺıcitas. Temos dois exemplos de
trabalhos que utilizam o método Dual Contouring para fazer poligonalização
de superf́ıcies, são eles ”Dual Marching Cubes: Primal Contouring of Dual
Grids”, em [9], e ”Feature Sensitive Subdivision and Isosurface Reconstruc-
tion”, em [10],

No artigo ”Dual Marching Cubes: Primal Contouring of Dual Grids”, o
método Marching Cubes é utilizado em uma grade criada utilizando o método
Dual Contouring e com os vértices posicionados utilizando uma função de erro
quadrática (QEF), que pode ser visto em [2] . Este método é muito eficiente
para poligonalizar estruturas muito finas sem subdividir excessivamente o
domı́nio.

O artigo ”Feature Sensitive Subdivision and Isosurface Reconstruction”utiliza
o campo de distâncias dirigidas, que é mostrado em [6] para posicionar mais
de um ponto em um uma folha da octree gerada pelo método Dual Contou-
ring. Neste método é posśıvel evitar subdivisões desnecessárias pois detecta
multiplas interseções da superf́ıcie em uma aresta.

A simplificação de superf́ıcies poligonalizadas com o método Dual Con-
touring é outro importante aspecto da aplicação deste método. O artigo
”Dual Contouring with Topology-Preserving Simplification Using Enhanced
Cell Representation”, em [16], poligonaliza superf́ıcies utilizando mais de um
ponto em uma folha e faz a simplificação mantendo a topoligia de superf́ıcies
que são desconexas.

Trabalhos Futuros
O Controle Topológico Dual pode ser utilizado tanto na simplificação de
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todo o domı́nio de poligonalização como na simplificação de somente uma
parte do domı́nio. Este método é muito útil para visualizar uma grande
massa de dados de tal forma que a poligonalização caiba na memória.

Outra aplicação deste método é visualizar regiões distintas com ńıveis de
simplificação distintos, como no caso de um terreno em que as regiões mais
distantes são vistas com menos detalhes e as regiões mais próximas são vistas
com mais detalhes.

Um dos trabalhos que podem ser feitos com o Controle Topológico Dual é
um método ”View-Dependent”para superf́ıcies poligonalizadas com o método
Dual Contouring. O método ”View-Dependent”se baseia na visibilidade de
uma determinada região da superf́ıcie para mostrar uma poligonalização mais
refinada ou mais grosseira desta região.
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