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Capitulo 1

Introducao

O eixo medial ja pode ser encontrado na literatura em publicagoes do ano 1929, em conexao
com problemas de convexidade de conjuntos. Mas a publicagdo pioneira que descreve o eixo
medial com uma ferramenta para visdo computacional e analise de formas é o artigo de Blum|7]
de 1967. Desde entao a literatura tem acumulado estudos sobre o eixo medial, que é conside-
rado como um descritor de formas com propriedades excelentes e muita informacao e referéncia
sobre o eixo medial pode ser encontrado facilmente encontrado em bons livros sobre visao com-
putacional e anélise de formas(Ogniewicz[26], Nalwa|24]|, Costa[12]). O eixo medial é utilizado
em uma variedade de aplicagdes, como tragado de caminhos, geragao de malhas, reconhecimento
de formas, espacos de escala. Também aparece em contextos tedricos como por exemplo na defi-
nicdo de ‘complexidade’ de uma curva ou superficie, usada por Amenta[l] para medir a quali-
dade de amostragem (da curva/superficie). Aliado a esta importancia teérica e em aplicacGes
praticas, o eixo medial revela ainda uma bela teoria matematica que continua sendo desenvol-
vida.

Em paralelo ao desenvolvimento da teoria de esqueletos no campo matemético e computaci-
onal, descobertas no campo da biologia tem dado incentivo ao estudo de esqueletos (regides cen-
trais de formas) em visdo computacional. E bem conhecido que humanos, e mamiferos em
geral, tém “circuitos neuronais” especializados em detectar arestas de imagens ja nos primeiros
estagios do “processamento neuronal” da imagem. E as arestas também sao, também, bastantes
conhecidas e utilizadas no processamento computacional da visao. Mas experiéncias recentes
tem mostrado que os esqueletos também tem um papel na visao humana, como nos trabalhos de
T.S. Lee e Mumford(|20] e [21]) e Kimia[5]. Essas novas descobertas tornam o assunto de sime-
tria de objetos e esqueletos ainda mais atraentes.

Claro que o eixo medial ndo é a resposta tnica e salvadora para todas as questOes envol-
vendo anélise de formas. Como caracteristica limitadora do eixo medial é comum encontrar cit-
¢Oes sobre sua grande sensibilidade & variagOes na forma, ou seja, pequenas variagoes na forma
podem causar grandes variagoes no eixo medial.

O eixo medial é o esqueleto mais conhecido e estudado mas ndo é o unico discutido na litera-
tura. Dependendo da situacao e da aplicacao desejada outros esqueletos podem ser usados e
adaptacoes e generalizacoes do eixo medial tém sido propostas. Este trabalho analisa exata-
mente esqueletos inspirados no eixo medial introduzidos por Sapiro e Giblin em uma série de
artigos, como veremos adiante, onde a propriedade desejada, a qual o eixo medial nao goza, é a
invariancia por transformacoes afins. Um destes esqueletos apresentados por Sapiro, Giblin et.
al é ainda robusto a ruidos, ou seja, este novo esqueleto nao é sensivel a pequenas variagoes na
forma como o eixo medial.

Assim como o eixo medial pode ser caracterizado como o conjunto das singularidades da
funcao distancia, dois dos trés esqueletos afins introduzidos por Sapiro e Giblin também podem
ser identificados com as singularidades de funcbes. Giblin e Sapiro definem estas funcoes por
uma linguagem geométrica e mostram como encontrar suas singularidades na teoria e computa-
cionalmente. No entanto algumas questoes sobre os esqueletos afins e as funcgoes afins que os
definem permanecem em aberto. Em particular, a questdo mais importante nos parece ser a
obtencdo (se possivel) de uma equagdo diferencial que tenha um papel para as fungdes afins
equivalente ao da equacdo Eikonal para a funcdo distancia. A obtencdo de tal equagdo tem o
potencial de ser tdo util as “distancias afins” como a Eikonal é para a distancia euclidiana. E
ainda mais util do que o caso da Eikonal, pois as distancias afins apresentam sutilezas e dificul-
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dades que a distancia euclidiana nao apresenta. Assim, a descricao das distancias afins com oso-
lugoes de uma equagao diferencial pode representar um suporte teérico alternativo as definigoes
geométricas. Este trabalho é a procura de equagoes diferenciais que descrevem as distancias
afins e apontamos algumas consequéncias das equagoes encontradas.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: no capitulo 2 faremos uma introducao ao
eixo medial. No capitulo 3 apresentaremos os esqueletos invariantes afins de Giblin e Sapiro,
destacando o que estes autores apontaram como questoes importantes a serem pesquisados. Nos
capitulos seguintes apresentaremos a nossa contribuicao, que é a obtencao da equacao diferencial
para a distancia afim e algumas de suas consequéncias teéricas. No capitulo 4 apresentamos a
obtencdo da equacdo. A equagdo diferencial obtida é entdo usada no capitulo 5 para montar
um algoritmo computacional eficiente para obter a distancia afim. No capitulo 6 mostramos
alguns exemplos de solucoes da equacgao diferencial, com destaque para as solugdoes computacio-
nais encontradas. No capitulo 7 essa mesma linha de pesquisa (a obtencdo de uma equagao dife-
rencial) esta sendo desenvolvida para tratar a distancia afim que gera o esqueleto afim robusto a
ruidos.



Capitulo 2
Eixo Medial

Neste capitulo discutiremos o esqueleto mais famoso, o eixo medial. O principal objetivo deste
capitulo é explorar o eixo medial sob varios pontos de vista para que o assunto dos esqueletos
em geral seja melhor avaliado. Em particular, as analogias, extensoes e adaptacoes com os
esqueletos afins também serao realizadas de maneira mais natural.

2.1 Definicao do Eixo Medial

Para os nossos propoésitos podemos pensar em esqueletos de formas (shapes) em R? - imagens
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bidimensionais - ou R® - em videos ou imagens volumétricas. Uma forma S € R™ ¢ um conjunto
aberto cujo bordo possua certa regularidade. No que se segue podemos admitir que o bordo
seja C? por partes, como na silhueta do peixe da figura 2.2.

O eixo medial pode ser descrito de varias maneiras diferentes. Vamos comecar com uma defi-
nicao simples, bem geral e bastante popular do eixo medial.

Definigao 2.1. Seja S uma forma em R™. O eixo medial é o (fecho do) conjunto dos pontos
x € S que realizam a distdncia ao bordo de S em pelo menos dois pontos distintos. A disténcia
de © a S - denotada por d(x,0S) - € a "menor distdncia” entre x e os pontos de 9S; d(z,0S) =
{inf||lz — y||,y €8S}

Essa definicdo admite que a métrica usada nao seja a euclidiana. Métricas diferentes geram
esqueletos diferentes. Mas se desejamos que o eixo medial seja invariante por transformacoes
rigidas, entao devemos exigir que a métrica usada também seja invariante - a métrica deve ser a
euclidiana. Logo, com a métrica euclidiana, o eixo medial também pode ser caracterizado por

Proposicao 2.2. Seja S uma forma. O eizo medial de S é o (fecho do) lugar geométrico dos
centros das esferas mdzimas contidas em S. ("mdzimas” sequndo a ordem de inclusio, ou seja,
as esferas mdzimas sdo aqueles que ndo estao contidos em nenhum outra esfera D C S).

Figura 2.1.

Essa definicao possui uma versao um pouco diferente mas bastante util. Se a figura S possui
um bordo regular, C? por partes por exemplo, entdo é facil ver que uma esfera D C S sera
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maxima quando for tangente ao bordo de S em pelo menos dois pontos simultaneamente. Por-
tanto

Proposigao 2.3. O eizo medial de S é o (fecho do) lugar geométrico dos centros das esferas C
S tangentes ao bordo de S em pelo menos dois pontos.

Vamos detalhar um pouco os objetos de que estamos tratando para fixar a nomenclatura. O
eixo medial que acabamos de caracterizar na definigdo 2.1 é o eixo medial internos (de S), pois
s6 foram considerados os pontos z € S. Podemos, analogamente, definir o eixo medial externo
que é o eixo medial interno do complementar de S. Quando falarmos do eixo medial sem refe-
réncia a "interno" ou "externo" estaremos nos referindo ao eixo medial interno.

Além disso é fundamental definir uma "funcao raio" sobre o eixo medial, que associa a cada
ponto do eixo o raio da esfera méaxima associada. Esse raio é precisamente a distancia o ponto
do eixo ao bordo de S. Vamos chamar de MAT (Medial Axis Transform) ao par (eixo medial,
funcao raio).

Como as esferas maximas contidas em S tangenciam o bordo de S, entao os raios das esferas
que partem de 8S nos pontos de tangéncia sdo normais ao dS nesses pontos. Logo, podemos
encontrar o eixo medial movendo os pontos de S com velocidade constante na direcdo da
normal. O eixo medial serd o lugar onde os pontos evoluidos se chocam. Essa versao do eixo
medial, no caso R?, possui uma bela descri¢do pictérica - descrita por Blum [7] - da propagagao
do fogo: imagine que S é uma regiao coberta por grama seca. Se atearmos fogo ao bordo de S,
este ird propagar-se para o interior de S, eventualmente queimando toda a regido e extinguindo
o fogo. O eixo medial é o lugar onde as frentes de fogo se aniquilam, ao se chocar. A fungéo

raio é o tempo que as frentes de fogo levam para chegar até o ponto de choque. Por isso a
funcao raio é as vezes chamada de func¢do de aniquilamento (quench function).

2

E importante observar que a evolucao da frente de fogo é precisamente a mesma idéia de
Huygens sobre a propagacdo dos raios luminosos. Temos ai uma conexao entre o estudo de
esqueletos e o principio de Huygens, que sera explorada mais & frente nos esqueletos afins.

Usando a linguagem da morfologia matematica podemos expressar a evolucao da frente de
fogo apdés um certo periodo de tempo ¢ através de uma erosdo onde o elemento estruturante é
uma bola de raio t. Ou seja, chamando de S; a porcao de grama nao queimada apds o tempo ¢
temos

S,=S e B(t)

Os pontos de choque do conjunto S; sdo os pontos que sdo aniquilados por uma abertura infini-
tesimal, ou seja,

MtZSt—StOd

onde d é um disco infinitesimal. Portanto temos

Proposigao 2.4. O eizo medial M de S é o conjunto descrito por

M;=(S©B(t)) - ((S© B(t)) o d)

M= U M,
t>0

onde d é um disco infinitesimal. Se x € M entdo eziste um unico t tal que x € M; (ou seja, a
uniGo M = Ut>0 M, é disjunta). A fungdo que associa a cada x esse unico t € a fungdo raio.
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Podemos também expressar a idéia da propagacdo da frente de fogo formalmente por equa-
¢Oes diferenciais. Como vimos, a evolug¢ao de cada ponto se faz na direcdo normal e com veloci-
dade constante (unitaria). Portanto

Proposigao 2.5. O eizo medial de S é o lugar dos choques da equacdo

Ci(s,t)=N(s,t)
{ C(.,0)=08S

onde N(s,t) é a normal unitéria a curva C(.,t) no ponto C(s,t).

Ora, essa equacgdo é exatamente a equacgdo que descreve a fungdo distancia de 0S. Assim a
proposicao acima pode ser transcrita para

Proposigao 2.6. O eixo medial de S é o lugar geométrico das singularidades da funcao dis-
tdncia de 0S. A fun¢do raio associada a um ponto x do eizo medial é o valor da func¢do dis-
tdncia nesse ponto.

2.2 Propriedades do Eixo Medial, Invertibilidade e Equa-
coes de Validade

Para analisar o eixo medial mais de perto, vamos nos restringir ao caso de formas S C R% e R3
que contenham apenas uma componente conexa. Nao perdemos nada com isso pois o eixo
medial (interno) de formas que tenham mais de uma componente conexa é a unido disjunta dos
eixos de cada componente conexa em separado. Vamos comecar com formas em R? e depois
estenderemos para formas em R3.

Lembramos que estamos assumindo que o bordo de S C R? seja regular, mais especifica-
mente, que seja C? por partes e que tenha um nimero finito de vértices (pontos criticos da cur-
vatura). Com isso eliminamos casos patolégicos pouco interessantes na préatica.

A primeira propriedade importante que citaremos é a que garante a aparéncia de "esque-
leto": o eixo medial é a uma unido conexa de caminhos. Outra propriedade fundamental diz
que S e seu eixo medial tem o mesmo grupo fundamental. Para reconhecimento de formas, por
exemplo, podemos olhar para o genus do eixo medial para saber qual é o genus da forma que o
gerou.

Proposicao 2.7. O eizo medial de uma forma S conexa e com bordo regular (C*® e com um
nimero finito de vértices) € conexo por caminhos, tem medida nula e tem o mesmo grupo funda-
mental de S.

A demonstracdo pode ser encontrada em F. Wolter [49] e em Choi, Choi e Moon [9]. A
esséncia da demonstragao é mostrar que o eixo medial é um retrato de S.

2.2.1 Classificacao dos pontos do eixo medial

Para prosseguir no estudo é importante fazer uma classificagdo dos pontos que compde o eixo
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medial de acordo com a ordem de tangéncia dos circulos méaximos que os geram. O objetivo
desta secao é dar uma visao apenas panoramica da classificacdo utilizada na literatura, embora
se perca alguma precisao ao nao se envolver com o formalismo necessario. Uma analise deta-
lhada dos tipos de singularidades que ocorrem no eixo medial podem ser encontrados em Tei-
xeira [46], Giblin e Brassett [15], e Giblin e Kimia [16]. A nomenclatura utilizada é a introdu-
ziada por Arnold para singularidades.

A classificacdo de um ponto p do eixo medial é feita de acordo com a ordem de contato do
circulo maximo com centro em p e o bordo da figura S. Na figura 2.2 o bordo de S esta repre-
sentado com uma linha fina vermelha, o circulo candidato a circulo maximo é o circulo em azul e
o ponto p, candidato a ponto do eixo medial é o centro do circulo.

Resumidamente, a ordem de tangéncia entre duas curvas pode ser :

Figura 2.2.
e A0 - contato de ordem 0 - as duas curvas coincidem no ponto p, mas seus planos tan-
gentes nao coincidem. Na verdade nao existe tangéncia alguma e, portanto, nao é um
caso de interesse para o eixo medial.

e Al - contato de ordem 1 - as duas curvas coincidem no ponto p, seus planos tangentes
também coincidem mas as curvaturas ndo. Ou seja, o contato é de ordem 1 mas nao é de
ordem 2. E a tangéncia mais comum e ocorre frequentemente quando estudamos o eixo
medial.

e A2 - contato de ordem 2 - as duas curvas coincidem no ponto p, bem como seus planos
tangentes e as curvaturas, mas nao coincidem quanto a derivada da curvatura no ponto p.
Como no nosso caso uma das curvas é um circulo, que tem a derivada da curvatura igual
a zero, a outra curva - o bordo de S - tem a derivada da curvatura diferente de zero (caso
contrario haveria uma tangéncia de ordem superior a 2). Portanto teremos uma tan-
géncia como a mostrada na figura 2.2 que nao acontece no eixo medial - o circulo nao
esta incluido em S !
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e A3 - contato de ordem 3 - as duas curvas coincidem em p até a segunda derivada da cur-
vatura. Como todas as derivadas da curvatura de uma circunferéncia sao nulas, a deri-
vada da cuvatura do bordo de S em p tem que ser zero - ou seja, p é um ponto critico da
curvatura. Além disso o ponto p ndo pode ser um ponto de inflexdo, pois a derivada da
curvatura em p tem que ser diferente de zero, ou seja, p é um vértice do bordo de S.
Mas p ndo pode ser um ponto de minimo da curvatura pois se fosse o circulo ndo poderia
estar todo incluido em S. Portanto, no eixo medial s6 aparecem casos de tangéncia A3
onde o ponto de tangéncia é um ponto de méximo da curvatura. Embora nao seja um
caso genérico como o caso Al, devemos sempre esperar encontrar alguns casos A3 no eixo
medial. Em Choi, Choi e Moon [9] é demonstrado que se o bordo de S é analitico por
partes, entdo caso A3 ocorre um numero finito de vezes, em contraste com o caso Al que
ocorre em quase todo lugar.

Podemos prosseguir adiante com ordens de contato superiores. Note que o raciocinio usado nos
casos Al, A2 e A3 acima pode ser generalizado para concluir que os casos que podem ocorrer no
eixo medial sdo sempre de ordem impar (A1, A3, A5, etc.) (ver Teixeira [46]).

Temos entao a seguinte classificacdo dos pontos do eixo medial

ponto A3

ponto A1A1

ponto
AlAl1A1

ponto A3

Figura 2.3.

e A1A1 - O circulo maximo com centro em um ponto A1A1 tangencia o bordo da figura em
dois pontos distintos de forma simples. E o caso mais comum e ocorre em quase todos os
pontos do eixo medial de uma figura S genérica. Sob o ponto de vista da propagacdo do
bordo, os pontos A1A1 sdo os pontos onde duas frentes distintas (sem pontos em comum)
se chocam.
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e A3 - O circulo maximo de um ponto A3 tangencia o bordo em apenas um ponto com tan-
géncia A3. O ponto do bordo é, portanto, um vértice do bordo (ponto de méximo da cur-
vatura). Sob o ponto de vista da propagacdo do fogo, um ponto A3 é o ponto onde duas
partes do bordo que compartilham apenas um vértice iniciam o choque. Note que esse é
o caso limite do caso A1A1, quando os pontos distintos convergem para o mesmo ponto
(no vértice).

e A1A1A1 - o circulo méaximo tangencia o bordo em 3 pontos distintos. Ou, equivalente-
mente, ¢ o ponto onde trés frentes distintas (sem pontos em comum) concorrem, produ-
zindo o choque.

Outros casos sao definidos de modo analogo: A1A3, A1A1A1A1, etc. Porém no eixo medial de
uma figura com o bordo regular s6 ocorrem, genericamente, os casos A1Al (em quase todo
lugar), A1A1A1 e A3 (em um namero finito de vezes).

De grande interesse é como os tipos de singularidades que ocorrem no eixo medial podem se
modificar quando temos uma familia de formas S(¢), no movimento por curvatura por exemplo.
Este caso foi estudado em Teixeira em [46] e [47] e por Shaked[43]. Em particular foi mostrado
que no movimento por curvatura podem "surgir" pontos do tipo A1A1A3 que ndo existiam na
forma original S(0) que depois se desenvolvem em pontos A1A1Al. Isso mostra que, em um
certo sentido, o movimento por curvatura pode "complicar" o eixo medial, apesar de "simpli-
ficar" ou suavizar a forma S(0) - veja figura 2.4.

Figura 2.4.

As perguntas naturais que se seguem sao:

e existe alguma evolucao que pode ser descrita localmente, como o movimento por curva-
tura, que sempre simplifica as ramificacoes do eixo medial, causando uma espécie de
poda progressiva (pruning) e ndo uma ramifica¢do?

e existe alguma medida da complexidade do eixo medial que seja decrescente quando a
forma S evolui pelo movimento por curvatura?

2.2.2 Analise local do eixo medial

Nesta se¢do vamos descrever como obter as propriedades locais do eixo medial de uma forma S,
como tangente, curvatura e a derivada da fungio raio, em fungdo das medidas do bordo de S.
Esses resultados ndo sdo novos e ja foram bem abordados na literatura - em Teixeira[46],
Ponce[33], Sherbrooke et.al [44] e Choi et. al[9] por exemplo. A exposi¢do aqui tem como obje-
tivo preparar o leitor para resultados analogos sobre os esqueletos afins. Além disso, na litera-
tura esses resultados sdo obtidos a partir da parametrizagdo do bordo da forma S e aqui, para
mudar o sabor, nao usamos nenhuma parametrizacao explicita, mas assumimos que o bordo esté
descrito implicitamente pela funcao distancia.

Podemos distinguir os pontos do eixo medial em pontos regulares e pontos nao regulares. Os
pontos regulares sdo os pontos A1A1. Constituem a quase totalidade dos pontos do eixo medial.
Sao ditos regulares porque a difefenciabilidade (tangentes, curvatura) nesses pontos é herdada
das frentes de choque que os originaram, como veremos a seguir. Nos pontos A3, onde o choque
de duas frentes inicia, o eixo medial tem o seu ponto de origem. Os outros pontos, A3Al e
A1A1A1 por exemplo, podem apresentar uma perda de diferenciabilidade ou uma ramificacao do
eixo medial e, portanto, sdo classificados como pontos ndo regulares.
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2.2.2.1 Pontos regulares

Os pontos do eixo medial do tipo A1A1 sdo centros de circulos maximos que tangenciam o
bordo da figura em dois pontos distintos com tangéncia simples Al. Sdo os choques simples de
duas partes distintas do bordo (sem pontos em comum).

Numa vizinhanca de um ponto p do tipo A1A1 podemos expressar o eixo medial implicita-
mente como a curva de nivel zero da fungao f: R? — R dada por f(z)=d*(z) — d~(z), onde d*
e d~ sdo as fungdes distancia das partes do bordo Ct e C~ respectivamente (ver figura 2.5).
Podemos calcular a geometria do eixo medial em p através da fungao f.

+ //
N W

curva de nivel
o d(9)=d(p)

eixo medial

AN cu¥va de nivel
- d+(x)= d+(p)

Figura 2.5.

A normal unitaria 7 ao eixo medial em p estd na direcdo do gradiente de f e pode ser obtida,
em termos das normais unitarias Nt e N~ as curvas CT e C~ nos pontos de tangéncia, por

_Vf Vdt+-Vd- Nt-N- Nt-N-
n_|Vf|_|Vd+—Vd—|_|N+—N—|_ 2 - sena

onde 2a é o angulo entre Nt e N~. A tangente unitaria é ortogonal ao gradiente de f, portanto

(1, Vf)=0=>(r,Nt-N")=0
_ Nt+N~ Nt+N—
T INT+N-| T 2-cosa

T

Passemos & funcdo raio. A funcio raio é precisamente a restricdo da funcgdo distancia da figura
ao eixo medial. Numa vizinhanca do ponto p, a fun¢do distancia é dada por d(z) = min {d*(z),
d~(z)}. Sobre o eixo medial temos que d*(z) =d~(z) e portanto a derivada de d(z) na diregao
da tangente 7 é obtida por

d(z) =df(z)=(r,Vd"(z))=(r,N*t) =cosa
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Ou seja, a derivada da funcao raio na direcao da tangente é igual ao cosseno do angulo entre a
normal N* (ou N™) e o vetor tangente 7, resultado que relaciona a geometria do choque e a
funcdo raio. De fato, pensando na propagacao do bordo da figura com velocidade constante 1, o
angulo com que as frentes se chocam (2a) em p determina a velocidade da formagdo do eixo
medial em p (velocidade = 1/d.(p) =1/cos(a))

Vamos prosseguir calculando a curvatura do eixo medial em p. A curvatura k& pode ser cal-
culada a partir da fungdo f que define o eixo implicitamente por Keixo = J;i ( Exemplo A.1 do
apéndice). Portanto !

fTT _ d‘—ri_r _d;T

fn N d:,]’_—d;

keixo =

Vamos manipular um pouco mais a expressao acima para expressar a curvatura do eixo medial
em p em termos das curvaturas dos pedacos da borda Ct e C~. Nt e Tt sdo a normal unitaria
e a tangente unitaria da curva de nivel de v que passa por p. Observando a figura 2.5 é facil
escrever a tangente e a normal do eixo medial como combinacao linear das tangente e nomais
das curvas de nivel y© e y7:

7= N7cosa+ T+sena
7= N"cosa — T ~“sena
n= Ntsena — T tcos
n=— N"sena — T cosa

Portanto,

45(5) = sonar- dfu(5) — cosac- df(p)

d, (p)=—sena-dy_(p) —cosa-dr_(p)

S |

Como sabemos, o gradiente da funcao distancia tem norma um e a derivada da funcao distancia
na direcdo da normal é, portanto, um. A derivada na direcdo da tangente & curva de nivel é
zero. Ou seja,

e portanto

Agora as derivadas segundas. Se d(z) é uma fungio distancia entdo |Vd|> =1 onde d ¢ dife-
renciavel. Derivando essa expressdo temos que D2d(Vd) = 0 , ou seja, o gradiente de d é um
autovetor da transformacdo D2d correspondente ao autovalor zero. Por outro lado, a curvatura
de uma curva de nivel da func¢io distincia é a segunda derivada da funcao na dire¢do tangente a
curva de nivel, k = D?d(T, T) (veja no apéndice A.1.3). Usando essas igualdades podemos rees-

+ - .
crever d] . —d_, :

di = D%t (r,7) = D?d*(N*tcosa + TFsena,, Ntcosa + TFsena) = sen’a - D2dH (T, T)
d.=D?*d (r,7)=D?d~ (N ~cosa — T sena, N “cosa — T "sena) = sen’a - D2d~(T~,T7)

di —d;. =sen’a(ky —k_)

Finalmente, a curvatura do eixo medial em um ponto p do tipo A1A1 é dada por

dro(p) = dr(p) _senar
o), 2

keixo =
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onde ky e k_ sdo as curvaturas das curvas de nivel que passam por p das fungdes distancia d* e
d~ respectivamente. Como consequéncia desta relacdo, quando tomamos um ponto do tipo A3
como o caso limite de pontos p do tipo A1A1, onde os pontos de origem na curva convergem
para o mesmo ponto, concluimos que a curvatura do eixo medial no ponto extremo & kejxo =

Se;a (k+ —k-)=0. O eixo medial “se torna reto” nos pontos terminais A3.

2.2.2.2 Pontos nao regulares

Nos pontos regulares, do tipo A1Al, temos uma tangente definida e a funcdo raio é diferen-
cidvel. Nos outros pontos do eixo medial as coisas nao se comportam tao suavemente assim.
Nesta subse¢do vamos analisar os pontos A3 e A1A1A1, por que sdo os pontos que aparecem no
eixo medial de uma figura genérica. Veremos que o eixo medial s6 pode ter extremidades em
pontos do tipo A3, ou seja, o bordo do eixo medial é formado exclusivamente por pontos A3. E
as ramificagoes do eixo medial ocorrem nos pontos ATA1ATL.

2.2.2.3 Os pontos A3

Um ponto do tipo A3 é um ponto onde o circulo maximo correspondente tangencia o bordo da
figura em apenas um ponto. O circulo obrigatoriamente tem o raio igual ao raio da curvatura
do bordo no ponto de tangéncia, pois caso contrario ou o circulo ndo esta incluido na figura ou o
circulo ndo é méximo (ver secdo 2.2.1).

De acordo com Choi et. al. [9] o eixo medial de figuras conexas 2D é uma unido conexa de
segmentos homeomorfos a segmentos de reta. Portanto as extremidades do eixo medial, se exis-
tirem, formam um conjunto finito de pontos. Vamos olhar para o caso em que o eixo medial
possua extremidades. Tome um ponto p, extremidade do eixo medial. Numa vizinhanca do
ponto p os pontos do eixo medial sdo regulares. O circulo maximo que origina o ponto p nao
pode tangenciar o bordo da figura apenas de maneira simples Al: se houver apenas um ponto de
tangéncia Al o circulo ndo é méaximo. Se existirem dois pontos de tangéncia Al, o ponto p é do
tipo A1A1l e néo pode ser extremo, como vimos na subsecdo anterior. Da mesma forma, se o
ponto é do tipo A1A1A1 o ponto ndo pode ser extremo, pois ¢ um ponto de ramificacdo do eixo
medial. Portanto temos a seguinte proposicao

Proposicao 2.8. Os pontos extremos do eixo medial de uma figura 2D sao do tipo A3 (caso
genérico) ou A5 ou A7, etc. Ou A, caso o bordo da figura contenha um arco de circulo.

Ponto A3 Ponto A,

Figura 2.6.

O caso Ay € instavel e nao deveria ser esperado em geral. Mas, na pratica, é um caso
comum, e aparece naturalmente em dilatacoes e erosoes por discos.
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O caso A3 é o limite do caso A1A1, quando os dois pontos de tangéncia do bordo da figura
convergem para um Unico ponto. Temos uma tangente definida em p nesse caso, que aponta
para o ponto de méaximo da curvatura que originou o ponto p do eixo medial (figura 2.6).

2.2.2.4 Os pontos A1A1A1l

O caso A1A1A1 ocorre quando trés partes distintas do bordo da figura se chocam no mesmo
ponto. Equivalentemente, o circulo maximo que origina o ponto A1A1A1 tangencia o bordo em
trés pontos distintos.

Ponto A1A1A1

Figura 2.7.

Os pontos do eixo medial numa vizinhanga de um ponto A1A1A1 sdo todos do tipo A1Al.
De fato, trés ramos do eixo medial concorrem (ou se originam) de um ponto A1A1A1l. Podemos
ter também casos anédlogos A™1, n>3 onde n ramos do eixo medial se originam, mas esses casos
podem ser destruidos por uma pequena perturbacao na figura.

2.2.3 O Problema da Reconstrucao

A idéia de esqueleto pode ser usada para modelagem de figuras. Nesse caso partimos de um
suposto esqueleto m e desejamos obter a figura que tem como esqueleto precisamente o conjunto
m especificado. Este é o importante problema da reconstrucao da figura a partir do esqueleto.
Varias questoes se apresentam nesse problema: que informagoes adicionais, além do préprio tra-
cado geométrico do esqueleto, sao necessarias para a reconstrucao da figura? Essa reconstrucao
é sempre possivel? E unica?

No caso do eixo medial a infomagao extra necessaria para a reconstrucao é a funcao raio defi-
nida sobre o eixo. De fato é intuitivo que se em cada ponto p do eixo medial desenharmos um
disco com o raio igual a fungao raio definida em p teremos a figura original restaurada. Ou seja,
se m é o eixo medial e d é a fungao raio definida sobre m entao a figura original S é

s=J B((p).p)

pEM

onde B(r,z) é a bola aberta com centro em x e raio r.

Mas nao podemos desenhar um esqueleto m e associar uma funcdo raio d livremente e
esperar que o par (m, d) seja o MAT de alguma figura. Para que o problema da reconstrucdo
tenha solucdo é necessario que o par (m, d) satisfaca algumas restricbes. Se essas restrigGes
forem satisfeitas o problema da reconstrugao para o eixo medial tem uma tnica solugao.

Para obter as restrigdes vamos tentar resolver o problema da reconstrucdo e verificar quando
a solugdo nao pode ser alcancada. Ao invés de resolver da forma intuitiva com uma unido de
discos, vamos tentar resolver de uma forma mais analitica.
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Como as linhas integrais do campo gradiente sdo as retas, o problema da reconstrucao estara
resolvido se em cada ponto do eixo medial for possivel tracar as linhas integrais do gradiente da
funcado distancia que se chocaram para formar esse ponto. Se pudermos reconstruir cada linha
integral até o bordo da figura S sem que essas linhas se choquem antes de encontrar o bordo de
S entdo é claro que o eixo medial da figura reconstruida é o proprio eixo medial original. Basta
utilizar as linhas integrais reconstruidas para verificar essa igualdade.

2.2.3.1 A condigao de entropia

O problema da reconstrugdo fica entdo reduzido ao problema de achar as linhas integrais (ou as
linhas normais do bordo da figura). E a restricdo que se impoe globalmente é que essas linhas
integrais reconstruidas ndo se choquem antes de ser alcancado o bordo da figura. Este é um
ponto chave da reconstrucao do eixo medial: a funcdo distancia evolui a partir do bordo até a
ocorréncia de algum choque. Mas antes da ocorréncia do choque, a evolugao pode ser revertida
e podemos recuperar o trecho do bordo que evoluiu. Nenhuma informacao é perdida antes do
choque. Mas quando ocorre o choque a evolugao nao pode ser mais revertida e ocorre perda de
informa¢io. Esse condigdo é conhecida como condigdo de entropia (Sethian[38] e [41], por
exemplo). A nocgdo de entropia, de que a funcgdo distancia ndo pode ser revertida quando ocorre
um choque, serd fundamental para nossa definicdo de esqueleto afim.

2.2.3.2 Reconstrugao a partir de pontos A1A1

Como vimos na secdo 2.2.2.1 em um ponto regular p a derivada da func¢io raio na direcdo do
vetor 7 tangente ao eixo medial d,(p) = cosa, onde a é o angulo entre os vetores normais Nt e
N~. Entéo, para obter os vetores N* basta tomar o vetor tangente 7 e rotaciona-lo do angulo
+a. Os pontos z* do bordo da figura reconstruida serdo entio

st=pFd(p)-N*=
=pFd(p) -rot(a) 7=
COsS&x — Seno
seno COSx )

B . d-(p)  —V1=d(p) | _
"’”“”( &) d(p) )

Temos entado, para cada ponto regular, uma maneira de reconstruir os pontos do bordo corres-
pondentes (e as linhas integrais, se desejarmos) em funcio apenas da geometria do esqueleto e
da funcao raio e sua derivada. Essa equagdo de reconstrucao é bem conhecida e aparece por
exemplo em Teixeira[46], Ponce[33], Shaked[42] e Choi et. al.[9]. Para simplificar a notacdo
podemos reescrever essa equacao representando os vetores do plano como niimeros complexos e a
rotacdo rot(a) pelo produto por €*. A equagdo fica entdo

rt=pFd(p)-e* 7 (2.1)

Para podermos realizar essa reconstrugdo usamos que d,(p) = cosa e, portanto, |d,(p)| < 1. Essa
desigualdade era mesmo de se esperar em todos os pontos do eixo medial e ndo s6 nos pontos
regulares, ja que a funcdo distdncia, de cuja funcdo raio é uma restricdo, é continua, lipschit-
ziana com constante 1. Mas podemos descrever melhor essa desigualdade para cada tipo de
ponto do eixo medial.

=pFd(p)- =

Proposigao 2.9. Equac¢ao de validade do eizo medial I - seja (m, d) o MAT de uma figura S C
R%. Dado wm ponto p € m seja T um vetor unitdrio tangente a m em p. Entio |d;(p)|<1. Sep
é wm ponto extremo do eizo medial que ndo seja do tipo A, entio |d;(p)| =1. No caso A
pode acontecer ou a tgualdade ou a desigualdade estrita. Nos demais pontos, ndao extremos,
temos sempre |d-(p)| < 1.

Demostragao. De fato ja tinhamos obtido que d,(p) = cosa o que prova a desigualdade
|d-(p)] < 1. Como 2a é o dngulo com que as frentes de propagagao se chocam s6 teremos a =0
(cosa = 1) quando o choque for proveniente de um tnico ponto - ou, melhor dizendo, no caso
limite de dois pontos distintos do bordo que convergem a um ponto. Mas esse caso s6 ocorre
quando o ponto é extremidade do eixo medial, tipo A3 (genericamente) ou An, com n impar >
3. O



2.2 PROPRIEDADES DO E1xo MEDIAL, INVERTIBILIDADE E EQUAGOES DE VALIDADE 17

Para o caso de pontos regulares resta ainda analisar o que significa a restricdo de duas linhas
integrais nao se chocarem antes de alcancar o bordo localmente. Dois pontos distintos p e q do
eixo medial terao suas linhas integrais produzindo um choque se existir uma solucao 0 < s <1 da
equacdo (estaremos por enquanto olhando apenas o lado "esquerdo" do eixo medial - ver figura
2.8)

p+s-(xt(p)—p)=q+t-(z7(q) — q)

choque daslinhasintegrais

p q

Figura 2.8.

Usando a regra de Cramer podemos descrever a solucdo da equacao para s, dependente de p
e q, por
[p—4q,q9—2"(q)]
p—at(p), ¢ —zT(q)]
onde [u, v] é o determinante da matriz cujas colunas sdo u e v. Como estamos no caso 2D
podemos usar a férmula para z*(p) obtida em 2.2.3.2

s(p,q) = [

rt=pFd(p)-e-r
para simplificar a notacdo. A solucgdo para s fica

[p—q,d(q) €9 -7(q)]
[d(p) - e*) - 7(p),d(q) - (D - 7(q)]

Para que p e q sejam pontos "validos" do eixo medial devemos ter s(p, ¢) > 1 ou s(p, q) <0 para
todos os pontos regulares p e g, pois queremos o choque das linhas integrais nao pode ocorrer
antes que se chegue ao bordo. Vamos analisar o que isso implica localmente. Quando ¢ — p,
temos (numa aproximacio de primeira ordem, que sera suficiente) ¢ = p + h - 7 onde h — 0 .
Entao

s(p,q) =

. p-g=—hT ,
d(q)- €@ -1(q) > d(p)- P - 7(p) + h- D, (d(p) - e*®) - (p))

O parametro s(p, p+dp) fica entdo

Bl (p),d(p) - - 7(p) + h-De(d(p) - - 7(0))] | 5,
h-[d(p) - ™D -7 (p), D-(d(p) - ") - 7(p))]
—[r(p),d(p) - P - 7(p)]
[d(p) - ") - 7(p), D (d(p) - €"*P) - 7(p))]

s(p,p+dp)=—

_)
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Expandindo a derivada D, (d(p) - €!*P) - 7(p)) temos
D, (d(p) -e*®) . 7(p)) =d.(p) - **®) - 7(p) + d(p) -i - r - P - 7(p) + d(p) - €'P) - ()

Fazendo as contas, lembrando que [u,v] é a area do paralelogramo formado porue v, e 7, =1i-
keixo " T
—d(p) - sina — sina

d(p)2 ) (a‘r + keixo) N d(p) . (a‘r + keixo)

Em termos da geometria do eixo medial e da funcao distancia no ponto p

—V1-d2 1-d2

s— =

—dr
d- (ﬁ + keixo) d(dTT - keixo “V 1- d?—)

S—

As opgdo s < 0 ndo pode ocorrer pois significaria que |d;| > 1 que sabemos viola a restrigao I.
Temos entdo que exigir que s > 1 e, portanto, ficamos com a seguinte equagdo de validade

1—d2
= >1=
d(d‘rr_keixo' Vl_d'iz') i

=>1_d3'>d(drr_keixo' V]-_d72')=>
l_dz_d'd‘l’r?_d'keixo' V]-_d?—

Olhando agora para o lado "direito" do eixo medial, ou seja, construindo as linhas integrais
que vao do ponto p e q aos pontos £~ (p) e 7 (q) e fazendo as contas analogas chegamos & res-
trigao

1-d —d-dpr 2 +d-keixo- V1 - &2

Resumindo temos a proposicao

Proposigao 2.10. Equacdo de validade do eizo medial II - seja (m, d) o MAT de uma figura
S C R2. Dado um ponto regular p € m seja T o vetor unitdrio tangente a m em p. Entdo 1 —

dz—d'de |keix0|'d' V 1_d12'



Capitulo 3
Esqueletos Afins

Uma das propriedades atraentes do eixo medial, é ser invariante! por transformacées euclidi-
anas. Em uma série de artigos Giblin e Sapiro ([30], [31] e [4]) descreveram dois esqueletos que
também capturam simetria de figuras, mas possuem uma propriedade a mais - os esqueletos que
eles propuseram sdo invariantes por transformagoes afins. Pouco depois, Giblin, Sapiro e Tanen-
baumm e Betelu [37] propuseram ainda um terceiro esqueleto afim, este com a propriedade adi-
cional de ser robusto a ruidos.

Para apresentar os esqueletos que Giblin e Sapiro introduziram, é conveniente apresentar
antes a parametrizacdo afim. Do mesmo modo que existe um esquema para parametrizar uma
curva suave que é invariante por transformacoes euclidianas - a parametrizagao por comprimento
de arco - existe também um esquema para parametrizar curvas que é invariante por transforma-
¢oes afins.

Mais detalhes sobre geometria diferencial afim e sobre a distdncia afim, descrita mais a
frente, podem ser encontrados em Blashke[6], Izumiya[19] e Nomizu[25].

3.1 Parametrizacao afim

O grupo das transformacdes afins consiste nas transformacoes invertiveis A: R? — IR? composta,
por uma transformacao linear e uma translacido. As transformacoes afins cuja parte linear tenha
determinante igual a 1 sdo chamadas de equi-afins As transformacoes afins gerais, cujo determi-
nante nao é obrigatoriamente igual a um, podem ser obtidas das transformagGes equi-afins com-
pondo-as com transformacgoes de semelhanca. Vamos nos restringir as aplicagdes equi-afins que
por simplicidade chamaremos apenas de afins.

Considere uma curva simples, convexa suave I' C R2. O esquema para parametrizar esta
curva para que a parametrizacao seja invariante afim pode ser visto como uma maneira de cami-
nhar sobre a curva com velocidade Cs(s) - s é o pardmetro - de modo que os triangulos for-
mados entre Cy(s) e a aceleragio Cgs(s) tenham sempre a mesma area. Como as transformagGes
(equi-)afins preservam area, esta maneira de "andar sobre a curva", é invariante por transforma-
¢oes afins.

Explicitamente queremos uma parametrizacdo C(s) de I' tal que [Cs, Css] = 1 em todos os
pontos da curva. A notagdo [u, v] significa o determinante da matriz formada pelos vetores u e
v, ou seja, [u, v] é a componente z do produto interno u X v. A operagio [u, v] calcula, por-
tanto, a area (com sinal) do paralelogramo formado por u e v.

Suponha que a curva C esteja, inicialmente, parametrizada por p, o comprimento de arco.
Entdo |Cp| =1 e |Cpp| = k, onde k é a curvatura. Se reparametrizarmos para s, a parametri-
zagao afim, teremos

Cs= Cp *Ps
C’ss = C'pp ) (ps)2 + Cp " Pss

1. O adjetivo correto seria covariante, ji que o eixo medial muda quando a forma S sofre uma transformacao
euclidiana. O que ocorre & que o eixo medial "muda junto". E o conhecido caso em que o diagrama comuta.
Mas como a palavra "invariante" j4 estd razoavelmente estabelecida na literatura, vamos adoté-la.

19
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Como a area entre a tangente e a sua derivada é igual a um,

[Cs,Css) =1
= [C, - ps, Cpp- (Ps)? + Cp-pss] =1
= [C,, * Ds, Cpp : (Ps)Z] + [Cp-ps,Cp-pss] =1
épg'[cpacpp]:k'pg' [T, N1=1

:>ps:k_§

1
onde 7 e N sdo os vetores unitarios tangente e normal. Portanto, Cs = k™ 8 - T (chamada tan-
gente afim), e a velocidade com que devemos andar sobre a curva para obter a parametrizagao
1

afim é k™ 3.
Chamamos Cy de normal afim, onde s & o pardmetro afim. A expressdo para a normal afim
em termos "euclidianos" é

1,_58 1
Cssz_gk 8 'kp'T+k3 N
A parametrizacdo afim guarda véarias analogias interessantes com a parametriza¢do por compri-
mento de arco. Podemos citar

e derivando a expressio [Cs, Css] = 1, obtemos [Cs, Csss] = 0, ou seja, Cs e Cgss 880 coline-
ares. Portanto existe um valor pu(s) tal que Cys + p- Cs =0. Esse numero p é chamado
de curvatura afim no ponto C(s) e é o invariante afim diferencial mais simples. A funcao
u(s) define a curva unicamente a menos de transformagoes afins

e A curvatura afim de uma conica é constante.

e Se a curva estd parametrizada pelo pardmetro afim, entdo o ponto

Css(s)
p=C(s)+—+~
AT
é chamado de centro da curvatura afim e é o centro de uma conica que tem contato de
ordem pelo menos 5 em C(s).

Sapiro e Tannembaum, em [36] e [35], partiram da parametrizacdo afim para definir o movi-
mento por curvatura afim e o espaco de escala morfolégico afim-invariante. A expressdao do
movimento por curvatura euclidiano é por C;=Cp, (=k-N) , onde p é o comprimento de arco e
N é a normal unitaria. No movimento afim a expressao é C; = Cgs, onde s é o parametro afim.
A evolugio afim expressa na parametrizacdo por comprimento de arco fica C; = k'/3 - N. Nesses
artigos sao mostradas varias propriedades analogas entre a evolugao afim e a evolugao por curva-
tura euclidiana, como: curvas simples nunca geram choques ou auto-intersecoes, sempre evoluem
para curvas convexas e convergem para pontos elipticos.

Passemos agora aos esqueletos invariantes por transformagoes afins.

3.2 Os esqueletos afins de Giblin e Sapiro

3.2.1 Distancia afim

A distancia afim foi usada por Giblin e Sapiro ([30], [31]) com o intuito de obter um analogo
afim para o eixo de simetria. Também podem ser encontradas descri¢bes da distancia afim com
0 mesmo propoésito em Giblin, Sapiro e Tanenbaumm[4] e Holtom [18].

A distancia afim nao é definida entre dois pontos do plano como no caso da distancia eucli-
diana, mas sim entre um ponto do plano e um ponto da curva.

Definicao 3.1. Distdncia afim
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Seja C(s) uma curva parametrizada fechada, e simples, onde s é o parametro afim e seja p
um ponto do plano. A distancia entre o ponto p e um ponto C(s) da curva é dada por

d(p,s) =[Cs(s),p—C(5)]

ou seja, é a area do paralelogramo formado pelos vetores p — C(s) e a tangente afim Cj(s).

® P
d(P,s)/2

P-C(s)

C(s)

CS
Figura 3.1.

Se o trago de C(s) for uma curva I' convexa, podemos definir a distancia entre o ponto p e a
curva I' como a minima distancia entre p e todos os pontos da curva

d(p,T') =inf d(p, s)

E facil mostrar que a distancia afim definida dessa maneira é, como esperado, invariante por
transformagGes afins. De fato a medida de distancia se baseia em &areas, que sdo preservadas por
transformacoes (equi-)afins.

Dado um ponto p do interior da figura definida por T, considere o ponto C(s) de I' que rea-
liza a menor distancia afim de p & curva I'. A reta normal & curva (no sentido afim) em C/(s)
passa por p. A verificacdo desse fato é simples - se s é tal que

d(p,C(s)) = inf d(p,)

entdo ds(p, C(s)) =0= [Cs(s), p — C(s)] =0, ou seja, p — C(s) é colinear ao vetor normal afim
Css(s).

A distancia afim & curva I' vale zero em um ponto da curva C(s) e cresce linearmente ao
longo das normais afins, em perfeita analogia com o caso euclidiano, onde a distancia a curva
cresce linearmente na direcao da normal & curva.

Note que quando I' ndo é convexo a definicdo da distancia d(p, I') ndo é tdo simples. Nesse
caso podemos ter o ponto p exatamente sobre uma tangente que comega em C(s). Nesse caso,
terfamos d(p, C(s)) = 0. Teremos também casos onde d(p, C(s)) < 0 e, portanto, d(p, C(s)) =
infy d(p, s) <0, o que faz pensar se realmente o nome "distancia" é apropriado (ver figura 3.2).
Uma tentativa de salvar a situacdo seria definir usar o médulo da distincia, mas isso nao resolve
a estranheza da situacdo, pois ainda teremos pontos intuitivamente "longes" de T" mas com dis-
tancia igual a zero.

No capitulo 4, proporemos um modo de estender a distincia afim para curvas ndo convexas.
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d(P,s) <0

d(P.9 >0

Figura 3.2.

3.2.2 Esqueleto afim I - ADSS e ADS

De posse da distancia afim, Giblin e Sapiro definiram o conjunto de simetria afim, ADSS -
Affine Distance Symmetry Set.

Definicao 3.2. ADSS - Affine Distance Symetry Set e ADS - Affine Distance Skeleton

O ADSS ¢ o (fecho do) conjunto dos pontos p que possuem dois minimos (locais) da fungio
distancia, C(s1) e C(sz2), em I' - é o anélogo do conjunto de simetria (symetry set) para o caso
afim. Se ambos os minimos forem globais teremos o analogo do eixo medial, que é entao cha-
mado de conjunto ADS - Affine Distance Skeleton. Claro que o esqueleto ADS é um subcon-
junto do conjunto de simetria ADSS.

Vérias propriedades interessantes e analogias com o eixo medial e o conjunto de simetria
euclidiano foram reveladas por Giblin, Sapiro e Holtom nos artigos citados. Podemos destacar:

e O ADSS é o lugar dos choques das retas normais afins.

e Se p é um ponto do ADSS (ADS) e C(s1) e C(s2) sdo os dois pontos de I' correspon-
dentes entdo existem pelo menos duas conicas tangentes & I', uma em C(s1) e a outra em
C(s2), com centro em p, e mesma curvatura afim y. A ordem de contato é pelo menos 4.

e Nos pontos ¢ terminais do ADSS (ADS) - o bordo do conjunto de simetria - existe uma
conica com centro em g que é tangente a curva I' com tangéncia de ordem 6 e, portanto,
a curva I' tem a mesma curvatura afim p que a conica no ponto de tangéncia. O ponto
de tangéncia C(s) é um vértice afim, um ponto de méaximo da curvatura afim de T

3.2.3 Esqueleto Afim II - AESS

Giblin e Sapiro sugeriram também um outro conjunto de simetria, distinto do ADSS e inspirado
por uma analogia diferente com o eixo de simetria euclidiano. Este conjunto foi batizado de
AESS - Affine Envelop Symetry Set - cuja defini¢do é

Definicao 3.3. AESS - Affine Envelop Symetry Set
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Dada uma figura .S com bordo I'; o AESS de S, é o (fecho do) lugar geométrico dos centros
das conicas que tangenciam a curva I' em pelo menos dois lugares distintos com contato de
ordem 3 pelo menos - isto significa que a curva I' e a cénica tem mesma curvatura nos pontos de
tangéncia. Ou, equivalentemente, as tangentes afim da curva I' e da coOnica sao iguais nos
pontos de contato. Uma distin¢do entre o AESS e o ADSS descrito anteriormente é que no
AESS exigimos que a mesma conica tangencie dois pontos distintos da curva com tangéncia de
ordem 3. No ADSS exigimos que os pontos da curva sejam tangentes a duas cOnicas possivel-
mente distintas, mas com curvaturas afins iguais e mesmo centro. E as coénicas, no caso do
ADSS, devem tangenciar a curva com tangéncia de ordem pelo menos 4.

Note que defini¢bes equivalentes do ADSS e do AESS para o caso euclidiano resultam no
mesmo objeto - o eixo de simetria.

O termo "Envelop" vem de uma definicao alternativa para este conjunto. Considere a
seguinte aplicacao M:I' x I' = D, onde D é o plano dual - cada ponto de D representa uma reta:
para cada par de pontos p e ¢ de I', M(p, q) é a reta que passa pela intersecdo das tangentes a
I' em p e g e pelo ponto médio de p e q. Para que a aplicacao seja bem definida em todos os
ponts e suave, temos que definir M (p, p) como a reta suporte da normal afim. Temos entdo que
o envelope a dois parametros da familia de retas a dois parametros M(p, q) € o AESS unido
"evoluta afim".

Uma propriedade atraente do AESS é que ele captura a "simetria afim", no seguinte sentido:
se dois pontos C(s1) e C(s3) da curva I' geram um ponto do AESS, isto &, se existe uma coOnica
tangente & I' nesses dois pontos com contato de ordem 3, pelo menos, entao existe uma "reflexao
afim" entre esses dois pontos onde o eixo de reflexdo é a tangente ao AESS. Essa "reflexao
afim" é o equivalente afim da reflexdo euclidiana e leva a tangente afim que passa em C(s;) na
tangente afim de C(sq) (ver figura 3.3). Entdo, se um trecho do AESS é retilineo, significa que
existe uma reflexao afim entre pontos "a direita" e "a esquerda" desse segmento, que é o eixo de
reflexdo. Essa captura da simetria afim é a correlata da captura da simetria pelo eixo medial e
eixo de simetria no caso euclidiano. O ADSS n&o possui essa propriedade.

\C(Sl)

C4sl)
Figura 3.3.

3.2.4 Esqueleto Afim IIT - AASS
3.2.4.1 ADS e sensibilidade a ruidos

O esqueleto ADS (e os conjuntos de simetria afins ADSS e AESS) é computado com informagoes
locais da curva I' de ordem 2, ou seja, precisamos ter uma boa aproximacao da curva até
segunda ordem (curvatura) em cada ponto. Isso torna o esqueleto sensivel a ruidos de discreti-
zagdo ou de aquisicdo da curva I'. Essa dificuldade para o calculo computacional é claramente
indesejavel em aplicagoes praticas.
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3.2.4.2 Distancia Afim Robusta

Em um artigo de 1998, Moisan[23] sugeriu um operador sobre curvas planas que chamou de
erosdo afim. Sua motivagdo era obter um método numérico consistente para a evolugao por
curvatura afim, ou seja, um método para "simplificar", ou "reduzir os ruidos" de uma curva.
Por ser baseado em é&reas, a erosdo afim tem a propriedade, como o nome indica, de ser afim
invariante.

Inspirados no operador de Moisan, Giblin, Sapiro, Tannembaum e Betelu[37] criaram uma
nova distdncia afim e seu respectivo esqueleto. O grande atrativo nessa nova definicdo é a
robustez da distancia e do esqueleto em relagao a ruidos na curva.

Definigao 3.4. Distdncia afim II (robusta)

Assim como a distancia afim, a distancia afim robusta é definida entre um ponto p do plano
e um ponto da curva.

Seja I' uma curva simples e fechada parametrizada por C: I — IR? e seja p um ponto do
interior da figura S limitada por I'. Dado um valor s para o parametro, trace a corda que passa
por p e C(s). A corda intersecta a curva em um outro ponto C'(t). A distancia entre o ponto p
e o ponto C(s) da curva é dada pela &area limitada entre o trecho da curva C([s, t]) (ou C([¢, s]),
caso este trecho seja menor) e a corda que passa por C(s), p e C(¢).

corda passando por
C(s)ep

C(t)

d(p,C(s)) = area

Figura 3.4.

Se a curva I' for convexa, podemos definir a distancia entre um ponto p e I' como a menor
distancia entre p e todos os pontos de I'

d(p,T) =inf d(p,C(s))
Com a distancia definida, o esqueleto e o conjunto de simetria tem sua definicdo natural.

Definicao 3.5. AASS e AAS - Affine Area Symetry Set e Affine Area Skeleton
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0O AASS de uma curva T € o (fecho do) cojuntos dos pontos p da regigo S limitada por T
cuja distancia d(p, C(s)) assume um valor minimo local em pelo menos dois pontos distintos de
T, ou seja, existem dois pontos C1 e Cy de T distintos tal que d(p, C1) = d(p, C3) e essa dis-
tdncia é minima localmente. O AAS é o subconjunto de AASS onde é exigido que o ponto p
seja um minimo global.

Algumas fatos sobre a distancia afim e os conjuntos AASS e AAS merecem ser destacados.
Detalhes podem ser encontrados em Giblin[37] e em Holtom[18] .

e A distancia afim d(p, C(s)) pode ndo estar bem definida para alguns pares de pontos (p,
C(s)), caso a curva ndo seja convexa. Fixado um ponto p, a funcdo s — d(p, C(s)) pode
apresentar descontinuidades e até mesmo nao ser definida em alguns intervalos - veja
figura 3.5.

C(t)

c(t”)

C(s)

Figura 3.5. A distancia d(p, C(s)) est4 bem definida - a corda que parte de C(s) e passa por p alcanca o
ponto C(s’). A distancia d(p,C(t)) ndo estd bem definida.

e Dado um ponto especifico de T, digamos C(sp), um ponto p s6 podera ser um ponto cri-
tico da fungdo p — d(p, C(so)) se p for o ponto médio da corda que passa por C(sg) € p.
Por isso podemos obter a curva de nivel ¢ da fun¢do p — d(p, T') marcando os pontos
médios das cordas de I' que limitam uma regido de area t. Um ponto do esqueleto AAS é
o ponto médio de duas cordas distintas e, portanto, é o centro de um paralelogramo que
tem vértices em I'.

e O AAS também pode ser visto como os pontos de choque da evolugdo I'(¢), onde para
cada ¢ a curva I'(¢) é a curva de nivel da fungido p— d(p,T"). Essa evolugio é chamada de
erosdo afim em Sapiro, Giblin et al.[37] (e também em Moisan[23], mas as defini¢Ges
diferem no tratamento dado a curvas ndo convexas).

e A distancia afim robusta, o AASS e o AAS sdo, como era de se esperar, invariantes por
transformagoes afins e robustos a ruidos. A intuicdo é que a medida de distancia consi-
dera informagGes de uma grande area da curva, limitada pela corda em questdo. E, por-
tanto, podemos esperar que os ruidos presentes nesse trecho da curva, na média, se can-
celem.

e A distancia afim robusta nao estd bem definida para o exterior de uma curva convexa.
Por isso ndo podemos definir um esqueleto externo, desejavel por exemplo em figuras que
apresentem mais de uma componente conexa - uma desvantagem para aplicagoes préticas.
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3.3 Calculo computacional dos esqueletos afins

A obtencdo do esqueleto de uma figura I' por métodos computacionais é fundamental nao s6
com vistas para aplicacOes préticas mas também para lancar luz sobre aspectos tedricos dos
esqueletos. Como ressaltamos anteriormente, os conjuntos de simetria ADSS e AESS e o esque-
leto ADS sao sensiveis a ruidos o que limita o calculo computacional de curvas I' quaisquer -
como as adquiridas por extracao de contornos de um objeto numa imagem.

Nesta secdo faremos a suposicdo de que a temos uma parametrizacdo que aproxima I' com
boa precisao, embora isso nem sempre possa ser obtido na pratica.

3.3.1 O pré-esqueleto

Em [30] e [31] Giblin e Sapiro estabelecem as condi¢bes para que dois pontos da curva I' gerem
um ponto do esqueleto, tanto no caso do ADSS quanto no caso do AESS. Usando essas condi-
¢Oes eles estabelecem os pares de pontos "geradores" do esqueleto - esses pares sdo chamados de
pré-esqueletos. Com o pré-esqueleto sdo entdo calculados os pontos do esqueleto gerados por
cada par.

3.3.1.1 Pré-ADSS Se a curva I' é parametrizada por C: I — R2?, a condicdo para que dois
pontos C(s1) e C(s2) sejam do pré-ADSS é

[C(s1) — C(82), Css(51) — Css(s52)] =0

onde s é a parametrizagdo afim. Note que é necessario computar a derivada segunda com res-
peito a parametrizacao afim o que demanda a derivada terceira de uma parametrizacdo qual-
quer, como o comprimento de arco. O ponto do ADSS gerado pelo par C(s1) e C(s2) € a inter-
secdo das normais afim Cg(s1) e Css(s2). Com o ADSS gerado podemos entdo computar o
esqueleto ADS, verificando os pontos onde os minimos em s; e so sdo globais.

3.3.1.2 Pré-AESS Se a curva I' é parametrizada por C: I — R?, a condicido para que dois
pontos C(s1) e C(s2) sejam do pré-AESS é

[C(s1) = C(s2), Cs(s1) + Cs(s2)] =0

onde s é a parametrizacdo afim. Neste caso é necessario computar a primeira derivada com
relacdo a parametrizagdo afim, ou seja, é preciso computar até a segunda derivada com relagao a
uma parametrizagdo qualquer. O centro da conica que passa por C(s1) e C(s2), ou seja, o
ponto do AESS gerado pode ser encontrado computando-se a conica que passa por C(s1) e
C(s2) e tem tangentes Cs(s1) e Cs(s2). A titulo de completude, a equagao de (p, g), centro da
conica, é (Holtom[18]):
1 [C(s1) = C(s2), Ca(s)][Ci(s1), Cs(2)]

0= (Clon+ 0t + G = T e Cen - o)

3.3.2 Calculo Explicito da Distancia

Em [37] Giblin e Sapiro et al propuseram um método para calcular o AASS e 0 AAS e em [4] os
mesmos autores sugeriram uma adaptacgido deste método para calcular o ADSS e o ADS.

A idéia do método é calcular a distancia de cada ponto p da area de interesse(num grid, por
exemplo) a todos os pontos da curva I'. Deve ser entdo verificada a exiténcia de "choques" em
cada ponto p: se existirem dois pontos da curva I' com a mesma distancia ao ponto p, e se essa
distancia € um minimo local, entdo p deve ser "marcado" como pertencente ao eixo de simetria
afim (AASS ou ADSS). Se o minimo é global, deve ser marcado como pertencente ao esqueleto
(AAS ou ADS).

A complexidade desse algoritmo depende do tamanho do grid e da discretizagao da curva T.
Se o grid tem tamanho N e a curva tem O(NI/Q) pontos, entao a complexidade do método é
O(N 3/ %), pois para cada ponto do grid temos que percorrer todos os pontos da curva I'. Para
acelerar o método, é sugerido o uso de um grid ndo muito refinado, e a posicao final dos pontos
do esqueleto pode ser aprimorada num refinamento posterior. Detalhes podem ser encontrados
nos artigos citados, [37] e [4].
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3.4 Reconstrucao e validade dos esqueletos afins

Um problema natural que se apresenta para cada esqueleto é o da reconstrugao da curva I' a
partir de um esqueleto ou conjunto de simetria dado (eixo medial, ADSS, ADS, AESS, AASS ou
AAS). Que informacGes extras devemos ter para reconstruir a curva I' a partir do seu esque-
leto? Note que o "tamanho" da informacdo que devemos esperar € menor do que 4 ntmeros
reais por ponto do esqueleto, j4 que com quatro ntmeros reais (dois pares) podemos dizer explic-
tamente quais os pares de pontos do bordo que geraram o ponto do esqueleto. Quanto mais
informagbes sobre o esqueleto, mais devemos esperar que o "tamanho" da informagdo necessaria
seja reduzido.

Como vimos na se¢do 2.2.3, a informacgdo extra necessaria no caso do eixo medial é a fungao
raio, que é a distancia do ponto ao bordo. Apenas um numero real por ponto do esqueleto é
necessario. No caso do ADS Holtom [18] mostrou que dois nimeros reais por ponto sdo sufici-
entes para a reconstrucdo. No entanto a informacao que Holtom utiliza para a reconstrucdo da
curva I', além da prépria geometria do ADS, é justamente os pontos de um dos trechos da curva
I' que gerou esse segmento do ADS. Até onde sabemos, a reconstrucdo a partir do AESS, AASS
e AAS ainda nao foi abordada.

Inteiramente relacionado ao problema anterior é a questdo da "validade" do esqueleto, que
mencionamos na secao 2.2.3 no caso do eixo medial. Dado um segmento de curva de um
suposto esqueleto e as informacgOes extras necessarias para a reconstrucao da curva I' a partir do
esqueleto, podemos de alguma maneira "testar" se o segmento e as informagbes sdo mesmo do
esqueleto suposto, pelo menos localmente? Esse problema nao foi abordado para os esqueletos
afins.

3.5 Consideracoes sobre o esqueletos afins e questoes em
aberto

Os esqueletos afins sdo objetos mateméaticos que s6 recentemente comecaram a ser estudados.
Ainda ha muitas questdes a serem abordadas sobre os esqueletos afins. As belas analogias com o
caso euclidiano (e as também as diferencas) fazem crescer o interesse por esses objetos. Além
disso, a invariancia afim é, naturalmente, um atrativo a mais para aplica¢Oes praticas.

Uma caracteristica do eixo medial, comumente lamentada, é a sua sensibilidade a ruidos,
embora existam propostas para lidar com esse problema. No caso dos equivalentes afins ADSS,
ADS e AESS, essa sensibilidade é amplificada, pois as definicbes desses objetos se apoiam nas
tangentes afins, o que significa derivadas de segunda ordem. Propostas anilogas as do eixo
medial ainda ndo foram desenvolvidas. Neste contexto, o AASS e o AAS, baseados na distancia
afim robusta, ganham forte apelo até mesmo se comparados com o eixo medial.

A reconstrucido da curva original a partir do esqueleto e a "validade" do esqueleto também
foram pouco abordadas até o presente momento. Apenas em Holtom[18] encontramos uma
abordagem para o problema da reconstrugdo para o ADSS e para o AESS. Ainda assim a per-
gunta feita por Giblin e Sapiro[31] permanece: apenas um subconjunto do eixo de simetria
euclidiano é suficiente para a reconstrucdo de toda a curva I' que o originou. E precisamente o
eixo medial. No caso dos eixos de simetria afins, ADSS, AESS e AASS podemos também des-
tacar um subconjunto que seja suficiente para representar/reconstruir a curva I'?  Os candidatos
naturais, por analogia com o eixo medial, sdo: o ADS como subconjunto do ADSS e o AAS
como subconjunto do AASS. Esses sdo realmente bons candidatos? No caso do AESS néo
temos nem um candidato natural, pois sua definicdo nao se baseia em "distancias".

O calculo computacional dos esqueletos afins também merece atencao especial. O célculo
explicito da distancia afim (e da distancia afim robusta), com complexidade O(n%/?), pode ainda
ser caro, ainda mais se tivermos em vista a extensdo para figuras em R3. A baixa complexidade
do célculo da distancia euclidiana alimenta esperancas de que um algoritmo mais eficiente possa
ser desenvolvido nos casos afins.
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Outra direcdo natural de pesquisa é a extensdo dos "objetos" afins para outras dimensoes,
em particular para dimensdo 3. Uma extensdo para o AAS em dimensdo 3 foi desenvolvida por
Betelu, Sapiro e Tannembaum em [3], onde o algoritmo para o calculo da distancia afim robusta
de dimensao 2 também é estendido. Mas esse algoritmo se mostra ainda mais caro em dimensao
3, com uma complexidade de ordem de n%/3.

Uma questdo fundamental é a caracterizacdo das "distancias" que estamos tratando por
equacoes diferenciais parciais. Sabemos que a distancia euclidiana pode ser caracterizada como
a solug¢do da equacdo Eikonal (apéndice A.1.3). Essa caracterizagdo tem sido de grande impor-
tancia tedrica e também abriu a possibilidade para o uso de ferramentas numeéricas de EDP no
calculo computacional. Como exemplos podemos destacar os métodos "level set" para equagdes
de Hamilton-Jacobi de Osher e Sethian [29], o método "Fast Martching" de Sethian([39], [40] e
[41]), e o eixo medial capturado como "Hamilton-Jacobi Skeleton" de Tannenmbaum e Zucker et
al [45], entre tantos.

Giblin e Sapiro, quando introduziram os esqueletos afins, indagaram justamente sobre a exis-
téncia de equagOes anédlogas & Eikonal para os casos afins, com esperanca de que tais equacoes
pudessem ter um papel tao util como o da Eikonal no caso euclidiano. Nas conclustes do artigo
[4], onde tratam do ADSS, escreveram: "This still leaves the question of trying to show the exis-
tence (or non-existence) of a differential equation the set of quenching points define the affine
skeleton in the sens of the Eikonal equation in the Euclidean case. The solution of this problem
at least theoretically would help to futher complete the comparison between the affine and
Euclidean cases."

Em [37], onde tratam do AASS, Giblin e Sapiro também enumeram a possibilidade de se
obter uma equagao analoga a Eikonal como um importante problema em aberto.

Nos proximos capitulos vamos procurar dar uma contribuicdo nesse sentido no caso do ADSS
e do esqueleto afim ADS. Vamos caracterizar tanto a distancia euclidiana quanto a distancia
afim como solugdes de uma equacao diferencial parcial; vamos apontar algumas conseqiiéncias
dessa caracterizagdo; e vamos sugerir um método numérico para calcular a distancia (e o esque-
leto) inspirado na equagdo diferencial obtida.

No capitulo 7 mostraremos alguns resultados obtidos no sentido de caracterizar também a
distancia afim robusta (do AASS) por meio de uma EDP.



Capitulo 4

Distancias Regradas

4.1 Motivacgao

A funcao distancia de uma figura S com bordo I' define tanto a figura e o bordo implicitamente
-S={zeR?/f(z) >0} el ={z € R?/f(z) =0}. A funcio distancia &, portanto, uma maneira
de representar figuras (ou curvas, se olharmos para o bordo). A representacdo da figura pela
funcao distancia define também o eixo medial da figura - sdo os pontos singulares da funcao.

Por analogia com fungdo distancia e o eixo medial podemos tragar um esquema geral para
definir um esqueleto genérico:

1. primeiro descrevemos o bordo da figura como a curva de nivel zero de uma funcio por
algum processo bem definido. Ou seja, "implicitizamos" o bordo através de um esquema
especifico.

2. Uma vez tendo a descricdo do bordo implicitamente através de uma fung¢do, procuramos
por pontos notaveis dessa funcao - tipicamente as singularidades. Esses pontos formarao
o esqueleto.

O primeiro passo é o fundamental - construir uma fungdo que defina o bordo da figura implici-
tamente. O esquema para efetuar tal implicitizagdo deve ser bem posto, ou seja, deve ser
sempre possivel efetuar a implicitizagdo proposta das curvas que sao de nosso interesse. No caso
do eixo medial esse processo é, de fato, bem posto: a funcao que implicitiza o bordo é a fungao
distancia ao bordo, solugéo por viscosidade da Eikonal (apéndice A.1.3.).

O esqueleto afim ADS de figuras convezas descritos por Giblin e Sapiro apresentado em 3.2.2
também se inclui nesta categoria de esqueletos. A implicitizacdo do bordo da figura é feita
através da distancia afim, bem definida.

4.2 Implicitizacao por retas

O passo de implicitizacao da curva nos dois casos - eixo medial e esqueleto afim ADS - tém uma
caracteristica comum: a fungdo que define a curva implicitamente cresce linearmente ao longo de
retas.

e Caso euclidiano: a fungao distancia é linear ao longo das retas normais da curva.
e Caso afim: a funcado distancia é linear ao longo das normais afim da curva.

Os graficos de tais fung¢oes sao, nos dois casos, superficies regradas.

No caso euclidiano acontece porém um fato notavel: as retas normais & curva inicial - curva
de nivel zero da funcdo distancia - sdo também normais a todas as outras curvas de nivel da
funcao distancia euclidiana. Portanto se estamos em uma determinada curva de nivel da funcao
distancia, mesmo que nao seja a curva de nivel zero, podemos prosseguir com a propagacao da
funcao distancia desde que se caminhe sempre com velocidade igual a um na dire¢do da normal.

29
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Ou seja, temos a equagao de valor inicial - a Eikonal - que define a a evolugdo das curvas de
nivel da fun¢do distancia:

C;=1-N
C(t=0)=T

onde I' é a curva inicial. A equacdo Eikonal acima, ou melhor, sua formulacdo em termos de
uma EDP de valor estacionario

{ IVd||=1
d-1(0)=T

sugeriu um método numérico eficiente para o célculo da distancia, o "Fast Marching" de Sethian
[41].

No caso afim nao ocorre o fato notavel do caso euclidiano - as normais afim da curva original
nao sao preservadas pela propagacao - e as demais curvas de nivel tém, em geral, normais afim
distintas. Como ja foi dito anteriormente, Giblin e Sapiro[4] indagaram se haveria uma equacéo
analoga a Eikonal para descrever a funcao distancia afim. Tal equagao seria desejavel nao sé
para acrescentar conhecimento teérico sobre a distancia afim mas também para, possivelmente,
sugerir um método numérico para seu calculo.

Vamos analisar o esquema geral para implicitizar uma curva por uma funcao linear ao longo
de retas. Como enfatizamos acima, o esquema deve ser bem posto. O que deve ser exigido
para que um esquema desse tipo seja bem posto? Podemos dar uma descri¢ao geral de todos os
"bons" esquemas para implicitizar uma curva por uma funcao cujo grafico seja uma superficie
regrada?

Considere uma funcdo f definida em um domfnio § C R? cujo grifico é uma superficie
regrada. Suponha ainda que f defina I'; o bordo de S, implicitamente - I é a curva de nivel zero
de f. Seja c(s) uma parametrizacdo de I' (vamos assumir por enquanto que I' =985 é uma curva
simples fechada e suficientemente regular). Sobre a curva I' definimos um campo de vetores w
que indicard a diregdo onde f é linear. Em cada ponto c¢(s), w(s) serd um vetor cuja diregao
aponta para onde f cresce linearmente, e o médulo de w(s) é o inverso do crescimento de f
nessa direcao.

Estamos assumindo que a f € positiva no interior de S, o que implica que os vetores w(s)
apontam para o interior de S. A funcdo f em um ponto x € S pode entdo ser descrita como

F(@) = f(c(s) +t-w(s) =t
A

Vf(x)

Vi(c(9))

Figura 4.1.
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onde x=c+t-w. Claro que f implicitiza a curva I'=05.

Derivando em relagao aos parametros s e t:
fi(z)=Df(z) - w=1 fi(z)=Di(z)-(cs+tws)=0

Com as primeiras derivadas - f; e fs; - podemos mostrar quando um esquema de implicitizagao
que gere funcdes lineares ao longo de retas pode nao ser "bom". Se desejamos que o esquema
seja bem posto os vetores w nao podem ser escolhidos arbitrariamente.

A restricdo que os vetores w devem obedecer é que w nao pode ser escrito como combinagao
linear do vetor tangente c¢s e de sua derivada ws. No caso caso 2D isso significa que w; tem que
ser colinear ao vetor tangente cs;. A restricio pode ser expressa por ws = A(S) - ¢5, onde A(s) é
um escalar.

De fato, suponha que w nao obedeca a restricdo ws = A - ¢s, Ou seja, que w PoSsSa Ser expresso
como combinacao linear de ws e c¢;

w=a-c;+b-ws

Vamos supor por que a # 0. Entfo, fazendo ¢t = b/a nas expressoes de f; e fs, chegamos a con-
clusao que

1=Df(z)-w=(1/a) -Df(z) - (a-cs+b-ws) =0

Essa impossibilidade ocorre quando ¢ = b/a, muito embora para valores de ¢ entre zero e b/a o
esquema de implicitizagdo esteja, a principio, bem definido. O que ocorre é que o gradiente
teria que crescer ilimitadamente para atender simultaneamente f;=1 e fs =0 préximo a t=b/a.

Note que tal esquema de implicitizagdo nao pode resultar em uma fungdo bem definida pois
apenas com as informacoes locais de primeira ordem - tangente da curva e derivada das direcoes
w - a fungdo "explodiria" em t = b/a, em contraste com a implicitizacdo pela funcdo distancia
euclidiana, por exemplo, onde a fungao é bem definida e cresce linearmente até a ocorréncia de
um choque.

Mostramos a seguir um exemplo onde nao conseguimos implicitizar o ciculo de raio 2 por que
o esquema de implicitizagao fere a restricao ws = A cs.

Exemplo 4.1. Tentativa de implicitizar o circulo pelo hiperboléide

Seja T’ o circulo de raio 1 com centro na origem parametrizado por c¢(s) = (cos(s), sin(s)).
Seja o campo de vetores w definido por w(s) =cs(s) —c(s) =T + N, onde N e T sdo os vetores
unitarios tangente e normal. Entdo w; =N — 7. Se f for definida ao longo das retas ¢+t - w
por f(c(s)+t-w(s))=t, teremos Df-w=Df- (T +N)=1eDf-(cs+t-ws) =Df- (T -(1—1¢) +
N -t)=0, ou seja

(VI (T+N)) =1
(VF,(T-(1+t)+N-1))=0

Ambas as condic¢Oes s6 podem ser satisfeitas se (Vf, T) = w;—l Portanto, quando t = % o
gradiente de f ndo esta definido e ndo podemos prosseguir com o esquema de implicitizacao para
t>1/2. O grafico de f para t <1/2 é o grafico do hiperbol6ide de revolugdo. A implicitizagao
nao pode prosseguir justamente no lugar onde o hiperbolbide - que é uma superficie regrada -
deixa de ser o grafico de uma funcado (veja figura 4.2)



32 Distancias Regradas

Figura 4.2.

A principio podemos ter tambémsa escolha w = b - ws em um intervalo I do parametro s.
Nesse caso teriamos w(s) = w(O)ef0 b(t)dt, para todo s no intervalo I, ou seja, os vetores de
direcao da propagagao apontariam todos na mesma direcao. Embora esse caso possa levar a
implicitizagbes por retas, nao vamos estudar tais casos. Para que a implicitizacao seja boa,
resta apenas campos de vetores que obedecam a condicao wg = A cs.

A condigdo ws = A ¢ reduz bastante a escolha do campo de vetores w mas é necessaria para
que nao tenhamos o problema descrito no exemplo, onde o esquema de implicitizagao nao tem
como prosseguir (em t=b/a) - a implicitizagdo ndo seria, entdo, "boa". Por isso vamos assumir
que o campo de vetores tem a propriedade

W= ACg

que é uma propriedade puramente geométrica, i.e. independe da parametrizacao escolhida.
Reescrevendo as equacgdes das derivadas de f e usando wg=Ac; obtemos:

fi(z)=Df(z) w=1
fs(x)=0+t-A)Di(z)-cs=0=Df(z) - ¢;=0

Como estamos supondo que o campo de diregoes aponta na direcdo do interior de S, os vetores
w e cs sao linearmente independentes. Mas entao as equagOes acima mostram que dado um
parametro s o gradiente é sempre o mesmo ao longo da reta que suporta w(s) (pelo menos antes
do choque com alguma outra reta). Pois ao longo dessa reta o gradiente é sempre ortogonal a c;
e, além disso, Df(z) -w=1.
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Essa é uma propriedade notavel e que podemos resumir assim: a funcio regrada gerada por
um bom esquema de implicitizagdo "transporta" o gradiente ao longo de suas retas.

Vamos olhar agora para as segundas derivadas:
fu(z)=D?f(z) - w*=0
fos(@) = (L+tX)2- D2 f() - (c5)2 + (1 + t \)DE(2) - (cs5) =0
fis(z) = fue(@) = (L +1-A) D* f(2) - (w,cs) =0

Com essas expressoes podemos descrever a matriz hessiana de f na base w e c,:

0 0
e [ D@ D@ e Y[ O
DI <D2f(w)-(w,cs) D21(2)- e ) 0 T

Nessa base podemos verificar imediatamente que w é um auto-vetor de D?f associado ao auto-
valor zero. Temos portanto, em todos os pontos,

det(D2 f(z)) =0

Essa equacao fornece um significado geométrico em termos da curvatura do grafico da funcao.
Dada uma funcdo f(z,y), a curvatura gaussiana do grafico (z, y, f(z, y)) é dada pela expressdo
ko = det(D?2f) )

1+ 72+ 13
pontos. Isso significa entdo que o grafico de f é mais do que uma superficie regrada, mas uma
superficie "desenvolvivel" (developable) (ver em do Carmo[13]).

Portanto a curvatura gaussiana do grafico da fungdo f é nula em todos os

Resumindo, encontramos trés propriedades fundamentais de uma fungio regrada gerada por
um método bem posto de implicitizagao:

1. O campo de vetores w(s) ndo pode ser escolhido de forma arbitraria, mas tem que obe-
decer & condicao ws; = Ac¢y , ou seja, sua derivada em s tem que ser tangente ao bordo em
S.

2. O gradiente é constante ao longo das retas que formam a funcao gerada.

3. O determinante da hessiana é zero em todos os pontos regulares. Em cada ponto, o auto-
vetor associado ao auto-valor nulo da hessiana é o vetor w, que aponta na direcao de cres-
cimento constante.

As propriedades acima sdo equivalentes. Dada uma funcdo f cujo grafico é uma superficie
regrada, caso f possua uma das trés propriedades acima entdo possui também as outras duas.

Podemos dar a este esquema geral uma interpretagdo dinémica: cada ponto ¢(s) da curva T’
evolui no tempo com velocidade constante igual a w(s). O valor de f(x) sera entdo o tempo
que a curva I' leva para alcancar o ponto x.

Se ao invés das velocidades w de cada ponto sobre a curva I' tivermos o gradiente da fungao
f sobre T'; as equagbes Vf - w =1 e ws = A - ¢s nos permitem deduzir os vetores w. De fato,
suponha que w = a(s) - u + b(s) - v, onde u(s) é tangente e v(s) é a normal que aponta para
dentro de I' no ponto ¢(s) (s é comprimento de arco de I'). Entdo Vf - -w=1= b(s) = ﬁ.
Derivando, ws=(as —k-b)-u+(a-k+bs) -v , onde k é a curvatura em c(s). Entdo ws=X-c;=
(a-k+b)=0=a= _kbs. Ou seja, se a derivada na direcdo da normal f, for dada em cada
ponto ¢(s) de T', onde s é o comprimento de arco, o ponto evolui com velocidade constante igual
a w dada por

— b,
k

“u+b-v (4.1)

w=
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onde b(s) =1/ fy(c(s)). Isso mostra que apesar de w ter que obedecer & severa restri¢io Df -
wg = 0, podemos ndo nos preocupar em definir w precisamente sobre I', mas sim em definir f,
sobre I'. A defini¢do de f, ndo é tdo restritiva. Até onde vimos, precisamos apenas que b(s) =
1/ fu(c(s)) seja diferenciavel e que a curvatura de k ndo se anule em nenhum ponto de I'. E
mesmo estas restricbes podem ser contornadas para tratar casos onde I' nao é estritamente con-
vexo ou possui "bicos", como veremos adiante.

4.2.1 Curvatura das curvas de nivel

Com as contas que realizamos podemos medir a curvatura das curvas de nivel com respeito a
curvatura da curva original I' no ponto equivalente.
Como sabemos a curvatura da curva de nivel de f que passa pelo ponto  pode ser expressa

por k(z) = — ’}‘“, onde u e v sdo os usuais vetores tangente e normais a curva de nivel, respecti-
L0 .. N Df- css ~
vamente, orientados positivamente (apéndice *) . Mas D?f(z) - (cs)2 = — m, pela equacao.

Como temos liberdade para escolher a parametrizagdo, vamos supor que s seja o comprimento
de arco. Entao a equacao acima se traduz para

ko

S )

(4.2)

onde kg é a curvatura de I' no ponto p que "originou" o ponto . No caso da distancia eucli-

diana, A = <cs, css> = — ko e a curvatura evolui de acordo com k(z) = U—IJ:W . No caso da

distancia afim, A = — uop, a curvatura afim (como veremos mais & frente). A curvatura entao
. k

eVOhll por k(.’lf) = m .

4.3 Equacao das distancias regradas

Se desejamos entdo implicitizar uma curva I'; de modo que o gréfico da fungdo obtida seja uma
superficie regrada, devemos procurar func¢oes que satisfacam a equacao

det(D?f)=0
IV f(z)||= folx)=h(z) sexeT
f7H0)=T

ao menos nos pontos regulares. Esta equagao é a generalizacao da equagao Eikonal que leva a
funcao distancia euclidiana. Chamaremos as solucoes dessa equagao de distincias regradas.

Temos liberdade para escolher a funcgdo h(z) = f,(z) no bordo e, como veremos nos exem-
plos, tomando f,(z) = 1, constante, teremos novamente a equacdo Eikonal e f sera a distancia
euclidiana. Se f,(z) = k()™ /3, teremos a distancia afim.

Equagtes desse tipo - det(D?f(z)) = F(z) - sdo conhecidas como equagdes de Monge-
Ampére. Aparecem em problemas de geometria diferencial, calculo variacional e em varias areas
de matemaética aplicada (veja por exemplo Caffarelli[8] e Gutiérrez[17]).

No nosso caso a equagdo de Monge-Ampére é a mais simples, homogénea. Quando I' é uma
curva convexa a equacao de Monge-Ampére pode ser abordada por viscosidade (Gutiérrez[17]),
mas no caso de I' ndo ser convexa a abordagem por viscosidade é prejudicada pois nao conse-
guimos obter um funcional E(z, f(z), Df(z), D?f(x)) que satisfagca a condicdo de elipticidade
exigida para o tratamento apropriado por viscosidade.

4.3.1 Existéncia e Unicidade

Claro que para podermos tratar corretamente as solu¢bes da equagdo teremos que lidar com os
choques que certamente ocorrerdao. E que, alids, é exatamente o fendmeno em que estamos inte-
ressados! Podemos, no entanto, discutir a existéncia e unicidade das solugdes no sentido classico
antes da ocorréncia dos choques.
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Considere um trecho da curva I', com curvatura nao nula, como no desenho da figura. Vamos
supor que f, =||V f|| no bordo também n&o se anule.

Com os dados iniciais da equagdo diferencial o campo de autovetores w(s) associados ao
autovalor nulo da hessiana de f em cada ponto do bordo ¢(s) fica determinado. Explicitamente,

w= L(7ff‘”, 1), ja que que V f(z) -w=1 e Hf(z) - w = 0. Mas no bordo temos todos os valores

fo
necessarios para determinar w:

— fu(s) é dada nas condigoes no bordo da equagao.
— fuu(s) € obtida por fuu(s)=—k(s)/fu(s) , que também obtemos das condi¢des no bordo.

— fuv(8) € obtida por (f,(s))s = ((v, V(s)))s = Hf(cs, v) + {cs, V f(8)) = Hf(cs, v) = fuv($),
que também s6 depende das condicoes do bordo.

Com os vetores w(s) no bordo temos a existéncia de solugdo para a equagdo diferencial, que é,
como vimos anteriormente, f(c+1t-w)=1t. A existéncia é garantida numa "faixa" coberta pelos
multiplos dos vetores w(s) e onde ndo ocorram "choques" entre os vetores w.

Quanto a unicidade, vamos supor a existéncia de uma outra solugdo g definida nessa faixa,
de classe C2. Fixemos um ponto p em I'. Os vetores unitarios p(z) do niicleo da hessiana de g
em cada ponto x da faixa formam um campo de vetores continuo. Podemos entdo tomar uma
curva 7(t) que parte de p em ¢t =0 e em cada ponto da curva tem sua tangente igual a p(7y(t))
naquele ponto, como mostrado na figura 4.3. O parametro ¢ da curva ~(t) assim definida é o
comprimento de arco. Com essa construcao podemos fazer as seguintes conclusoes:

2

— E imediato que o gradiente de g ao longo da curva v é constante, pois se V(t) =
V f(~(t)), entao Vy(t) = D*g-~'(¢) =0.

— A curva ¥(t) tem que ser uma reta, ndo podendo ocorrer a curvatura que estd represen-
tada no desenho. De fato, suponha que em algum ponto (¢p) a curvatura de - seja nao
nula, ou seja, v"(tp) #0. Como V; =0, entdo Viy=D3g- (7'(to), v'(to)) + D%g- " (to) = 0.
Se fizemos o produto interno (Vit, 7" (to)) teremos entdo a igualdade

D3g-(7'(to), 7'(to), 7" (to)) + D?g - (v"(to), 7" (t0)) =0

Podemos associar o sistema de coordenadas ortonormais p, ¢ em ~y(tp), onde p é o auto-
vetor da hessiana de g associado ao zero e q é o autovetor normal a p. A igualdade
acima fica entao

k'gppq"'kz'gqqzo

onde k é a curvatura de v em #.

Vamos assumir que gqq # 0, ou seja, a hessiana néo é nula. Nesse sistemas de coorde-
nadas a equagdo det(Hg) = 0 fica gppgqq — ggq = 0. Derivando com relagdo & ¢ ficamos
com gppqYaq + IppIpaq — 29paadpq = 0. Mas no ponto y(tp) p e g sdo os autovetores da
hessiana e, portanto, gpp = gpq = 0. Logo, gppq = 0. Entao, voltando & expressao de Vi;
ficamos com

k- gppqt+ k% gqq=k*  ggqq=0=>k=0

Ou seja, os autovetores de D2g formam retas na faixa.

(observacdo: a hipétese gqq = 0 nao limita o argumento da unicidade. Pois se gqq =10
em um aberto, teriamos que a hessiana seria nula nesse aberto e, portanto, a funcdo g
seria uma funcdo linear nesse aberto, completamente determinado pelo gradiente. Caso
gqq Se anule apenas em um ponto isolado y(tp) o autovetor escolhido nesse ponto tera que
ser o que satisfaz a continuidade do campo de autovetores e assim ainda teremos que a
curvatura nesse ponto da curva y(¢) também é nula.)

— A funcao g é, portanto, linear ao longo das retas suporte dos autovetores. De fato, defina
h(t) = g(v(t)), onde v(t) é a reta construida acima. Entdo h'(t) = Dg - v'(t) e h"(t) =
D%g - (v'(t), v'(t)) + Dg - v"(t) = 0. Temos entdo que h"(t) = 0 para todo t na faixa e
h(0) =0, ou seja, h(t) é linear.
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— Temos entdo que os autovetores de g formam retas e que g ¢é linear ao longo dessas retas,
exatamente como a solucao conhecida f. Mais ainda, as condigOes iniciais garantem que
os gradientes e os autovetores no bordo de f e g sdo os mesmos. Portanto as fung¢des sao
idénticas.

Resumindo temos o seguinte teorema

Teorema 4.2. A equagd¢ico homogénea de Monge-Ampére det(D?f) =0 com condigdes iniciais
IV f(@)|l = fo(x) =h(z) sez e T

{ fHo=r

solugdo numa vizinhanga de T' (antes da ocorréncia de "choques”). A solugio é da forma

fle(s) +t-w(s)) =t, onde c(s) é uma parametrizacio de T', e w(s) é um campo de vetores defi-

nidos sobre T', definido pelas condigbes de contorno da equagao.

, onde T' € uma curva simples e suave, tem wuma unica

c(9)

Figura 4.3.

4.3.2 Choques

Nos choques nao temos derivada no sentido classico e precisamos de uma teoria que que dé um
sentido & equacao ali e nos permita lidar corretamente com os choques. No caso da distancia
euclidiana a teoria usada para lidar com os choques é a celebrada teoria da viscosidade, introdu-
zida por Crandall e Lions[11], no inicio dos anos 80. A teoria da viscosidade tem literatura
abundante e nao é dificil encontrarmos notas introdutérias em textos sobre equacoes diferenciais
parciais e aplicagbes. Vamos citar apenas o artigo "A user guide to viscosity solutions..." de
Crandal e Lions [10] pois é considerado uma referéncia solida e acessivel & teoria.

Mas, como ja foi dito, a tentativa de aplicar a teoria viscosidade para a equagcao de Monge-
Ampére homogénea quando a curva I' ndo é convexa esbarra na dificuldade de se expressar a
equacdo Det(D?f) =0 na forma E(z, f,Df, D2f) =0, onde E é degenerado eliptico. A aplicagao
ou adaptacao de uma teoria que nos permita lidar corretamente com os choques ainda precisa
ser obtida.

A nocgao que deve dar suporte para o tratamento dos choques é a de entropia. A solugdo da
equacao fora dos choques, onde as derivadas no sentido classico fazem sentido, é reversivel: se
tivermos o valor da func¢io e do gradiente numa vizinhanga de um ponto x, podemos "retroceder
no tempo" até o ponto da curva que o "originou" x. Podemos dizer que ndo ha perda de infor-
macio durante a evolucdo, antes dos choques. E exatamente nos choques que ha a perda de
informagdo. Depois da ocorréncia de um choque alguma informacao é perdida e ndo é mais pos-
sivel retroceder no tempo e recuperar com exatidao as trajetérias que se chocaram.

A estratégia que vamos adotar para tratar os choques é a seguinte: faremos os pontos da
curva I' evoluirem no tempo de acordo com a equacao diferencial até que as trajetoérias de dois
pontos se encontrem - é o ponto de choque. Nesse ponto a evolugdo das trajetérias cessam. O
choque é o ponto onde a informacgdo ainda permite uma evolugdo "para tras" no tempo. Uma
evolucgao além deste ponto destruiria informacao.



4.3 EQUAGAO DAS DISTANCIAS REGRADAS 37

Note que o esqueleto definido como o lugar dos choques desta maneira € distinto da defini¢do
usual do eixo medial e do ADS. A defini¢do usual é que o esqueleto é o lugar dos choques cuja
distancia nestes pontos é um minimo global. Ambas as defini¢oes coincidem no caso do eixo
medial euclidiano, mas ndo no caso do esqueleto afim ADS, quando a curva I" ndo é convexa. A
nossa defini¢do de esqueleto afim difere, portanto, da definicdo dada por Giblin e Sapiro, embora
também seja apoiada na mesma distancia afim. Voltaremos a este ponto mais a frente quando o
assunto for especificamente o esqueleto ADS.

4.3.3 Pontos regulares da funcao e reversibilidade

Em um ponto regular da funcio - onde D?f existe e é continua - a evolucdo das curvas de nivel
pode ser revertida, ou seja, podemos reconstruir o ponto de I' que originou o ponto regular. De
fato, nenhuma informacao é perdida durante a evolucdo, até a ocorréncia de choques. Embora
essa evolucdo "de volta no tempo" seja intuitiva, vamos mostrar como podemos procedé-la.
Essa discussao sera util quando tratarmos do problema da reconstrucao a partir esqueletos.

Seja f seja solucao da equacao

det(D?f)=0
IVf(@)||= fo(z) =h(z) sex €T
fH0)=T

Seja x um ponto regular pertencente ao interior de S. Com as informagoes locais de f na vizi-
nhanca de z, ou seja, suas derivadas até segunda ordem, podemos encontrar o ponto p € I' que o
originou e ainda as propriedades locais de I' na vizinhanca de p até primeira ordem. De fato,
basta encontrar o vetor velocidade w com que o ponto z vinha evoluindo e voltar "para tras"
(figura 4.4). Mas o vetor w é facil de se obter pois ele é um autovetor da hessiana associado ao
autovalor zero. Além disso, sua norma é tal que o produto V f-w=1. Se usarmos o sistema de
coordenadas u e v (tangente e normal & curva de nivel em z, respectivamente) o vetor w sera
entao

]- - fuv
w=— ,1
AT
O ponto p seré, portanto,
p(z)=- f(z) w

e os vetores tangente e normal de I' no ponto p serao exatamente os mesmos da curva de nivel
que passa por x, pois o gradiente é transportado ao longo das curvas caracteristicas.

A reconstrugdo de um trecho do bordo a partir de um ponto z com informagcGes contidas
apenas em uma curva v: [ — €, ] = S, 7(0) = = é de interesse na reconstrugido do bordo pelo
esqueleto - onde a curva -y descrevera justamente os pontos sobre o esqueleto.

Primeiramente deve-se observar que apenas a geometria da curva y evidentemente ndo é sufi-
ciente para reconstruir o bordo. No caso da distancia euclidiana precisamos também de uma
informacdo extra que é o valor da funcdo nos pontos da curva, que é a fungdo raio, d(s) =
f(v(s)). No caso especifico da distancia euclidiana essa informagdo é suficiente. Mas no caso
geral de uma soluc@o da equacao det(D?f) =0, apenas a geometria da curva e o valor da funcao
d(s) = f(v(s)) nédo sdo suficientes para evoluir o ponto x "para tras no tempo". Por exemplo,
um trecho de uma elipse sera a curva de nivel originada por uma elipse semelhante e maior, no
caso da distancia afim, e por uma curva completamente diferente no caso da distancia eucli-
diana.

Mas se acrescentarmos também a informacao do valor da derivada na dire¢do da normal, ou
seja, m(s) =|V f(v(s))|, poderemos reconstruir o trecho do bordo que originou o ponto (0) = z.
Teriamos entdo a equacgao diferencial

det(D2f)=0
IV f(v(s))ll =m(s)
f(y(s)) =d(s)

que é exatamente a mesma equagao das distancias regradas mas com os outros valores iniciais.
Pela unicidade das solugoes, o bordo I' poderia ser reconstruido dessa maneira.
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Vamos calcular a expressao explicita do ponto p do bordo que da origem ao ponto = ao evo-
luir segundo det(D?f) = 0, dado que temos apenas as informagdes sobre uma curva 7y que passa

por z, d(s) = f(v(s)) e m(s) = |V f(v(s))|. Vamos assumir que 7 estd parametrizada por com-
primento de arco.

n vf
Y
a
X\ T
W \Y%i
p /r
Figura 4.4.

Derivando d(s), temos
ds=Vf-vs=m-cosa
Seja T = 75 o vetor tangente & curva vy e i o vetor normal, como mostrado na figura 4.4.
Chamando e =d, =m - cosa, e de posse de m podemos calcular € =V f - n =vm? — e? =m -sina.
Note que existem duas possibilidades para €, que sdo é =+ vVm? — e?, dependendo dos sentidos

dos vetores Vf e 1. No que se segue vamos assumir que & = vm? —a%. A anilise para o caso
negativo é inteiramente analoga.

A expressdo de € ja exibe a primeira restricdo de validade: m? —e? >0, ou
d? < m? (4.3)

No caso euclidiano, m =1 e obtemos novamente a restricdo conhecida |d,| < 1.
Com e e € podemos determinar os vetores gradientes de f sobre a curva y(s)

V(s)=Vf(y(s))=e-T+e-n

Com o gradiente podemos entdo achar os autovetores w(s)

w(s)= T Vs__

(V7 R- Vs)
onde R é a rotacdo de /2. De fato essa é a expressdo para os autovetores que estamos procu-
rando pois w deve satisfazer as equagdes (V,w) =1 e Hf - w = 0. Mas como Vs = Hf - 7, (derivada
do gradiente), entdo Hf - w =0 = (w, Vi) = 0. A expressdo acima de w satisfaz a ambas equa-
coes.

Para determinar o ponto p temos entdo que partir do ponto 7(s) e retroceder na diregdo de -

w(s)
p="(s) —d(s) - w(s)

Observe que a parametrizacdo da curva « gera, desse modo, uma parametrizagdo da curva I.
Derivando essa parametrizagiao p(s) podemos encontrar a curvatura de I' em p como fungdo do
de d e modulo do gradiente m sobre « (e suas derivadas). Caso a curvatura e m estejam relacio-
nados (como é o caso da distncia afim, onde m = k=13 no bordo) entdo m ndo é arbitrario e
deve ser a solucao de uma equacao diferencial, como mostraremos abaixo.
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Para obter a expressao explicita da curvatura, suponha que r é a parametrizacao por compri-
mento de arco da curva I'. Entao, derivando p =y — d - w encontramos a expressao para a tan-
gente de T’

Ps=prs =T —dsw —dws
Como V=m-N, onde N é normal & curva I', entdo V;=msN —mkTr,, onde T é a tangente &
curva I' (ou seja Ny= — kTrs). Como T =— R- N, R é a rotagdo de m/2, podemos reescrever

Vi=msN + krs R-V. Portanto ry = — VR V)

- Derivando a expressao da tangente obtemos a
expressao da normal

Dss = Drr('s)? + Prrss = k~7) — dssw — 2ds ws — d wss
onde k é a curvatura de (s). Como (p,, V)=0,(w,V)=1e (w,,V) =0 ficamos com

V,R-V, .
(e VY2 =hm- (VDo £ v) i dwes, V)
V,R-Vi)*  ~_
%:k‘e —dss—d(wss,V)
Finalmente, como (ws, V') =0 = (wg, V') = — (ws, V) e como (ws, Vi) = % , ficamos com
a seguinte equacao ' ’
(V.R-Vs)* - (Ve, R-Vis)
m3-k =ke dss+d(V,R-Vs> (4.4)

que é uma equacao diferencial em m, pois V(s)=e-7+é&-n=m-ds-7 ++/m?>—d2n. A
equagao obtida expandido V,V;, Vi e € em termos de m e d, tem uma expressdo muito desajei-
tada! Pode ser interessante manipular essa expressdao para que ela fique mais tratavel, ao
menos nos casos de nosso interesse, como a distancia afim. Uma expressdo mais conveniente
desta equacao é um ponto a ser explorado no problema da reconstrucao a partir dos esqueletos.

4.4 Outras Formulacoes

4.4.1 Evolucgao da curva parametrizada com velocidade normal

Como vimos, a evolucdo da curva I' pode ser vista como a evolugdo de cada ponto ¢(s) da curva
segundo uma velocidade w(s) constante. Ou seja, temos uma familia de curvas é(s, t), onde
cada ponto dessa familia é dado por é(s,t) =c(s) +t-w(s) e, portanto, é(s,t) =w(s).

E interessante encontrar uma reparametrizacdo nas curvas que formam essa familia de modo
que cada ponto evolua ndo na direcdo w, mas na direcdo da normal as curvas da familia. Claro
que cada ponto da curva nao ir4 entao se mover em uma linha reta - a velocidade de propagacao
de cada ponto nao serd constante. Mas o que importa é que a evolucao da curva I' , em termos
globais, seja a mesma.

Suponha entdo que temos uma familia de curvas (s, t), onde cada curva (., t) é a curva de
nivel ¢ da funcdo distancia regrada f. Além disso, ; € sempre normal & curva.

f(v(s,t) =t em=m-N
Vfonde m(s,t) é a velocidade de propagagio do ponto, e N'(s,t) é o vetor normal & curva N =

v
| flVarnos achar as expressoes para a velocidade m e sua derivada m;. Derivando f(v(s,t)) =t
temos
<vfa ’Yt) =1
D*f-(7)* +(Vf, %) =0
D2f(7ta 78) + <Vfa ’yts> =0
Yt =me- N +m- Ny

Ms=ms- N +m- N
Mas N; e N podem ser obtidos por,

Derivando v;=m - N
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N=m-Vf
Ni=my-Vf+m-D?*f -
Ns=ms'vf+m'D2f"7s
Note que (V,N)=1= (N;,N)=0e (N;,N'})=0. Do mesmo modo, se 7 (s,t) é tangente &
curva 7y(s,t) também ocorre que (7, 7)=0¢e (75, 7)=0. Logo,
Ne=m-D*f-(w,T) T
No=m-D*f- (7, T)-T

w=m¢ N+m2-D2f - (74, T)-T
'Yts:mS'N+m2'D2f'(%aT) T

Temos liberdade para escolher o pardmetro s da curva (s, t) em um tempo ¢ fixo. Escolhe-
remos, por simplicidade, que o parametro s da curva (s, t) é o comprimento de arco.

Vamos também escolher o sistema de coordenadas conveniente u, v, vetores tangentes e nor-
mais & curva no ponto (s, t), que estamos analisando. Nesse sistema de coordenadas u="T, v =
N, y=m-vey;=u (s éo comprimento de arco) e as expressoes das derivadas de f ficam

form=1

Assim,

m2'fvv+(U/ma')/tt>:0:>fvv:_%
m'fuv+<v/ma'7ts>:O:>fuv:_Z;

Se no ponto 7(s,t) o determinante da hessiana de f é H, entdo
fuu' fvv_ fEVZH
— 4 2
mt—(H'm +ms)/k
onde usamos que nas coordenadas u e v fyy = — k- fy = — k/m, k é curvatura da curva no
ponto em questao. Como estamos interessados no caso onde f é uma distancia regrada, H=0 e
a equagao de evolucao da velocidade é

_ms

my =
k
Podemos finalmente descrever a evolugdo da curva I' quando os pontos se movem sempre na
direcdo da normal. A evolugdo da curva I’ pode ser descrita através das equagOes acopladas

Ye=m:- N
m2 (4.5)
k

my =

com condigoes iniciais

7(s,0)=T(s)
m(s,0) =b(s)

Essas equagbes nos permitem tracar um esquema de evolucao do tipo "level set", que possibilita
o desenvolvimento de um algoritmo para a evolugao.
Em uma tnica equacao a evolugao de I' é
D 2 D
o D) D),

k 71
com condigoOes iniciais

7(s,0) =T(s)

7i(s,0) = b(s)

4.4.2 Evolucgao por "Level Set"

Vamos descrever a evolugao da curva I' ndo por uma familia de curvas parametrizadas, mas pela
abordagem "level set", utilizada por Osher e Sethian [29]. Teremos que fazer uma adaptagio
porque o esquema foi desenvolvido para equacgoes de evolugdo de primeira ordem em ¢. No
nosso caso, as equagoes sao de segunda ordem.



4.4 OuTrAS FORMULAGOES 41

Procedendo com a abordagem "level set", vamos descrever cada curva (., ) como a curva de
nivel de uma fungao que varia com o tempo. Mais precisamente, temos g: R? x [0, 00) — R tal
que

g(v(s,t),t)=0

para todo ¢ > 0. Se queremos que 7 evolua no tempo por velocidade constante, qual serd a
equacgao de evolucdo de g no tempo que devemos impor?

Precisamos também da evolugdo da velocidade na direcdo da normal. Considere entdo a
fungao M:R? x [0,00) = R tal que

M(y(s,t),t) =m(s,t)

Como temos as equagbes acopladas de 7 e my, podemos construir as equacdes de g; e M.
Entao, derivando g(7(s,t),t) =0 em relagdo a ¢

(Vg, %) +9=0=>g=—(Vg,m-N)
gt=1|Vg|-M

Derivando M com relagao a s e t,
(VM 1) + My=my

(VM vg) =ms
2
Mas, como vimos na se¢ao 4.4.1 , my = ";5. Além disso, 5 é o vetor ortogonal ao vetor Vg,

e podemos assumir que 7, é unitario, se tomarmos s como comprimento de arco. Juntando as
pegas, temos o seguinte esquema de evolugao por Level Set

g1(z) =|Vg(z)|- M(z)

My(w) = LT _ 7 (2) - (VM (), N (2))

onde N (z) = |g§§z§| , T(z)= ‘vag(éz)l e k(z) é a curvatura em z = (s, t), que pode ser com-

putada por k(z) =div(N).

E necessério dar os valores iniciais para a evolucio

9(7(s,0),0)=0
M(~(s,0),0) =b(s)

Note que devemos estender a velocidade inicial para os outros pontos do plano que nao per-
tencam a (s, 0). Essa extensdo pode, a principio, ser realizada de varios modos. Em
Sethian[41] ha uma discussdo de como pode ser realizada a extensio.

Sobre o “estofo” tedrico descrito acima é possivel entdo montar uma implementagdo da evo-

Ye=m" N
2

lucdo da curva segundo det(Hf) = 0 ou, equivalentemente, { m2 - A implementacdo real

t= "7

k
é um caminho natural a ser perseguido. No entanto preferimos nos voltar para a implementagao

baseada no método Fast Marching, também de Sethian. Os motivos para essa preferéncia nao
sao categoricos, mas o Fast Marching é, a principio, mais explicito quanto visualizacao dos cho-
ques (estamos interessados nos esqueletos!) e, principalmente, segue mais de perto os principios
de evolugao da curva e entropia.



Capitulo 5

Implementacgao “Fast Marching”

Neste capitulo descreveremos uma adaptagdo do algoritmo Fast Marching Method de Sethian
para a equagiao de Monge-Ampére homogénea det(D?f) = 0, com dados de contorno f(I') =0 e
|V f(z)| =h(z) quando z €. A implementacdo que realizamos produziu resultados muito bons,
como mostraremos adiante, quando a curva I' é convexa. No entanto devemos destacar que a
implementacdo apresenta problemas quando a curva I' ndo é convexa e o sinal da curvatura
varia bruscamente. Nos lugares onde a curva muda a convexidade o tratamento dos choques é
delicado, como veremos a seguir, e o tratamento implementado nao conseguiu capturar variacoes
bruscas na convexidade. O tratamento de choques gerados quando a curva é concava ainda pre-
cisa ser mais estudado.

5.1 Breve descricao do método Fast Marching de Sethian

O método Fast Marching de Sethian de Sethian é um método geral para obter a solugdo numé-
rica de equagdes de primeira ordem do tipo |V f(z)| = h(x), com condi¢do de bordo f(I') = 0.
Ou seja, em cada ponto z do dominio (que, por simplicidade, podemos pensar como sendo o
plano R?), temos um valor dado h(z) para a magnitude do gradiente de f. No caso da dis-
tancia euclidiana, por exemplo, h(z) = 1 em todos os pontos do plano. O Fast Marching tem
como resultado um valor numérico fij que aproxima o valor de f(zj;) em uma grade. O método
é bem eficiente, com complexidade O(N log(N)), onde N é o numero de pontos da grade.

A eficiéncia do método é devida a adocdo de uma idéia inspirada no algoritmo de Dijkstra
para determinar o caminho de menor custo entre vértices em um grafo. Outros autores também
se inspiraram em Dijkstra para obter algoritmos similares, como Tsitsiklis [48] e no Image Fores-
ting Transform de Falcao, Costa, Stolfi e Lotufo [14].

Como referéncia sobre o método, a teoria que o fundamenta e exemplos de aplicacoes
citamos o livro de Sethian [41], sobre os métodos Level Sets e Fast Marching.

Considere uma grade retangular, regular e uniforme em R%. Suponha que seja conhecido o
valor da fungdo em alguns pontos da grade (a condigdo do bordo estabelece valores em alguns
pontos da grade). Entdo podemos fazer uma estimativa do valor da fun¢do nos vizinhos imedi-
atos desses pontos conhecidos, através da discretizagdo da equacdo |V f(x)| = h(z). Explicita-
mente, suponha que ocorra a situacdo descrita na figura 5.1 onde os valores f(A) e f(B) sao
conhecidos e os valores f(X), f(C) e f(D) ainda nao sejam conhecidos.

@ C

® s> @ D
A

® s

Figura 5.1.
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A estimativa do valor de f(X) pode ser feita através das aproximagoes: D, f(X) ~ f(X) —
f(A) e D,f(X) =~ f(X) — f(B) (assumindo que o passo Az = Ay = 1). Mas sabemos que
IVf(X)|=h(X). Portanto, para achar f(X) temos que resolver a equacdo de segundo grau

(fa— fx)*+(f— fx)*=h(X)

Das duas solugdes possiveis dessa equagdo deve ser tomada a solugdo tal que fx > max (f4, fB),
pois pelo principio de causalidade, a funcao f tem que crescer com a evolucao da frente de pro-
pagacao.

Caso a equagao nao tenha nenhuma solucao real, significa que a propagacao partiu direta-
mente de um dos pontos A ou B e, portanto, f4 — fx = h(X) ou fp — fx = h(X). Devemos
escolher entao a solugao fx com menor valor, pelo principio de causalidade.

Caso sejam conhecidos os valores de mais do que dois vizinhos do ponto X, teremos mais de
uma estimativa f(X), uma para cada par de vizinhos conhecidos. O valor f(X) escolhido sera
entao o menor dos valores obtidos, pelo principio da causalidade. Esse caso ocorre quando X
esta proximo de um choque, pois cada par gera uma frente de propagagdo e, como temos mais
de um par, temos a ocorréncia de um choque dessas frentes nas imediagdes do ponto X (o
choque néo ocorre necessariamente sobre algum ponto da grade).

Uma vez estimado o valor f(X) para todos os vizinhos de todos os pontos conhecidos,
devemos escolher qual estimativa deve ter seu status elevado & condicdo de walor conhecido.
Mais uma vez o principio da causalidade diz que devemos tomar o ponto candidato X com
menor estimativa f(X) e passar a considerd-lo como um ponto com valor conhecido. Para efe-
tuar esta escolher com rapidez, usa-se um heap ou priority queue, dai a origem da complexidade
O(N log(N)).

Quando um ponto X passa ao status de valor conhecido a estimativa do valor de f em seus
vizinhos com valores ainda nao conhecidos deve ser calculada e colocada na priority queue.
Assim o valor de f vai se propagando para todos os pontos da grade.

A discretizagdo do gradiente descrita acima é de primeira ordem, mas discretizacoes de
ordem superior podem ser adotadas para aumentar a precisdo da estimativa f(X). No entanto
deve sempre ser lembrado que o esquema de discretizacao precisa ser “upwind”: ou seja, a propa-
gacao da informacgdo no esquema discreto deve respeitar o fluxo de propagacao da equagio.

Resumindo, o algoritmo é o seguinte:

Algoritmo FastMarching
estabelece valores iniciais % X da grade €I, entdo X <«0
para cada ponto X conhecido
calcule a estimativa dos vizinhos de X n8o conhecidos
coloque esses valores na priority queue
fim

enquanto a priority queue ndo estiver vazia
retire o elemento X de menor estimativa % pop na priority queue
X.status < ’conhecido’
calcule a estimativa dos vizinhos de X n&o conhecidos
coloque esses valores na priority queue
fim

5.2 Fast Marching para det(D?f) =0

O algoritmo adaptado para a equagdo de segunda ordem det(D?f) = 0 segue, em linhas gerais,
praticamente os mesmos passos do algoritmo FastMarching para a equagao |V f (m)| = h(z) des-
crito acima. As diferengas importantes estdo na aproximacao inicial dos valores da grade pro-
xima & curva I' e, principalmente, o modo de estimar o valor da funcdo em um ponto X que
tenha vizinhos conhecidos.
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O ponto chave do algoritmo é o calculo do valor f(X) quando sdo conhecidos os valores da
fungdo numa vizinhanga de X. Para isso poderiamos utilizar uma discretizagdo da hessiana
D?f(X) que envolvesse nio s6 os vizinhos imediatos de X mas também os vizinhos de segunda
ordem (vizinhos dos vizinhos). Claro que ndo podemos simplesmente achar uma méscara de
discretizacdo e aplica-la. A discretizacdo utilizada teria que se adaptar aos valores na vizi-
nhanca de X para considerar fluxo da informacgdo - a discretizagdo deve ser “upwind”. No
entanto, se soubermos também o gradiente nos vizinhos imediatos de X, podemos encontrar
uma discretizagido de D? f(X) sem que seja necessario consultar os vizinhos de segunda ordem.
A idéia é, portanto, propagar tanto o valor da funcdo f quanto o gradiente V f nos pontos da
grade simultaneamente. Note que se quisermos testar se f satisfaz det(D?f) = 0 podemos rea-
lizar o teste olhando apenas o campo de vetores V f, sem fazer referéncia direta aos valores de

f
O método que adotamos para calcular o valor f(X) e Vf(X) quando sdo conhecidos os
valores f(A), Vf(4), f(B) e V f(B) nos vizinhos A e B segue o seguinte esquema(figura 5.2):

VIA)

X
-
A

Va
0;/7.1
V(B) /
B

Figura 5.2.

Chamando V =V f(X), VA=V f(A) e Vg =V f(X) e H= D?f(X), uma aproximagio de
primeira ordem de V é
Va=V+H-h
VB:V+H-g

Onde h e g sdo os vetores X — A e X — B, que assumiremos linearmente independentes.
Com a equagdo det(H) =0 temos um sistema de 5 equagdes e cinco incognitas (duas de V' e
trés de H, pois assumimos que H é simétrica). A solugdo é facil de se obter

Va—-V=H-h

Ve _y—f.g = Va=V.Va=V)=H:(hg)

onde a notagdo (u, v) indica a matriz formada pelos vetores coluna u e v. Como det(H) = 0,
entdo det(V4 —V,Vp —V) =0, que s6 pode ocorrer caso V seja uma combinacdo convexa de V4
e Vg (ou uma média ponderada). Temos entdo que V=s-Va4+ (1 —s)-Vp, ouseja, V4 —V =
(1—5)(Va—Vp) e Vp—V =5(Vp—V4) como mostra a figura 5.2. Como H é simétrica entao (
g,Hh)=(h,Hg), ouseja, (9,Va—V)=(h,Vp—-V)=>(1—-5)-(g9,Va—VB)=5-(h,Ve—Vj4).
Podemos entdo achar s e, portanto, V. Chamando m = (g , V4 — V) e n = (h, Vg — V4), a
equagdo em s é (1 —s)-m=s-n. As expressoes para a “ponderacdo”’ s e para o gradiente V sao
m
S=
m+n

m n
V= <m+n)VA+ <m+n)VB
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Pode ocorrer que m +n=0. Neste caso m=—n e entdo (1—s)-m=—s-m. Portanto, m=
0 (e também n=0). Mas m=(g,Va—Vg) e n=(h,Vp —V4), e h e g sdo linearmente indep-
nedentes. O tnico modo de acontecer m +n =0 é, entdo, quando V4 — Vg =0, ou seja, V4= Vp.
Caso ocorra V4 = Vg temos duas alternativas: podemos considerar que estamos em uma
regiao “plana”, onde o gradiente ndo varia. Faremos entdao V =V, =Vp, a média entre os vetores
idénticos V4 e Vg. Ou podemos considerar que a propagacdo se da do ponto B ao ponto A,
transportando o gradiente na propagacdo. Isto significa que os pontos A e B nao devem influ-
enciar o ponto X, e devemos descartar o par A, B quando estivermos estimando o valor de X.

O calculo de H nao é necessario no prosseguimento do algoritmo, mas pode ser facilmente
obtido através de

H:(VA_VaVB_V)'(hag)_l

A ponderacdo s = mT_ contém muita informacdo importante. Além de permitir expressar o

n
vetor V' como uma média ponderada, também permite achar facilmente o autovetor w, corres-
pondente ao autovalor zero de H. Este vetor é, como sabemos, a direcao de propagacao. Para

isto basta aplicar a mesma ponderagao s aos vetores h e g, ou seja,
w=s-h+(1—35)-g

De fato, fazendo a “média ponderada“ das igualdades H-h=V4 —V e H-g=Vp—V, ficamos
com
H(s-h+(1—5)-9)=s(Va—=V)+(1—-5s)(V-V)
Hw=—s1-38)Va—Ve)+s(1—-35)(Va—Vps)
H-w=0

Como w é justamente a direcdo de propagacdo, podemos definir o ponto P entre A e B de
onde parte a propagacao na direcao de X

P=w+X=5-A4+(1-s)-B

VH(X) =V

Figura 5.3.

O valor de s também é usado para validar a propagacdo a partir do par de pontos A e B.
Se s € [O, 1] entdo a propagacao é considerada valida, pois o ponto P se situa entre os pontos A
e B. Se s estiver fora do intervalo [0, 1] a propagagdo se da a partir de pontos de fora do seg-
mento AB. A propagacio deve partir de um ponto inserido entre outro par de vizinhos e por-
tanto deve ser considerada quando este outro par estiver vizinhos estiverem sendo analisados.
Entdo, quando s <0 ou s > 1, descartamos a propagacao a partir do par A, B.
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Uma maneira de pensar este quadro é a seguinte: considere dois pontos A e B do plano e os
vetores V4 e Vp, os respectivos gradientes. Para cada ponto X do plano calcule m = (B — X,
Va—Vg),n=(A—-X,VB—Va)es= mﬁn Os pontos X do plano onde 0 < s < 1 formam uma
faixa cujo bordo sdo duas retas paralelas que passam em A e em B. A inclinacdo dessa faixa
depende, é claro, dos vetores V4 e Vg. Quando A se aproxima de B a faixa se estreita e, no
limite, & uma reta. E exatamente a reta de propagacdo a partir de B dada pela direcio do
autovetor w. Se estivermos no caso da propagacao da func¢io distancia euclidiana, por exemplo,
a faixa tende a reta suporte do gradiente em B. No caso da funcio distancia afim, a faixa tende
a reta suporte da normal afim (figura 5.4).

Faixa propagada

A
i por A eB
-

Va

Vb

Figura 5.4.

Uma vez obtido o ponto P devemos estimar f(P). Uma estimativa razoavel é média ponde-
rada entre os valores em A e B

f(P)=s-f(A)+(1-s)- f(B)

Com a estimativa de f(P) e o gradiente V f(X) =V podemos finalmente fazer a estimativa de
f(X). Como f(P)=f(X)+(Vf(X),X —P), entdo

f(X)=f(P)—(V,X - P)

Neste aspecto o algoritmo se aproxima do algoritmo (também “Dijkstra-like”) descrito por Tsitsi-
klis [48], no sentido de que também procura primeiro encontrar a direcdo de propagacdo para
entao estimar o valor da funcao.

5.2.1 Analise do algoritmo - erro de discretizagao

Claro que ao discretizar a equacao estamos introduzindo erros, tanto na estimativa do gradiente
V quanto na estimativa de f(X). Vamos analisar a magnitude do erro de discretizagao e avaliar
se 0 esquema proposto é viavel e quanto podemos esperar dele.

O erro tem, é claro, uma relacao com o grau de refinamento da grade, que é dado pelos
vetores h e g. Na andlise que se segue vamos assumir que h e g tem a mesma ordem de gran-
deza, ou seja, ao refinarmos a grade, o refinamento serad feito anisotropicamente. Com isto
o(h) =0(g), o que simplificar4 um pouco as contas, sem prejuizo para a analise.



5.2 FasT MARCHING PARA det(D2f)=0 47

A notacdo adotada a seguir segue o seguinte critério: um til sobre um simbolo representara
que o valor considerado ali é o valor aproximado pela discretizacdo. Por exemplo, se f(X) é o
valor exato da funcdo em X e f(X) é o valor aproximado pela discretizagéo.

Primeiramente o erro no célculo do gradiente. Considere V, V4 e Vg como os gradientes
exatos da funcdo, Vf(X), Vf(A) e Vf(B), e H como a hessiana exata em X. Uma aproxi-
magao de primeira ordem de V nos diz que Vo=V + H-h+o(h?) e Vg =V + H - g + o(h?).
Entao

Va+o(h®)=V+H-h
Ve+o(h)=V+H-g
det(H)=0
HT'=H

Note que mesmo que os gradientes V4 e Vp nao sejam exatos, mas tenham uma precisao da
ordem o(h?), as igualdades acima também valem. Resolvendo as equagdes acima para explicitar
V e H do mesmo modo como resolvemos na se¢ao anterior, chegamos a

v=<mﬁn>wg+dm»+(m1n>0%+dﬁn

onde m = (g ,Va—Vp+o(h?)) e n=(h,Vp—Va+o(h?). Antes de comparar V com o gradi-

ente aproximado V = (mnj_ﬁ) Va+ (mj-ﬁ) VB, é preciso antes calcular o decaimento de m, n e
mﬁn e suas respectivas aproximagoes. Sejam u ,v e z 0s vetores unitarios nas diregoes h e g
. h h— <

eh— g, ousejau=grev= % ez= \h—jl' Com essa notagao, Va4 — Vg = H(h — g) + o(h?)

. 2 .
pode ser escrito como “/27;’3 =H- -z+ |Z(f3\ = <“/27:f ,x> = fax+ o(h). O limite de s e seu

decaimento podem ser calculados por

S =

<gaVA - VB> + <g,o(h2)>
(9—h,Va—Vg)+ (g9 —h,o(h?))

(
S_<mfmfﬁ:ﬁ>+<wim”(
(

T/ g—h VA—VB> < g
(0]
<m—gV|h—g| t\r=ar

Onde K é uma constante. Portanto, se a fun¢do f no ponto X tem f,;# 0 entdo s tende a uma
constante quando h— 0, com decaimento da ordem o(h).

A diferenca entre s exato e § (estimado) tem decaimento da ordem o(h). De fato, se m = (g,
Va—VB)en={(h,Vg—Va),

_._ _m+o(h®)  m
ST mtn+to(h® m+n
S_gz(m+n)m+(m+n)o(h3)—m(m+n)—mo(h3)
(m+n)(m+n+o(h?))
s—§=o(h)

A diferenca entre o valor exato V e o valor estimado V obtido anteriormente é obtida desen-
volvendo V —V =§Va+ (1—-38) Vg —s(Va+o(h?) — (1 —5) (Vg +o(h?)). Rearranjando as par-
celas, ficamos com

V—-V=(5-5)Va+(5—5)Vp+o(h?
Usando o fato que § — s decai com velocidade o(h), chegamos a

V —V =o(h)
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No célculo da estimativa f(X), o primeiro passo é calcular o ponto P entre A e B, de onde
parte a propagagdo. O ponto P exato tem a expressio P=X +w=X +s-h+ (1 —3s)-g.
Ento o erro no calculo de P é P — P =1 —w=o0(h). O valor da fungdo f(P) estimado como a
média entre os valores f(A) de f(B) tem erro da ordem o(h?), pois f(A4)= f(P)+(V,P—A)+
o(h®)=f(P)+(1—3s)(V,h—g)+o(h?) e f(B)= f(P)—s(V,h— g) +o0(h?). Fazendo a “média“
entre as igualdades

f(P)=sf(A)+(1—5)f(B)+o(h?)

O célculo de f(X), finalmente, é obtido pela aproximagio de segunda ordem

fX)=f(P)+(V,w) -

Em resumo, conseguimos aproximagdes V =V + o(h) e f(X) = f(X) + o(h?), localmente.
No entanto, a medida que o algoritmo avanca com a propagacao devemos esperar que OS €erros
locais se acumulem. O ndimero de pontos N onde serdo acumulados erros locais é proporcional
a 1/h. Portanto devemos esperar um erro global maximo em f da ordem de o(h)

media(V — V) =o(h)

max (f(X) — f(X))=o(h)
O erro global na estimativa f nio acumula apenas os erros cometidos nas estimativas locais de
f , pois os erros na acumulados em V influenciam o erro em f . Devemos esperar entdao que o
erro em f tenha uma aceleracio positiva com a evolucio do algoritmo.

Ainda ha o que ser feito para reduzir o erro nas estimativas. Caso se consiga uma discreti-
zagao “upwind“ onde o erro local em V seja o(h?) e o erro em f(P) seja o(h®) teremos um
esquema onde o erro maximo global em f seja da ordem de o(h?). Caso isto seja obtido, o erro
global nao terd um aceleragao positiva, devendo crescer linearmente com a evolucao do algo-
ritmo. Este é um ponto a ser explorado em trabalhos futuros.

5.2.2 Choques

No algoritmo de propagacgio fazemos uma estimativa de f(X) e de V olhando todos os pares
contiguos de pontos vizinhos de X na grade e fazemos a estimativa descrita anteriormente para
cada par. Caso existam dois ou mais pares de pontos vizinhos que gerem estimativas validas
qual estimativa devemos escolher? No caso do algoritmo tradicional Fast Marching, de primeira
ordem, a escolha é baseada no principio da entropia e é a estimativa com valor menor: se duas
frentes de propagacdo estdo proximas de um ponto X, o tempo em que X serd efetiva-
mente “queimado” - o tempo é dado por f(X) - serd o tempo que a “primeira” das frentes chegar
em X.

No caso da equagao det(D?f) =0, o caso ndo é mais tdo simples. Se estivemos tratando da
propagacao da funcdo distincia euclidiana, ou da fun¢do afim quando a curva inicial " é con-
vexa, podemos adotar o mesmo critério: a propagagao que prevelecerd é a de menor valor. No
caso geral (incluindo ai a distancia afim quando a curva I' ndo é convexa) a escolha deve ser
feita por outro critério. Ainda estaremos nos guiando pelo principio da entropia - uma
vez “queimado” durante a propagacao, para sempre queimado. Mas este principio nao é mais
equivalente a tomar a estimativa f de menor valor.

Considere o exemplo descrito abaixo. Existem duas frentes propagando-se na direcdo do
ponto X. A primeira frente parte dos pontos A e B e a segunda dos pontos C e D. O ponto P
é o ponto da frente AB que se propagara até X, e o ponto @ é o ponto da frente CD que se pro-
pagara até X (figura 5.5).
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Figura 5.5.

A propagacio das frentes geram duas funcgdes de R? em R. Chamaremos de fi(z, y) a
funcdo gerada pela frente AB e fa(z,y) a funcdo gerada pela frente CD. Cada funcdo tem como
grafico uma superficie em R3. Estas superficies tem uma interse¢do cuja projecdo no plano xy é
uma curva L esquematizada na figura 5.6.

L t.C Q D

Figura 5.6.

A curva L é o lugar dos pontos (z, y) onde fi(z, y) = fo(z, y). A estratégia que adotamos
para tratar os choques é ndo prosseguir com a propagacao “além” da curva L. O motivo é que
as frentes devem “morrer” nos choques, por entropia. Note que antes da ocorréncia de um
choque, a propagacao é reversivel. Depois do ponto de choque nao é mais possivel reverter a
propagacao e recuperar o ponto original. Nos choques as frentes se aniquilam, eliminando a
informacao.

Na situagdo esquematizada na figura 5.6 o valor escolhido para a funcdo f(X) serd fo(X),
pois a frente CD serd a que ira alcangar o ponto X. A propagacdo do ponto P ¢é interrompida
antes que chegue a X, devido ao choque ocorrido em K. Note que pode ocorrer fi(X) < fo(X)
(caso a propagacdo da fungdo f; fosse estendida até X). Esta é uma situacdo que ndo ocorre
quando a equacdo é de primeira ordem |V f(X)| =0. A ocorréncia do choque em K diz apenas

que f1(K) = f2(K).
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Para detectar a ocorréncia de um choque nao podemos entao escolher a frente de propagacgao
que chega “mais depressa” ao ponto X. Temos que avaliar se uma das propagacoes nao foi blo-
queada por outra frente antes de chegar a X. Para fazer esta avaliacdo usamos a aproximagao
linear calculada para cada frente candidata

Li(v) = fi(X) +(V f1,v)
La(v) = fo(X) +(V f2,v)

(os valores f1(X), Vfi(X), fo(X) e V fo(X) ja foram estimados). Com as aproximagdes line-
ares podemos aproximar a curva que representa o choque pela reta L dada por Li(v) = Ly(v)
(veja figura 5.7)

Figura 5.7.

Se a propagacido de P para X encontrar a reta L entédo a propagacao é descartada, e man-
temos a estimativa obtida a partir da propagacdo de @ (frente de propagacdo CD). Uma utili-
zacgao extra deste procedimento é a possibilidade de estimar a ocorréncia de choques com pre-
cisao subpixel e, portanto, a localizacao do esqueleto também com maior precisao.

Mais uma vez, devemos salientar que a implementacao realizada com este tratamento dos
choques néo se mostrou capaz de lidar com casos onde a convexidade varia bruscamente. O tra-

tamento dos choques quando a curva I' nao é convexa é um tépico a ser melhor investigado.



Capitulo 6
det(D?f) =0 - Exemplos

6.1 Distancia Euclidiana

A distancia euclidiana & curva I' é a solugdo da Eikonal

IDf(z)[| =1
f ) =T
Derivando ||[Df(z)|| =1 obtemos a equagdo de Monge-Ampére
det(D%f)=0
IVf(z)||=1sexel
f(x)=0sez el

A diregado de propagacdo w nos pontos c¢(s) € I' pode ser calculada por w = — I;—s -u+ b-v, onde
b= m e u e v sao os vetores tangente e normal & curva e s é o comprimento de arco

(equagdo 4.1). No caso euclidiano b(s) =1 e entdo w(s) =wv, a dire¢do de propagagado é normal &
curva I' - a propagacao se da na direcao do gradiente de f.

v=b-N
A evolugdo da curva c(s, t) tal que f(c(s,t)) =t na dire¢do normal é { ! p2  (equagdo
t= 7

4.5. Como nos pontos de ' a velocidade b é constante igual a 1, entdo by = 0, ou seja, a veloci-
dade nao varia com o tempo. A equacao se reduz entao a conhecida ;=N

6.1.1 Equacoes de Validade

Vamos aplicar as equacoes de validade obtidas no caso geral da equagao homogénea de Monge-
Ampeére ao caso euclidiano. Se tivermos uma curva v(s) (o eixo medial, por exemplo) a funcio
d(s) = f((s)) é a fungdo raio. A primeira restricio de validade é (equagéo 4.3) é d < m?, onde
m(s) =]V f(v(s))||. No caso euclidiano m=1 e a restrigao é |ds| < 1.

A segunda restrigdo de validade é (equagdo 4.4)

(V,R-Vo)> - (Vs, R+ Vis)
o R =ke dSS+d—(V,R-VS)
onde V(s) = Vf(7(s)), m=||VV(s)|, k & a curvatura de v(s) e € = \/m?—dZ, k é a curvatura

de ¢(s) (o ponto de T original) e R é a rotacdo de m/2 (estamos assumindo aqui, como fizemos
no desenvolvimento da equagao 4.4, que € é positivo, mas toda a analise que se segue pode ser

realizada com & = — v/m?—d2 ). Como V(s) =ds -7+ € -7 e, no caso euclidianom =1e & =

V1—d2, entdo V(s) =ds T+ \/1—d? n. Entdo, fazendo d,; = cos(a) e fazendo as contas, che-
dss

gamos a (V,R-V,)=— (k+a,) e (Vi, R- Vis) = — (k + a,)?, onde a; = — = Portanto, a
equacgao de validade, em termos da funcao raio d é :
. 2 " A 3
(k + as) =ké—dss+d(k~+as)
k (k+as)
l: ke__dss :d+ ke__dss
k (k + a,)? (kéjdss)Q
—2 _ 2
l:d+ _ ¢ _ _ 1—dj
k ké — des k+/1—d2—dg

51
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- . . 1-d? .
Ou seja, o raio de curvatura da curva I' é p=d + ﬁ. Com o raio de curvatura temos,
é claro, uma expressao para k
ke —dss

k= :
1+dke—ddg —d

Note que todas a analise foi realizada considerando 7(s) uma curva arbitraria. Se tomarmos
~(s) como a curva que passa pelos choques (o eixo medial), entdo a unica possibilidade para o
vetor gradiente V' (s) proveniente da outra frente de propagagao seria V= (s) =ds-t — b- 7, des-
cartando a possibilidade de duas frentes distintas alcancarem o ponto 7(s) com o mesmo vetor
gradiente. Procedendo a analise feita acima mas com este gradiente V ~(s), chegamos a

_ kb + dss
1—dkb—ddg — d?

Se o ponto 7(s) for um ponto regular do eixo medial, as curvaturas k* e k= nio podem ser infi-
nitas, pois devera exisitir um circulo contido em curva I' tangente em c¢*(s) e ¢ (s), que, por
ser interno, tem que ter curvatura maior do que as curvaturas de I' nos pontos de tangéncia
(caso A1A1). Mas para que a curvatura nio “exploda’, os denominadores de k* e k~ néo
podem se anular. Como ambos denominadores sdo fungdes continuas, cada uma delas é sempre
positiva, ou sempre negativa. Combinando as restri¢des de cada um dos denominadores che-
gamos 4 segunda restri¢do referente aos pontos regulares do eixo medial (proposigdo 2.10)

1—ddss—d2>|k|db

6.1.2 Computacao por Fast Marching

Para exemplificar o célculo da distancia euclidiana através do método Fast Marching sobre a
equacao de Monge-Ampére homogéna, escolhemos duas curvas T' simples, um circulo e uma
elipse.

6.1.2.1 Ciculo Unitario

O primeiro exemplo é o circulo de raio 1 com centro na origem 2% + > = 1. A equacdo da
funcdo distancia dessa curva é f(z, y) =1 — /2% +y?. Nas figuras abaixo (6.1 e 6.2) temos os
graficos da funcao exata da funcao calculada pelo FastMarching numa grade 128 x 128. Sao
mostrados também a curva e o plano z =0.

Figura 6.1. funcio exata
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Figura 6.2. funcdo calculada

A diferenca entre a fungio exata e a calculada é exibida na figura 6.3. O erro é da ordem de
1073

Figura 6.3. Erro no célculo da distancia ao circulo unitario

6.1.2.2 Elipse

O segundo exemplo é o célculo da funcao distancia da elipse dada parametricamente por

(50 )=2 ()
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0.8 0.8
OndeA_( 0 1/0.8

trado na figura 6.4 onde podem ser notadas as singularidades. As curvas de nivel da funcao
estdo mostradas na figura 6.5.

). O gréfico da funcgao calculada numa grade de 128 x 128 pontos é mos-

Figura 6.4. Funcado distancia euclidiana da elipse

Figura 6.5. Curvas de nivel da fun¢do distancia da elipse
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6.2 Distancia Afim

O valor de contorno sobre o gradiente em I' que faz equagdo de Monge-Ampére homogéna gerar
a distancia afim ¢ ||V f(z)|| =k(z) /2. A equacdo ¢, entdo,

det(sz) =0
IVf(@)||=k(z) /3 sexel
fx)=0sex el

onde k(x) é a curvatura euclidiana de I" no ponto . Antes de mostrar que esta equagdo é equi-
valente a definicao utilizada por Giblin e Sapiro da distancia afim, é conveniente apresentar os
dois operadores diferenciais que estao envolvidos nesta equagdo, que foram estudados por Olver
em [32]. Estes operadores sdo denominados H e J, e sdo definidos por

H(f):fxxfyy_f)%y
J(f):fzfxx_2fmfyfxy+ szfyy

Como fuyu=—k ||V f|| (apéndice *) podemos escrever estes operadores como

H(f) = det(D2f)
T =V fau=— k- IV FIP

onde u é o vetor unitirio tangente a curva de nivel e k£ é a curvatura da curva de nivel. Estes
operadores possuem a propriedade de serem invariantes (covariantes) por transformagoes afins.
Olver[32] mostrou que ndo existem operadores (ndo triviais) diferenciais de primeira ordem que
sejam invariantes afins e que H e J e que qualquer operador diferencial de segunda ordem inva-
riante afim é uma func¢éo de H e J.

Estes operadores tém sido utilizados como alternativas afins para operadores diferenciais
euclidianos tradicionalmente usados em processamento de imagens e espagos de escala. O espaco

de escala morfolégico euclidiano, em que as curvas de nivel da imagem f evoluem segundo a cur-

vatura, tem como equacao f; = Jun ; 0 espaco de escala morfologico afim equivalente é f; =

£3
EBIVEI=(=IVFI?- faw)/? == (J(f))/3. Lindeberg, em [22], substitui o procedimento de
deteccdo de arestas classico de avaliagdo da magnitude de ||V f(z, y)|| pela avaliacdo de J(f)(z,
y). Olver, Sapiro e Tannembaum, em [27] e [28], usaram H e J para reformular alguns proce-
dimentos euclidianos de tratamento de imagem - deteccao de arestas, suavizagao “a la” Perona-
Malik, contornos ativos - de modo que os novos procedimentos adquiriram a caracteristica da

2

invariancia afim. O moédulo do gradiente é substituido, nestes artigos, pelo equivalente afim

dado por Vafim(f)= pH—:l

Em termos destes operadores a equacgao da distancia afim fica entao

H(f)=0
J(f)(z)=—1sexel
f(z)=0sexz el

E interessante destacar um paralelo com o caso euclidiano que néo foi citado até o momento. Se
considerarmos as arestas (euclidianas) de uma imagem como sendo os pontos da imagem cuja
magnitude do gradiente é elevada, a funcao distancia de I' é uma imagem que tem I' como curva
de nivel zero e que nao tem arestas, ja que ||V f|| =1em todos os pontos (menos no eixo medial,
onde o gradiente classico ndo esta definido). No caso afim, se considerarmos as arestas afins de
uma imagem como sendo os pontos onde a magnitude de Vafim(f) é elevada, como proposto
por Olver e Sapiro, teremos novamente que a distdncia afim de I' é uma imagem que tem T’

. ~ ‘s H?
como curva de nivel zero e que ndo tem arestas afins, ja que Vafim(f) = NEre 0.



56 det(D2f)=0 - Exemplos

A direcdo de propagagdo w nos pontos C(s) € I' pode ser calculada por w = — I;—“ ‘u+b-v,
onde b = va(lw e u e v sao os vetores tangente e normal & curva e s é o comprimento de

arco (equacio 4.1). No caso afim b(s) =k(s)/? e entdo
1,_5 1
w:—gk 3. ksru+ks-v

que é exatamente a expressao da normal afim quando o parametro s é o comprimento de arco.
Portanto w(r) = Ci,, se r é o parametro comprimento de arco afim. Ou seja, se a equagdo de
Monge-Ampére homogénea tem como condicio de bordo ||V f(x)|| = k(z)~'/3, entdo a propa-
gacao se da na direcdo das normais afim (a velocidade de cada ponto de I' é a normal afim).

No capitulo 4 mostramos como a curvatura de uma curva de nivel de uma distancia regrada
esta relacionada com a curvatura da curva de nivel zero I' (equagdo 4.2). No caso especifico da
distancia afim temos que w(s) = Cy, onde C(s) é uma parametrizagdo por comprimento afim da
curva I'. Portanto ws=Csss=— 1 Cs, € p € a curvatura afim (veja 3.1).

Para calcular a curvatura de uma curva de nivel ¢, temos que diferenciar a igualdade (que
vale porque o gradiente é transportado ao longo de Cg)

(VF(C(s) +1-Css(s)),Cs(s)) =0
Diferenciando e rearrumando o resultado (lembrando que Cy=uk™1/?)

HE(C,,(1—tp) Co) +(Vf,Cs) =0
(1—tp)Hf(Cs)2+1=0

“1/3V2Hf ()2 = -1
(kO )Hf() (1—t§1)
_(k(;/)k(; /kk:(l_tﬂ)

=T

ou seja, a curvatura de uma curva de nivel ¢ esta relacionada com a curvatura kg e com a curva-
tura afim g do ponto correspondente em I'. A expressdo para k mostra que a curva de nivel ¢
tem curvatura infinita (singularidade) caso o ponto C(s) se propague por uma distancia igual ao
raio de curvatura 1/u(s).

Calculo semelhante nos mostra como a a funcdo J( f) se propaga

7)) = 0

onde z( é o ponto de I' que se propaga até x e y é a curvatura afim de T" em z,,.

6.2.1 Equacoes de Validade

Nesta subsecdo analisaremos as equagoes gerais de validade (equagdes 4.3 e 4.4) no caso afim.

Desejamos reconstruir a curva I' a partir de uma curva v(s) (o esqueleto afim, por exemplo)
tendo apenas a funcgio d(s) = f(7y(s)) como informacdo. Mas vamos iniciar a anélise suponho
inicialmente que sobre (s) também esteja definida a fungdo m(s) = ||V f(y(s))||. A primeira
restricio de validade é (equacdo 4.3) é d2 < m?.

A segunda restricao de validade é (equagao 4.4)

(V.R-Vo)> - (Vs, R- Vi)
ke st d e
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onde V(s) = Vf(y(s)), m =||VV(s)||, k ¢ a curvatura de v(s) e € =+/m?—d2, k é a curva-
tura de C(s) (o ponto de T reconstruido) e R é a rotagdo de 7/2 (novamente estamos assumindo
aqui, como fizemos no desenvolvimento da equacao 4.4, que € é positivo, mas toda a anéalise que

se segue pode ser realizada com €= —y/m? —d? ).

Tomando os vetores T' e N tangente e normal & curva de nivel em 7(s), temos V =m - N.
Logo Vs=mgs-N +m-Ns; e N =cos(a) T +sen(a) n= Ny=— (k~+as) -T. Portanto Vz=my -
N —m-g-T, onde g=(k +ay). Portanto

(V,R-V,)=—m?g
Calculando Vs = (V)5

I/vSSZTTLSSJ\T‘*‘W’LJ\TS—TrLng‘—'n’LgsT‘—frngT'S:
:mssN_mgT—mng—mgsT—mgzN
Vis=(—mg—msg—mgs)T + (mg—mg*) N

Logo,
(Vs R-Vis) =mmgs g —m?g® —mms g —m3 g — mmsgs
Substituindo (V,R-V;) e (V;, R-V;s) na equagao 6.1 ficamos com a expressao

4,2 > 2 3 2
m-g: _ meég—mse MMss g —M“g° —MMsg — Mg g —MMsgs

+d

m3-k m —m2g
mg2: még—mse+dmmssg—ng?’—mmsg—mgg—mmsgs
k m —m2g

Mas na o médulo do gradiente m no caso afim é m = k—1/3, portanto k = m~3. Substituindo

temos, finalmente, a equagao diferencial em m, que infelizmente é muito deselegante

mig? = még—mse+dmmssg—ng3—mmsg—m§g—mmsgs

m —m2g

Como e=d,, é=/m?—d2 e g= % (k~ — T2f 4 dg), a equacdo diferencial sobre m esta definida

m ~
se soubermos a geometria da curva <, através da curvatura k e sua derivada, e a fun¢ado raio

d(s) = f(7(s)).

6.2.2 Computacao por Fast Marching

6.2.2.1 Ciculo unitario

A funcao distancia afim coincide com a distancia euclidiana quando I' é um circulo. A condigao
do bordo é ||V f(z)|| = 1 e o célculo computacional é exatamente o mesmo que o realizado na
secao 6.1.2.1.

6.2.2.2 Elipse

A elipse usada neste exemplo é a mesma que foi usada no caso euclidiano na sec¢io 6.1.2.2. A
elipse tem equacoes paramétricas

z(¥) —A. cos(t)

y(t) ) sin(t)

). A funcao distancia afim exata é

e ;)

O grafico da funcao exata é mostrado na figura 6.6, onde também sao exibidas a elipse e o plano
z = 0. Note que s6 existe uma singularidade no centro da elipse. O valor méximo da distancia
afim é f(x,y)=1, que é atingido no centro da elipse.

0.8 0.8

onde A= ( 0 1/0.8
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Figura 6.6. Distancia afim da elipse - exata

Agora a condicio do bordo é da distancia afim é ||V f(z)|| = k(z) /3. O gradiente no bordo
tem magnitude maior quando menor for a curvatura, como mostrado na figura 6.7. No caso da
elipse essa condi¢ao do bordo faz com que os pontos da elipse propagados se encontrem todos ao
mesmo tempo no centro da elipse.

110 T T T T T T T
100+

g0 - 7

agL ) |
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40+

20

20 30 40 50 60 70 a0 80 100 110

Figura 6.7. Gradientes no bordo
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O grafico da distancia afim da elipse calculada numa grade 128 x 128 é mostrado na figura.
Nao ha diferenca visual entre o grafico da funcdo calculada e o da funcio exata.

Figura 6.8. Distancia afim da elipse - calculada

A diferenca entre a distancia afim exata e a calculada é mostrada na figura. O erro maximo
cometido nos 128 x 128 pontos da grade é 0.007, e o erro médio é 0.001.

% 10

Figura 6.9.
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E interessante notar que embora os pontos da elipse se propaguem sobre retas, as linhas inte-
grais do gradiente ndo sdo retas. Isso pode ser visto na figura 6.10, onde é mostrada uma parte
da grade onde foi calculada a distancia afim. Em cada ponto da grade é mostrado o gradiente
avaliado neste ponto. Também sdo mostradas algumas curvas de nivel da fungio calculada, des-
tacando-se a curva de nivel zero. Além disso sdo exibidas algumas linhas integrais do campo
gradiente (em vermelho), partindo de pontos distintos da elipse.
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Figura 6.10. Linhas integrais do campo gradiente
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6.2.2.3 Parabola

Caso a curva I' seja uma parabola y = z2, as normais afins sdo todas paralelas e na direcao de
(0, 1). Isso gera uma condi¢do muito favoravel para o cdlculo da distancia afim pelo Fast Mar-
ching, pois a dire¢ao de propagacao esta alinhada com a grade usual. Na verdade a propagacao
se da sobre as linhas da grade. Na figura 6.11 temos o grafico da distancia afim da parabola y =
22 em uma grade 128 x 128. O grafico da distancia afim calculada ndo apresenta diferenca
visual.

Figura 6.11. Distancia afim da parabola

A diferenca entre a funcdo exata e a calculada é mostrada na figura 6.12. Como as condi-
¢Oes sao favoraveis, o erro é bem pequeno. Apenas a linha central correspondente ao eixo da
paréabola, onde a propagacdo nio se di sobre a grade, tem um erro maior do que 2 x 10~%, mas
ainda assim muito pequeno. O erro maximo cometido é 0.0002, e o erro médio é 0.000002.
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Figura 6.12. Diferenca entre a funcdo exata e a calculada da parabola

As linhas integrais do gradiente, neste caso da parabola, tem como assintota a reta z =0. E
caso limite quando o centro de uma elipse tende a um ponto impréprio. Na figura é exibida
parte da grade, e em cada ponto da grade estd desenhado o gradiente (calculado) correspon-
dente. Sao desenhadas também parte da parabola e algumas linhas integrais do gradiente, inici-
adas em pontos da parabola.

Figura 6.13.
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6.2.2.4 Epitrochéide convexa

Esta curva, e também a epitrochdide ndo convexa, foi usada por Giblin e Sapiro em [4] para
exemplificar o célculo computacional do esqueleto ADS.

A familia das epitrochoides tem equagOes paramétricas z(t) = cos(t) + Acos(k t) e y(t) =
sin(¢) + Asin(kt). Neste exemplo usamos k=4 e A=1/50, e a epitrochoide resultante é convexa.
Na figura 6.14 mostramos as curvas de nivel da distancia afim calculada pelo Fast Marching em
uma grade de 128 x 128. A curva de nivel zero (a propria epitrochoéide) esta destacada.

120

4L

20r

Figura 6.14. Curvas de nivel da epitrochéide convexa

As curvas de nivel revelam sutilmente o lugar das singularidades da fungio. E o lugar
dos "bicos” das curvas, os pontos onde a curvatura das curvas de nivel é infinita. Um exame do
grafico da distancia afim também permite visualizar essas singularidades, mas s6 o ponto cen-
tral, a ponta da superficie, é facilmente observavel.
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Figura 6.15.

Na figura 6.16 vemos uma parte da grade e em cada ponto esta representado o gradiente cal-
culado. Estdo desenhadas também duas curvas de nivel da distancia afim. Note que o exame
do campo gradiente permite identificar o lugar das singularidades.

¥ o | 2 I r]
5 ._\ $l+ .-a..'a_.‘.p.-.~
- i & F - F - -
75k 3 I|+ "
; i._l_.+_ : e
5 &0 ¥
8 s
70k % bty ;
: bt
& FoA
_' Qi 2
3 ¥ 5
B5 - :

BOF

e e Y I
D oo (TSRS TR 3

Figura 6.16. Campo gradiente da distancia afim da epitrochéide

Na figura abaixo sdo mostrado as curvas caracteristicas da equacgdo da distancia afim par-
tindo de alguns pontos da curva. O lugar dos choques é facilmente visualizado.
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Figura 6.17.

6.2.2.5 Epitrochéide nao convexa

Quando os parametros da epitrochéide z(t) = cos(t) + Acos(kt) e y(t) =sin(t) + Asin(kt) sdo k=
4 e A =15, a epitrochoéide ndo é convexa. A implementacdo do Fast Marching que desenvolvemos
nao é capaz de tratar a mudanga brusca de convexidade que aparece neste caso. O resultado
mostra problemas originados exatamente nos pontos onde ocorrem mudangas de convexidade.

Figura 6.18. Resultado do calculo da distancia afim da epitroch6ide ndo convexa
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6.2.2.6 Parabola cibica y=z3

A ctbica y = 22 é o caso “padrdo”de mudanca de convexidade. Neste exemplo procuramos
aplicar o Fast Marching para obter a distancia afim da ctubica, uma curva nao convexa. Como a
mudanca de convexidade é suave, o algoritmo apresenta um resultado interessante. Na figura
6.19 vemos as curvas de nivel da distancia afim calculada pelo Fast Marching. A curva I' usada
é a cibica y =3 com — 1<z <1 numa grade de 128 x 128. A ciibica (curva de nivel zero) esta
destacada das demais curvas. Note as singularidades que emanam da origem, o ponto onde ha a

mudanca de convexidade.
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Figura 6.19. Curvas de nivel da distancia afim da ctbica (calculada)

O grafico desta mesma funcao é exibido na figura 6.20. Sao mostrados também o plano z =
0 e a ciibica.
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Figura 6.20. Grafico da distancia afim (calculada)

Na figura 6.21 sdo mostradas as normais afim da cibica. Quanto mais préximo da origem,
mais “tangente” é a normal afim. Na origem, o ponto de inflexdo, a normal afim é tangente a
cubica. Podemos visualizar os choques entre as normais afins originadas dos pontos da cubica
de coordenadas positivas e as normais afins originadas dos pontos de coordenadas negativas.
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Figura 6.21. Normais afins da ctbica (exatas)
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Na figura 6.21 mostramos as normais afins da cubica e o grafico gerado pela interpolagdo das
propagacoes dos pontos da cibica. O valor de z é o tempo que o ponto da cubica leva para
alcancar o ponto (z,y). A ”folha” em vermelho é representa a propagacdo dos pontos da ctbica
(z, ¥3) cujas coordenadas sdo positivas. A folha em azul é gerada pelos pontos da ctibica que
tém =,y < 0. As duas folhas sdo simétricas com relagdo & origem. A cibica também esta dese-
nhada na figura e tem coordenada z =0 (claro, pois a propagagio comeca na cibica).

Esta figura ilustra bem o choque que ocorre quando h& uma mudanca na convexidade da
curva. As duas folhas se intersectam na reta y = 0 (embora isto nao esteja visivel na figura)
pois na origem a normal afim é tangente & curva. Mas esta reta nao deve ser considerada na
construcao da distancia afim pois, pelo principio de entropia, devemos considerar os choques que
ocorrem antes, que sao as intersegOes entre as folhas visiveis na figura. Toda a parte da folha
vermelha que esté sob a folha azul, com coordenadas z > 0, devera ser descartada na construgao
da distancia afim, pois a propagacdo ndo poderia prosseguir além dos pontos de choque com a
folha azul. Note que temos exatamente o caso de um ponto (vermelho) cujo valor z, = f(z,y) é
menor do que a coordenada z, = f(z, y) (do ponto azul) que é o valor que deve ser usado. Tal
caso nao ocorre quando a curva é convexa.

Figura 6.22. Normais afins da ctbica (exatas)
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Note como os ”primeiros choques” evidenciados na figura 6.21 e 6.22 sido capturados pelo
Fast Marching (figura 6.20). Os choques capturados pelo Fast Marching sdo melhor visualizados
na figura 6.23, onde sdo exibidas as curvas caracteristicas calculadas da cubica. As curvas
caracteristicas da equacdo da distancia afim sdo exatamente as normais afins. Note como as

curvas caracteristicas calculadas sao uma boa aproximacgao das normais afins exatas mostrados
na figura 6.21.
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Figura 6.23. Curvas caracteristicas da cabica (calculada)
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6.2.2.7 Duas elipses

Neste exemplo a curva I' tem duas componentes conexas, um circulo dentro de uma elipse.
Casos como este foram analisados por Holtom em [18].

A elipse tem equagOes paramétricas
z(t) ) _ 4. cos(t)
y(t) ) sin(¢)
). O circulo no interior da elipse tem equagbes paramétricas
z(t) \ _ 1/ cos(t) n 0.6
y(t) ) 2\ sin(t) 0.6

Na figura 6.24 mostramos a distancia afim de I' que tem estas duas componenetes conexas,
obtidas pelo Fast Marching numa grade de 128 x 128.

18 0

ondeA:( 0 14

Figura 6.24. Distancia afim de uma curva com duas componentes conexas (calculada)

Na figura 6.25 mostramos o lugar das singularidades da distancia afim, calculados extraindo-
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se as arestas da funcdo distancia afim. S&o mostradas também as curvas que compodes I', a
elipse e o circulo. As singularidades aparecem no centro do circulo e entre a elipse e o o circulo.
Holtom[18] mostrou que esta é a curva de nivel zero de uma funcio de grau 4 em z e y.
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Figura 6.25. Singularidades da distancia as duas elipses (calculada)

6.3 Exemplo f, =k /2

O esquema geral de propagacdo proposto, através da equacdo homogéna de Monge-Ampére,
pode criar uma variedade de implicitizagOes diferentes para a curva I', ndo s6 a distancia eucli-
diana ou a distancia afim. Condigoes de bordo diferentes geram funcoes diferentes. Nesta secao
vamos mostrar como se da a propagagdo de uma curva I' quando a equagdo de Monge-Ampére
for

det(D2f)=0
IVf(@)||=k?(z) sexeT
f(x)=0sex el

Esta equacao néo é invariante afim, ja que nao pode ser descrita s6 com funcbes dos operadores
H e J, mas é invariante por transformagoes euclidianas. A velocidade de propagacdo é dada
por w = — % -u+b-v, onde b= m e u e v 830 os vetores unitarios tangente e normal &
curva I' no ponto C(s). Logo,

w=— K2k ut K2
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Quando a velocidade inicial de propagacdo é 1 (caso euclidiano) as singularidades aparecem ao
longo do eixo principal da elipse. Quando a velocidade é k'/3, os choques ocorrem todos no
centro da elipse. Quando a velocidade é k' 2 0s choques passam a ocorrer ao longo do eixo
menor da elipse, como ilustrado a seguir

6.3.1 Computacao por Fast Marching

A curva I que usamos para exemplificar o caso f, =k~ '/? é a mesma elipse usada nos exemplos
anteriores
z(t) ) _ 4. cos(t)
y(t) ) sin(¢)
0.8 0.8 L . .
onde A = 0 1/08 ) O grafico do resultado do Fast Marching desta elipse em uma grade

de 128 x 128 é mostrado na figura. Note as singularidades que aparecem sobre o eixo menor da
elipse.
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Figura 6.26.



Capitulo 7
Distancia Afim Robusta

Neste capitulo mostraremos que a distancia afim robusta de uma curva I' também pode ser des-
crita como solugao da equacio de Monge-Ampére det(D?f) = — 4. Junto com a equagio
det(D2f) = 4, esta descrigdo pode ser o caminho para extensdes da distancia robusta em casos
onde a defini¢ao enfrenta problemas, como quando I nao é convexa ou tem mais de uma compo-
nente conexa. Além disso, uma descric¢ao local da distancia robusta, ao lado da caracteristica de
propagacao da erosdo afim, pode ser um bom ponto de partida para o desenvolvimento de um
algoritmo rapido do tipo Fast Marching.

Ao longo deste capitulo denotaremos por f a distancia afim robusta de uma curva I', como
definida por Giblin e Sapiro [37], que apresentamos em 3.3.

7.1 Gradientes e Curvas de nivel da distancia afim robusta

Se a curva I' é suave e convexa, Sapiro e Giblin [37] (e Moisan [23]) mostraram que as curvas
de nivel k£ de f podem ser obtidas tomando os pontos médio das cordas que formam com a
curva I' uma regiao de area k. Podemos concluir que o gradiente em um ponto X serd entao
perpendicular & corda que tem X como seu ponto médio, e forma uma regido de area f(X) com
L.

nivel 1

e

Figura 7.1.

Para prosseguir com a anélise vamos mostrar como os pontos “geradores” na curva I' variam
com o ponto X, como esquematizado na figura 7.2.
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H(X)

c(r)

Figura 7.2.

Os trechos de I' analisados sdo parametrizados por ¢(s) e ¢(r). Vamos assumir que os vetores
tangentes z = ¢'(s) e w = ¢'(r) sfo linearmente independentes. Podemos escrever entdo o vetor

u=c(r) — X como uma combinagio linear de z e w.
_(Ru,w) ~ (Ru,z)

u_(Rz,w)z_(Rz,w)w (7.1)

onde R é a rotagdo de m/2 no sentido anti-horario.

X(s, r) é o ponto médio de c(s) e ¢(r), X(s,r) = C(s);——cm

Logo, a matriz do jacobiano

1 1

DX = 5( e ) = 5(2,w) formado colocando-se os vetores tangentes 2z e w em colunas. Como z
v v

e w sdo linearmente independentes, DX ¢é inversivel. Pelo teorema da funcgao inversa, temos fun-

coes s(Y) e r(Y) que nos ddo os parametos dos pontos ¢(s) e d(r) para um ponto Y numa vizi-

nhanca de X. Diferenciando w: X (s,r), obtemos as equagoes para Vs e Vr
vsT
DX- =1
1 Vs\
E(z,w)- ( Vr ) =1

Resolvendo, temos os gradientes Vs e Vr em termos de z e w

—2-Rw 2-Rz
Vs= (Rz,w) © vr= (Rz,w)

(7.2)

Com esta constru¢do podemos avaliar o médulo do gradiente V f(X) no ponto X. A &rea f

numa vizinhanca de X é
1 [7(X) ,
0 =5 [ (R (elm) =X,/ (m)) dm

s(X)
Diferenciando temos

2Vf(X):<R(c(r)—X),w)-Vr—(R(c(s)—X),z)-Vs+/:R-c’(m)dm
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Simplificando esta expressao e usando a equacdo 7.1 na tltima passagem,

2VF(X)=(R(c(r)—X),w) -Vr —(R(c(s) — Vs+/ R-c/(
=(R-u,w)-Vr+(R-u,z)-Vs+R- ( (r)—
=(R-u,w)-Vr+(R-u,2)-Vs+2-R-u=
— (R u.w 2-Rz w. —2-Rw u—
=(R-u, >(R<Zl,%w> ()R ,(1; (Rj’w>+2R
=R O w) 7 (aw) YT
=4-R-u

Ou seja, o gradiente V f(X) = R - (¢(r) — ¢(s)) e o modulo é o tamanho da corda que passa por
X. Por continuidade, V f(X) =0 quando X €T.

7.2 Hessiana de f(X) - a equagao det(D?f) = — 4 e
det(D?*f) =4

Prosseguindo nesta analise podemos encontrar a hessiana de f em X. Diferenciando a
expressdo do gradiente V f(X)=R- (¢(r) — ¢(s)),

sz:R.(CT.(Vr)T—Cs'(VS)T):R'(U)’_Z).(gf‘>

Mas sabemos que (z,w) - ( gi) =2-1 (equagdo 7.2). Portanto,
det(D?*f)=—4

Temos entao o seguinte teorema

Teorema 7.1. Se f é a funcdo distdncia afim robusta de uma curva ', fechada, simples, suave
e conveza, entdo satisfaz a equag¢io de Monge-Ampére

det(D*f)=—4
Vfix)=0sexel
f@)=0sex el

em todo 0s pontos nao singulares.

Podemos escrever esta equagdo em termos dos operadores diferenciais H e J

H(f)=-4
J(f)(z)=0sexel
f(z)=0sex el

A esta altura é natural se perguntar sobre as solugdes da equagao com determinante positivo

H(f)=1
J(f)(z)=0sexel
f(@)=0sex el

que também tem a propriedade de ser invariante afim. A defini¢do original da distancia afim
robusta é baseada em areas. Em alguns casos importantes essa definicao apresenta dificuldades,
como no exterior de I' ou quando I' tem mais de uma componente conexa. A extensdo para tais
casos é citada por Sapiro e Giblin[37] como um problema importante a ser resolvido. Mostra-
remos que em alguns exemplos que esta equacdo det(D?f) = 4 se mostra adequada a tal
extensdo. Um estudo mais aprofundado (condigbes para existéncia e unicidade, aplicagdo de
uma teoria para tratamento de choques) mostrard quanto cada uma dessas equagdes em sepa-
rado ou conjugadas podem ser usadas como alternativa & defini¢do original.
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7.2.1 Consideracoes sobre a implementacao

A equagao det(D?f) = — 4 abre a possibilidade para o uso de ferramentas de equagdes diferen-
ciais na procura de uma implementacao numeérica eficiente da distancia afim robusta e do esque-
leto robusto. A dinamica da erosdo afim (descrita por Sapiro e Giblin [37], inspirados em na
erosdo afim de Moisan[23]) sugere que o algoritmo de propagacdo tipo Fast Marching seja apro-
priado. No entanto a adaptacdo do Fast Marching desenvolvido para equacao det(D?f) =0 nao
é direta.

O valor da funcgio que se propaga por det(D?f) =0 em um ponto X depende da reta de pro-
pagacao que se propaga até X, a curva caracteristica. Ou seja, o “cone” de influéncia em X &
um cone degenerado, com angulo de abertura 0. Assim temos que escolher um vizinho de X
devera ser usado para efetuar a propagacdo. J4 no caso de uma propagacao por det(D?f) = —4,
o cone de influéncia tem angulo de abertura de 7 radianos, e devemos portanto olhar todos os
vizinhos de X em um semi-plano para efetuar a propagacao.

7.3 Exemplos

Os exemplos que exibidos nesta segao sdo solugdes exatas da equacdo det(D?f) = — 4. O obje-
tivo &€ mostrar que a equagao pode ser usada para encontrar a distancia afim robusta (e, a partir
dai, o esqueleto afim robusto).

7.3.1 Ciculo e elipse
A equacdo quando T é o circulo é unitério é
det(D*f) = —

Vi(z,y)=0sex?+y*=1 (7.3)
flz,y)=0sez?+y2=1

Como a equagdo é rotacionalmente simétrica, a solugdo também deve exibir esta simetria
rotacional. Usando coordenadas polares, temos que f é uma func¢do apenas do raio r, ou seja,

f(z,y)=g(r), onde r =+/z?+ y2. Calculando o gradiente e a hessiana de f,

Vf(x’y)z(g'-rx,g'-ry)

D2f= g"'T3+gl'rxx g”'Ta:Ty'i_g"’rxy
g rery+ 9 Txy g”-r§+g’-ryy

Para simplificar o calculo podemos escolher o ponto (z, y) =(r,0). Neste ponto ry =1, r¢x =
0,7y =0, rxy=0eryy,= % Entao

Vi, y)

=
gl
D2fr,0)=|

A equacdo diferencial 7.3 se traduz entdo em uma EDO em g

g"(r)g'(r)=—4r
g'(1)=0
g(1)=0
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A solugdo desta equagao é facil de se obter observando que g”(r) g'(r) = ((9")?)". A solugéo
é, g(r)=7/2—r+1—r%—arcsin(r). Note que g s6 esta definida para r <1
Por calculos analogos, se f(z,y) satisfaz a equagao

det(D?f) =4
Vi(x,y)=0sex?+1y*>=1 (7.4)
Fa,y) =0se? +y? =1

entdo f(z,y)=h(r), e h deve satisfazer a EDO
h'(r)yR'(ry=4r
h'(1)=0
h(1)=0

cuja solugio é h(r) = —r Vr2—1 + log(r + Vr2—1), que esta definida apenas parar > 1. E
interessante notar que h(r) =i- g(r).

Com as duas fungoes g e h, podemos entdo definir f em todo plano por

o= | HVEED s
h(v/2%+y?),sex® +y?> 1

O grafico de f é exibido na figura 7.3. Como o gradiente se anula em I' (circulo unitério), a
transicdo entre o interior e o exterior de I' é realizada de forma suave. De fato, f € Cl. No
entanto f apresenta descontinuidade nas segundas derivadas sobre I'.  f é C? por partes.

Uma caracteristica importante de f definida deste modo é ser invariante por transformacoes
afins: as funcdes f de elipses obtidas do mesmo modo mas com a curva inicial I’ sendo uma
transformacdo do circulo por uma transformacdo afim A podem ser obtidas diretamente trans-
formando a funcéo f através de f(z)= f(A™1z).

Figura 7.3.
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Na figura 7.4 exibimos o gréfico da distdncia afim robusta de I" formado por duas compo-
nentes conexas, um circulo de raio 2.5 centrado na origem e outro circulo interno de raio 1 cen-
trado em (0.5, 0.5). Os pontos do circulo maior se propagam para o interior da forma limitada
por I por erosdo afim, ou seja, segundo det(D? f) = — 4. Os pontos do circulo menor que se pro-
pagam para o interior da forma definida por I' se propagam segundo det(D?f) = 4. Podemos
identificar no desenho o esqueleto afim robusto, o lugar das singularidades.

Figura 7.4.
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Na figura 7.5 mostramos as curvas de nivel desta funcdo distdncia. As singularidades ficam
sobre os pontos de curvatura infinita das curvas de nivel (onde as curvas de nivel apre-
sentam “bicos”).

-3

Figura 7.5.

7.3.2 Angulo

Como ultimo exemplo vamos tomar I' formada pelos dois semi-eixos positivos Ox e Oy. A
funcdo f(z, y) no interior do angulo que satisfaz H(f)=—4¢é f(z,y) =2z y. Na parte externa
ao angulo podemos definir f(z,y) =2zy,se y> —ze f(r,y) =22+ y?>se y <z. Ou seja, f
deve ser definido por

2zy ,eyY>—1x

fan={*Y_

—z°—y° ,sey<zx

Deste modo f é C? por partes, tem continuidade nas primeiras derivadas e |H ( f)| =1 em todos
os pontos. As curvas de nivel de f sdo mostradas na figura 7.6. O grafico de f é mostrado na
figura 7.7
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Figura 7.6.

Figura 7.7.

Distancia Afim Robusta



Capitulo 8
Conclusao

Neste trabalho procuramos equactes diferenciais que tivessem para as distancias afins um
papel analogo ao da Eikonal para a distancia euclidiana. A principal contribuicao foi mostrar
que a equacdo de Monge-Ampére homogénea det(D?f) = 0 é o anélogo da Eikonal para a dis-
tancia afim. A equagdo det(D?f) =0 também inclui a Eikonal ||V f|| =1 como caso particular.
De fato, a equacdo de Monge-Ampére homogénea admite varias solugoes distintas, dependendo
das condicGes iniciais, entre elas a distancia euclidiana e a distancia afim. Chamamos as solugoes
desta equacao de distancias regradas.

A descricao da distancia afim como soluc¢dao de uma equagao diferencial propicia a anélise das
questoes relacionadas a distancia afim e ao esqueleto afim ADS sob um outro ponto de vista.
Por exemplo, mostramos que a reconstrucao da curva original a partir do esqueleto e validade de
um esqueleto sao questoes em que a equacgao diferencial se apresenta como uma ferramenta de
anélise.

A propria definicdo de esqueleto afim ADS ganha uma alternativa influenciada pela equacao.
Ao invés de definir o esqueleto afim como os minimos globais da distancia afim, a alternativa é
definir o esqueleto afim como os primeiros choques da propagacdo por det(D?f) = 0. Deste
modo as solugoes da equacao seguem o principio de entropia “uma vez queimado, se mantém
queimado.”

A equacdo, por seu carater local, permite também o desesenvolvimento de um algoritmo
rapido para o calculo da distancia afim. Mostramos que o método Fast Marching pode ser
adaptado para gerar solugdes da equagio det(D?f) = 0 que respeitem o principio de entropia,
embora a implementacao do tratamento dos choques que ocorrem quando a curva inicial I' nao é
convexa nao seja ainda satisfatoéria.

No capitulo 7 mostramos que a equacido de Monge-Ampére det(D?f) = — 4 tem como solugao
a distancia afim robusta. Para tratar os casos onde a distancia afim robusta apresenta dificul-
dades, sugerimos que a implicitizacdo da curva I' seja realizada através a equacao det(D?f) = —
4 e também de det(D?f) =4. Enquanto a propagagio por det(D? f) = — 4 faz o papel da erosao
afim, a propagacdo por det(D?f) = 4 faz o papel de uma “dilatagao afim”. Mostramos como
proceder esta propagacio ||det(D?f)| = 4 em alguns exemplos. Novamente, a defini¢io de
esqueleto afim robusto ganha uma alternativa com estas equagbes diferenciais.

Embora estejamos ainda no comego da pesquisa, a descricdo de distancias afins por equagdes
diferenciais e dos esqueletos afins como singularidades destas solugdes se apresenta como um
campo fértil a ser explorado. Foi uma grata surpresa verificar que as equacgoOes diferenciais per-
mitiram uma unificagdo de algumas “distancias™ a euclidiana, a afim e a afim robusta. Todas
sao solucdes de equagoes de Monge-Ampére.

8.1 Trabalhos futuros

Com relagdo & implementacio da equacdo homogénea det(D?f) =0, o esquema por Level Set
que descrevemos merece ser realizado, quando provavelmente revelard alguma dificuldade nao
percebida no estudo puramente tedrico.

O trabalho de implementacao mais importante, com relacdo a equacao homogénea, é o aper-
feicoamento do algoritmo tipo Fast Marching, e obter um tratamento satisfatério dos choques no
caso geral.

81
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Um estudo teorico das solugdes da equagio det(D?f) = 0 baseadas no principio da entropia
também deve ser aprofundado. A teoria da viscosidade nao se aplica para o caso geral. Havera
alguma teoria adequada para esta equacao? Esta resposta pode ajudar no tratamento computa-
cional Fast Marching.

Uma pesquisa que deve ser realizada é a anélise das equagoes de reconstrucao e validade. As
expressoes obtidas destas equacgOes nao permitiram obter conclusées que provavelmente uma
analise mais cuidadosa conseguira.

Com relagao a equacdo det(D?f)=—4 (e +4), ainda estamos no inicio da pesquisa.

Um estudo tedrico desta equacao merece ser realizado. Nao sabemos sob que condigoes estas
equagoes tém solugoes ou quando as solucoes sao tinicas. Nao sabemos como lidar corretamente
com os choques.

O problema da reconstrucdo a partir do esqueleto afim e da validade do esqueleto afim
também se apresenta aqui e a equacao diferencial pode fornecer novas vias para lidar com estes
problemas.

Devemos descobrir até que ponto a equacao det(D?f) = 4 pode servir como um analogo afim
do operador morfologico de dilatagdo. Deve ser pesquisado se a “jun¢ado” das duas equagoes for-
nece um esquema adequado para a implicitizagdo de uma curva I' genérica de modo invariante
afim.

Uma vez estabelecidos os fundamentos tedricos destas equacgoes uma linha de pesquisa
natural e altamente atraente é a implementacdo computacional. A propagacdo indicada pelas
sucessivas erosoes afins (e, possivelmente, pelas dilatagOes afins) sugere que um algoritmo Fast
Marching seja apropriado para uma implementagao.

Uma extensdo natural e importante das implementacoes das equagdes de Monge-Ampére, é
obter distancias afins (e esqueletos) de superficies em R3.

Um estudo que merece ser realizado é o tratamento das equacgoes de Monge-Ampére via cal-
culo variacional. Considere os operadores invariantes afins J e H. E interessante notar (Cou-
rant e Hilbert[34]) que a equagdo de Monge-Ampére H(f) = 0 (ou seja, det(D?f) = 0) ¢ a
equacao de Euler-Lagrange do funcional

1= [ [ 7aa

e que a equagdo nao homogénea H(f) =—4 é a equagao de Euler-Lagrange do funcional
1= [ [ 3n-24ra

Formulagdes variacionais como estas, com os devidos tratamentos dos choques, solu¢does C? por
partes, restricoes de contorno, etc. podem ajudar a iluminar a teoria, sugerir generalizacoes e
propiciar o desenvolvimento de novos algoritmos.



Apéndice A

A.1 Geometria Diferencial Em Superficies Implicitas

A maneira mais direta de se definir superficies de codimensdo 1 em um sistema de coordenadas é
através da parametrizacdo. As propriedades geométricas das superficies podem entdo ser calcu-
ladas através da parametrizagao escolhida - assim é feito na maioria dos bons livros de geome-
tria diferencial como do Carmo [13]. No entanto , jA4 que o interesse é sobre esqueletos de
formas, me parece mais natural definir as superficies de codimensdo 1 implicitamente e nao
parametricamente. Nessa secao vamos resumir como algumas propriedades geométricas como
plano tangente, segunda forma fundamental e curvatura podem ser calculadas quando a super-
ficie esta definida implicitamente.

A.1.1 Propriedades Locais de Superficies Implicitas

Seja S uma forma de R™. Vamos supor que podemos descrever o conjunto S através de uma
funcdo com alguma regularidade f: R™ — R, tal que z € S < f(z) < ¢ para um certo "nivel" c.
Além disso, z € S < f(x) =c, ou seja, o bordo de S é a superficie de nivel ¢ da funcdo f.

Dado um ponto p € 3S, a normal & superficie é dada pelo gradiente de f em p. A normal
unitaria, que chamaremos de 7 é obtida por n = %. O plano tangente T, é o nicleo da deri-
vada de f em p, ou seja, T,=Df* ; 1€ T, & (1,7) =0.

A variacdo da normal unitaria ao longo das diregoes que geram o plano tangente nos dé as
informagbes geométricas de segunda ordem, como curvaturas principais, segunda forma funda-
mental, etc. Como temos a normal unitaria n , basta entdo calcular a sua derivada. Efetuando
o calculo temos

D= Hf —Hf-n-n" _Hf-(I—5-7n") _ D?foProj(Ty)
IV f| V£l Vf|

onde Hf é a matriz da Hessiana de f.

_ Hf-r _ D2f(7)
TV I

Dado um vetor 7 € T}, a segunda forma normal aplicada a 7 é a forma quadratica Dn(r,7) =
T.Hf-r _ D2f(r,7) _ frr

Portanto, se 7 € T}, a variacdo da normal na direcio de 7 é Dn(7)

fv; fﬁ le ’
Exemplo A.1. Seja a C uma curva de nivel de f: R2 — R. Dado um ponto p € C, o plano tan-
gente é gerado por apenas um vetor 7, dado por T = %(fy, — fz). A curvatura é k= % =
fz+ 1y 7
TT Hf-T 1 (f _f)‘(fxx fxy)_( fu ):fifxx—zfmfyfxy+f§fyy
fﬂ (fz2+ f§)3/2 Y z fxy fyy _ f:c (fg+f3)3/2

Exemplo A.2. A curvatura média de uma superficie de codimensdo 1 em R" é k,, = div(n) =

div(%). De fato, a curvatura média é o trago da aplicagdo linear D9 restrita ao plano tan-

gente. Mas o trago de Dn restrita ao plano tangente é igual ao traco de Drn aplicada & todo R™
j& que fora do plano tangente, ou seja, na dire¢do de 7, temos Dn(n) =0. Mas o trago de Dn é

precisamente o divergente de 7.
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A.1.2 Medidas Globais em Superficies Implicitas

Medidas geométricas globais como area (comprimento), volume (area) e centro de massa usual-
mente sdo descritos em termos da parametrizacdo da superficie (curva). Nesta secdo faremos
uma traducao dessas descricoes da forma paramétrica para a forma implicita, embora sem preo-
cupagoes com detalhes técnicos.

Vamos analisar o caso de curvas simples em R2. A generalizacio para superficies de codi-
mensao 1 em R™ é imediata. Seja I' uma curva fechada, suave, simples, definida implicitamente
pela fungdo f: R? — R, ou seja, I'= f~1(0). Suponha ainda que a regido S limitada pela curva I’
seja dada por S'= f~1([0,00)) - ou seja, a fungdo f é positiva no interior da regiao S.

A &rea da regidao S limitada por T' pode ser obtida somando as areas infinitesimais que a
compoe, ou seja, A= fRn H(f(u))du, onde H: R— R ¢é a fun¢io de Heaviside, H(z) =0 se z <0
e Hz)=1sez>0.

Para obter o comprimento da curva vamos supor que exista uma vizinhang¢a tubular S da
curva I' que seja formada pelas curvas de nivel proximas a T, ou seja S = f ([ — ¢, €]). Vamos
supor ainda que cada curva de nivel ¢ nessa vizinhanga possa ser parametrizada por C(s, #): [0,
1] = R2. Podemos ainda assumir que C; é sempre normal & curva de nivel ¢. Entéo,

F(C(s,8))=t=>Vf-Co=1=Cy= ol
V£l
onde 7 é a normal unitaria. Temos um difeomorfismo de S em S, que leva as coordenadas (x,y)

nas coordenadas (s,t), cujo determinante do jacobiano é |zy; — z:ys| = |Cs X C¢| = IVfI —<+1Cs x 11,

onde u X v é o determinante da matriz cujas linhas sdo u e v. Como Cj é ortogonal & 7, pois é
tangente & curva de nivel, o determinante do jacobiano é ||$st Como o comprimento da curva é
dado por L = fo |Cs|ds, entdo a média dos comprimentos de curva na vizinhanca S é dada por
ML= f fo |Cs |dsdt Efetuando a mudanga de coordenadas de (s,t) para (x,y), lembrando que
|Cs|
V75l

, a média dos comprimentos

na vizinhanga S é:

ML:/ |Cs| - |Vf|dxdy:/ |V f|dxdy =
s |G| s

= [ 1911 bosan(f(ey)) -dxdy
Podemos entéo fazer a vizinhanca S se estreitar e no limite teremos ML — L. Portanto
= [ 19 @3 7)du
R2

onde § é a distribuicao delta de Dirac. Um calculo bastante semelhante mostra que a integral
ao longo de I' de uma funcdo g: RZ— R é

L= [ o)1V FI5( @)

O centro de massa da curva I' é ¢, = % Jp2 w- [V f(u)]-6(f(u))du e o centro de massa da érea
da regido limitada por I' é ¢, = [, u- H(f(u))du.

Exemplo A.3. A area de uma curva simples e fechada que evolui segundo a curvatura decresce
a uma taxa constante 27w. De fato, manipulando a expressao da area temos

A= [ H(fw)au

A= [ ()1 du-/ 5(f(w)- fi-du=
= [ () fida= [ 3(7)- (= [9 f) - K(w)du=
R2 R2
== [ K@) 1V £@I5(7)du=—2x
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lembrando que k(u) é a curvatura da curva de nivel que passa por u e fi=— |V f(u)|-k(u) é a
evolugao de todas as curvas de nivel de f segundo a curvatura.

A.1.3 A Funcao Distancia

A funcao distancia tem para curvas e superficies definidas implicitamente um papel analogo ao
da parametrizacdo por comprimento de arco para curvas definidas parametricamente. Ambas
sao invariantes por transformacoes rigidas e simplificam o calculo de medidas geométricas do
objeto que descrevem. E sao "bem comportadas" para avaliagoes numeéricas. Vamos comecar
com a definicao classica da funcao distancia de uma regiao S limitada por uma curva ou super-
ficie T.

Definigao A.4. Seja S uma regiao de R™, com bordo T'. A fung¢do distancia (positiva) de T é a
fungdo d™: R? — R dada por d*(p) =d(p,T), onde d(p,T) =inf{||p — z||,z €T} - distdncia de p
ao bordo de S.

A funcao distancia positiva é obviamente nao negativa e vale zero em I'. Portanto, as singu-
laridades de d* aparecem nao s6 nos pontos do eixo medial mas também no bordo de S. Para
evitar essas singularidades no bordo costuma-se usar a fungio distancia com sinal

Defini¢ao A.5. A funcio distdncia (com sinal) de T é a fungio d: R*— R, dada por

[ dt(p) sepeS
d“’)‘{ _dH(p) sepgS

A funcéo d é diferencidvel em todos os pontos de R?, exceto no eixo medial. Equivalentemente,
se temos a funcdo d entdo S e I' estdo definidos implicitamente : S é o conjunto dos pontos x
onde d(z) >0, e T =d~1(0).

A funcdo distancia é continua e lipschitziana, com constante de lipschitz igual a um (Ralph
[46]). De fato ela é diferencidvel em quase toda parte e pode ser descrita como a solucdo da
equacao diferencial Eikonal

|[Vd|=1
d(I')=0

As solugbes da Eikonal apresentam choques, pontos onde fungdo nao é diferencidvel no sentido
classico. Por isso a funcgdo distancia é descrita como a solugdo por viscosidade da equagdo
Eikonal, onde os choques sdo tratados corretamente (os choques aparecem justamente sobre o
eixo medial !). Como referéncia sobre solugbes por viscosidade podemos citar Crandall e Lions
[10] e Bardi et. al [2].

O grafico da funcao distdncia de uma forma S é uma superficie regrada. De fato, (V f,
Vfy=1= D?*f(Vf) =0, ou seja, D?f tem sempre um autovalor nulo. Isso implica que o gra-
fico de f é uma superficie regrada, veja teorema 4.2. Como o gradiente é o autovetor associado
ao autovalor nulo, as retas que formam essa superficie regrada sao exatamente as curvas inte-
grais do campo gradiente. Essa caracteristica da funcao distancia é usado como ponto de par-
tida para a construcdo de um equivalente & fungao distancia invariante por transformagoes afins
(a distancia afim).

O fato de |Vd| = 1 em todos os pontos onde a funcio é diferenciavel simplifica bastante a
expressao de certas medidas geométricas. Se d é a funcao distancia de uma curva ou superficie I’

entdo a curvatura média de qualquer curva de nivel de d é dada por k,, = Ad. Em R? a curva-

‘ Frx Fxy +

fxx fxz
for ol

tura gaussiana de qualquer superficie de nivel pode ser calculada por kg = ey

fyy fyz

yz 7z

, e uma férmula anéloga existe para dimensGes maiores.
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