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Resumo

Apresen tamo s uma no v a represen ta çã o de hip ers u p er fí ci es que com bin a carac-

terísticas das represen ta çõ es implí ci ta e param étr i ca . A ab ord a g em consiste em

construi r uma decomp o s i çã o simpli ci a l do espaço am bien te, determin a r uma

apro xi m a çã o linear da hip ers u p er fí ci e em tal decomp o s i çã o e aplica r deforma-

çõ es em cada simplexo , os c hamad o s dife omor�smos simpliciais . O assun to é

tratado de forma indep en d en te da dimensã o da hip ers u p er fí ci e, tan to do p on to

de vista matemático , quan to do computac i o n a l , graças a uma análi s e detalha d a

dos requisito s sin tático s e semân tico s dos conceitos da top olo gia c ombinatória

sub jacen tes , análi s e esta sub or d i n a d a aos princí p i o s da pr o gr amaçã o genéric a .

A no ção de esquema de sub divisão estelar é tratada de mo do semelha n te, a

�m de formali za r a esp eci�caçã o de algor i tm o s de multirr esolução adaptat iva .

Apresen tamo s ainda algum a s aplica çõ es que ilustra m o p otencia l da represen -

tação.



Abstract

W e presen t a new represen ta ti o n of h yp ersur fa ces whic h com bin es features of

impli ci t and param etr i c represen ta ti o n s . The appro a c h consists in to build a

simpli ci a l decomp o s i ti o n of the am bien t space, to determin e a linear appro xi m a -

tion of the h yp ersur fa ce in suc h decomp o s i ti o n and to apply w arping s to eac h

simple x, the so-cal l ed simplicial di�e omorphisms . The sub ject is discuss ed in

w a y indep en d en t of the h yp ersur fac e dimensi o n , not only in the mathemati ca l

p oin t of view, but also in the computati o n a l one, thanks to a detailed analysi s

of the syn tactical and seman tica l requirem en ts of the c ombinatorial top olo gy

underl yi n g concepts. Suc h analysi s ob eys the generic pr o gr amming princi -

ples. The stel lar sub division scheme concept is appro c h ed lik ewise in order to

formali ze the esp eci�catio n of adaptive multir esolution algor i th m s . W e also

presen t appli ca ti o n s that sho w the p oten tial of this new represen ta ti o n .
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Capítulo 1

Intr o dução

Apresen tamo s uma no v a represen ta çã o de hip ers u p er fí ci es que com bin a carac-

terísticas das represen ta çõ es implí ci ta e param étr i ca . P ara dar uma idéia geral

dessa no v a represen ta çã o , v amos consid er a r um probl em a clássi co em compu-

tação grá�ca, a p olig o n i za çã o de curv as implí ci ta s . Consid e r e, p or exemplo, a

curv a C , de�nida impli ci ta m en te p ela equação

C ( x; y ) := ( y � x

2

+ 1)

4

+ ( x

2

+ y

2

)

4

� 1 = 0 ,

cujo grá�co p o de ser visto na �gura 1.1.

Existem v ários algor i tmo s de p olig o n i za çã o de curv as implí ci ta s , mas, em

geral, eles pro ced em assim: triang u l e um retângu l o que con tém a curv a, a v alie

o a função C ( x; y ) nos v értices da triang u l a çã o (�gura 1.2) e apro xi m e C ( x; y )

linear m en te em cada triâng u l o (�gura 1.3).

Figur a 1.1: Grá�co de C ( x; y ) = 0 .

As diferença s en tre os div ersos algor i tmo s de p olig o n i za çã o residem nas v á-

rias decisõ es que dev em ser tomadas nos passos sumari za d o s acima, p or exemplo,

qual triang u l a çã o tomar, como apro xi m a r a curv a den tro de cada triâng u l o e,
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Figur a 1.2: T riang u l a çã o de um retângu l o en v olv en te à curv a C ( x; y ) = 0 .

Figur a 1.3: Reconstru çã o linear da curv a C ( x; y ) = 0 .

princi p a l m en te, como assegur a r que a curv a p ossui no máximo uma comp on en te

den tro de cada triâng u l o .

Mas v amos consid er a r mais detalha d a m en te a �gura 1.3. A top olo g i a da

curv a está b em descrita para essa triang u l a çã o , mas a reconstr u çã o linear está

m uito distan te da curv a real. Nessa situação , p o demo s ten tar algum a s coisas,
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tais como re�nar mais a triang u l a çã o ou recorr er a algum méto do n uméri co para

resolv er a equação C ( x; y ) = 0 restrita a cada triâng u l o .

É p ossív el ainda ab ord a r o probl em a de outra forma: sup or que, em cada

triâng u l o , C ( x; y ) p o de ser apro xi m a d a p or uma função p olin o m i a l de grau

baixo e determin a r os co e�cien tes do p olin ô m i o asso ci a d o a �m de obter uma

b oa apro xi m a çã o . O probl em a dessa ab ord a g em é assegur a r que esse mo delo

p olin o m i a l seja b em comp or ta d o , isto é, que ele não in tro d u za comp on en tes

conexas espúri a s ou auto-in ter s eçõ es .

É aí que en tra a nossa idéia. A o in v és de apro xi m a r C ( x; y ) em cada triân-

gulo p or uma função p olin o m i a l de grau baixo, nós deformam o s o espaço den tro

de cada triâng u l o de mo do que a reconstr u çã o linear seja lev ada o mais pró ximo

p ossív el da curv a C ( x; y ) = 0 . Essa deformaçã o p ossui três propr i ed a d e s im-

p ortan tes : (1) ela é bijetiv a e con tín u a den tro de cada triâng u l o , de mo do que

a top olo g i a da curv a no in terio r do triâng u l o não é alterad a ; (2) ela é compa-

tív el com as relaçõ es de incidê n ci a da triang u l a çã o , o que garan te que a curv a

deformad a p ossui a mesma top olo g i a da reconstr u çã o linear ; e (3) ela é dada

p or uma comp os i çã o de aplica çõ es p olin o m i a i s de baixo grau. Em resumo , essa

deformaçã o é o que c hamam o s de dife omor�smo simplic al p olinomial .

V ejamos essas deformaçõ es atuando . A �gura 1.4 mostra a reconstru çã o li-

near de baixa qualid a d e geométri ca , mas top olo g i ca m en te �el, que encon tra m o s

an terio r m en te, jun tamen te com linha s co orde n a d a s asso ci a d a s às co orden a d a s

baricê n tr i ca s de cada triâng u l o que é in terceptad o p ela curv a. A �gura 1.5, p or

sua v ez, mostra o efeito do difeomor �sm o simpli ci a l atuando na reconstru çã o

linear e nas linha s co orde n a d a s . No capítul o 6, daremo s mais detalhes sobre

como o difeomor �sm o simpli ci a l foi encon tra d o .

A té aqui, nos restring i m o s ao caso 1 -dim en s i o n a l , mas v amos mostrar que

essa ab ord a g em escala b em para dimensõ es sup eri o r es . Em geral, temos que

nossa no v a represen ta çã o requer três ingred i en tes: um complexo simpli ci a l K ,

uma função f de�nida nos v értices de K e um difeomor �sm o simpli ci a l X K -

in v ari a n te, ou seja, que preserv a as relaçõ es de incidên ci a de K . P ara en tender

essa no v a represen ta çã o dev e-se estudar cada um dos ob jetos K , ( K ; f ) e ( K ; X ) .

Isso é o que faremos nos pró ximo s capítul o s .

Outra questão que dev emos estudar é como abstrai r as propr i ed a d es das tão

p opul a r es malha s de triâng u l o s para malha s simpli ci a i s de qualquer dimensã o ,

de tal mo do que p ossam o s esp eci�car algor i tm o s de maneir a indep en d en te da

dimensã o , ou, de outra forma, genéric os com relação a dimensã o .

A creditamo s ter ac hado uma resp os ta in teressa n te para essa p ergun ta ao

unir as técnicas da pr o gr amaçã o genéric a com os fundamen to s conceitua i s da

top olo gia c ombinatória . É imp or ta n te notar que essa questão não surge ap enas

de um desejo de abstraçã o de caráter matemático , mas de uma necessid a d e de

esp eci�car algor i tm o s e�cien tes de maneir a elegan te.

Essa resp osta incorp o r a tam b ém outro tópico m uito imp or ta n te em aplica -

çõ es, a no ção de multirr esolução adapta t iva , que p o demo s observ ar na tri-

angul a çã o do exemplo. Mais precisa m en te, atra v és do conceito de esquema

de sub divisão estelar , v amos p o der mo dela r generi ca m en te os algor i tm o s de

re�namen to adaptati v o mais freqüen tes.
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Figur a 1.4: Reconstru çã o linear exibida com as linha s co ord en a d a s .

Figur a 1.5: Difeomor�sm o simpli ci a l atuando sobre a reconstr u çã o linear e as

linha s co orde n a d a s .
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A tese está organ i za d a da seguin te maneir a . No capítul o 2, resumi m o s os

trabal h o s relaci o n a d o s . O capítul o 3 trata de estab eler o vínculo en tre top o-

logia com bin a tó r i a e progr a m a çã o genéri ca atra v és de certas no çõ es, tais como

complexo s semi-si m p l i ci a i s , pseudo v a r i ed a d es e complexo s isosim p l i ci a i s . No

capítul o 4, discutim o s a no ção de esquema de sub di vi s ã o estelar. O capítul o 5

é dedicad o aos difeomor �sm o s simpli ci a i s . Seguem dois capítul o s inevitá v eis, o

de aplica çõ es (Cap. 6), en tre elas a de p olig o n i za çã o de curv as implí ci ta s que

ilustra esta in tro d u çã o , e uma brev e conclus ã o (Cap. 7).
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Capítulo 2

T r a ba lhos Relacio n ado s

O ob jetiv o deste capítul o é resumi r os trabalh o s que de uma forma ou outra

estão relaci o n a d o s ao desta tese. A seqüência adotad a para exp ô-lo s é an tes

cronol ó g i ca do que lógic a , estando mais ligad a a ordem em que aparecer a m

no curso da p esquisa , na medida em que resp on d i a m à dúvida s ou sugeri a m

caminh o s , do que a qualquer ten tativ a de sistematiza çã o .

A motiv ação inicia l da p esquisa que lev ou a esta tese era criar uma estrutura

de dados que represen ta s s e malha s hierár qu i ca s de tetraedro s , p ossui s s e sup or te

a sub di vi s ã o e tiv esse propr i ed a d es análo g a s as malhas hier ár quic as 4-K de

V elho e Gomes [37 ]. Naquele momen to, conhecí a m o s somen te o trabal h o de

José Maria Rib eir o Nev es sobre triangulaçõ es r etangular es [25 ], que p ossui a

algum a conexão com esse tema, mas tinha um caráter mais prático e dirig i d o a

aplica çõ es de visuali za çã o v olumétri ca .

Nosso primei r o con tato com estrutura s de dados espacia i s foi o trabal h o de

P aulo Roma, em artigo s como [6 ]. Aprendemo s m uito estudand o seu có digo mas

p erceb em o s que sua estrutura era demasi a d a m en te geral para nossas aplica çõ es .

Precisá v a m o s represen ta r ap enas malha s de tetraedros e não sub di vi s õ es gerai s

do espaço.

A o mesmo temp o, sob in�uênci a das bibli o teca STL [34 ] e Boost Graph

[33 ], começamo s a p ensar nossa estrutura como uma coleção de c ontainers

que armazen a s s em os v értices, arestas, faces e tetraedros da malha , jun tamen te

com uma in terface funciona l para acesso as relaçõ es de incidê n ci a en tre esses

elemen tos. P esquisan d o na literatur a , c hegamo s ao conceito de complexo semi-

simpli ci a l [21 ] que se encaixou como uma luv a.

F alta v a en tretan to incorp o r a r sub di vi s ã o e hierar qu i a ao mo delo . Como

dev eríam o s em ular as propr i ed a d es das malha s 4-K, nada mais natural que em-

pregar sub di vi s õ es em arestas e hierar qu i a en tre os tetraedros .

A té en tão, está v amos concen tra d o s na implem en ta çã o da estrutura. Mas

quando foi necessár i o formali za r o conceito, a �m de deriv ar propr i ed a d es e pro-

v ar a correçã o de algor i tm o s , vimos que não p ossuí a m o s a ferramen ta adequad a .

É certo que ha via o trabal h o da �escola de Gêno v a� sobre m ulti-tri a n g u l a çõ es

[10 ], en tretan to ainda não era exatamen te o que queríam o s .

F oi p or acaso que descobr i m o s o artigo de Alexander sobre op eraç õ es es-
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telares [1 ] e imedia ta m en te p erceb em o s que essa era a ferramen ta que necessi-

tá v amos para orien ta r o racio cí n i o , uma v ez que p o dem o corr er situaçõ es não

in tuitiv a s já em malha s de tetraedro s .

A p esquisa já esta v a su�cien temen te madur a para gerar o artigo [7 ], onde

ten tamos unir progr a m a ç ã o genéri ca , m ulti-tri a n g u l a çõ es e op eraç õ es estelares,

mas ainda restritos ao caso tridime n s i o n a l , n uma aplica çã o em visuali za çã o v o-

lumétri ca .

Ocorreu uma m udan ça na direçã o da p esquisa quando, em uma visita ao

Visgraf , Gabriel T aubin sugeri u que nossas idéias p o der i a m ser usada s para

implem e n ta r uma v ersão tridime n s i o n a l de um algor i tmo de reconstr u çã o de

curv as dadas p or p on tos prop o s to p or ele e Remi Ronfard em [35 ]. Na v erdade,

o algor i tm o de reconstr u ç ã o era ap enas uma aplica çã o de um conceito origi n a l

denomi n a d o Mo delos Implícitos Simpliciais , cujo ob jetiv o era dar uma no v a

form ula çã o a idéia de ob jetos implí ci to s p or partes. Nós implem en ta m o s esse

algor i tm o [23 ] e duran te o pro cess o �camos seduzid o s p ela idéia de ob jetos

implí ci to s p or partes.

P esquisan d o na bibli o g r a �a , descobr i m o s o notá v el trabal h o de Ba ja j et al

nesse assun to [3 , 4 ]. Ele descobr i u condiç õ es su�cien tes para que um p atch

implí ci to algébr i co não p ossuí s s e singu l a r i d a d es no in terio r de um tetraedro.

Aparen temen te, isso p o deri a ser desalen ta d o r , p ois ele de fato ha via encon tra d o

uma soluçã o m uito b oa e não ha v eria m uito mais a fazer. Mas, incomo d a d o s

com a complexi d a d e das con tas en v olvida s , resolv emo s p ensar em uma soluçã o

diferen te e conceitua l m en te mais simple s .

F oi quando nos v eio a men te o trabal h o de Sederb erg e P arry [31 ] sobre defor-

maçõ es fr e e-form , que ha víamo s conheci d o p or meio do trabal h o de Co quill a r t

[8 ]. A idéia era aplica r uma deformaçã o , dada p or uma aplica çã o p olin o m i a l , no

in terio r de cada tetraedro e com isso deformar um p atch linear que estiv esse de-

�nido no tetraedro atra v és de in terp o l a çã o linear , como nos mo delo s implí ci to s

simpli ci a i s de T aubin e Ronfard .

Só ha via um probl em a : a deformaçã o dev eria ser necessar i a m en te injetiv a, a

�m de evitar auto-in ter s eçõ es e o surgi m en to de comp on en tes conexas espúri a s .

No artigo �Prev en ting Self-In tersectio n under F ree-F o r m Deformatio n � de Gain

e Do dgso n [11 ], encon tra m o s a referência a um critério su�cien te para que uma

deformaçã o fosse injetiv a, devido a Meisters e Olec h [22 ]. Consegu i m o s adaptar

esse critério para o caso de uma função simpli c i a l m en te in v ari a n te X de�nida

em um simple xo �

n

, reduzin d o o o probl em a de mostrar que X a injetiv a à

v eri�cação da p ositivi d a d e do determin a n te jacobi a n o de X em �

n

.

No caso p olin o m i a l que nos in teressa v a , o probl em a era mostrar que certos

p olin ô m i o s eram p ositiv o s em �

n

. Dep ois de ten tar mostrar isso com auxíli o de

progr a m a s de computaç ã o sim b ól i ca , sem sucesso, p or causa do grand e n úmero

de v ariá v eis do probl em a , descobr i m o s que este é um tema m uito rico, para o

qual já existiam m uitos resultad o s [29 , 30 ], en tre os quais um teorema de P óly a,

que fornecia critério s necessár i o s e su�cien tes. Com algum esforço, aplica m o s

esse critério ao caso em questão e obtiv emos um conjun to de resultad o s parcia i s

que p ermiti r a m a implem en ta çã o de um conceito que unia mo delo s implí ci to s

simpli ci a i s e deformaçõ es fr e e-form injetiv as.
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Nesse ín terim , a estrutura de dados origi n a l já ha via sido mo di�cad a para

sup or ta r malha s n -dimensi o n a i s . En tretan to, o pro cess o de sub di vi s ã o ainda

dep endi a de informa çõ es geométri ca s , ao passo que o esquema das malha s 4-K

se basea v a ap enas em informa çõ es com bin a tó r i a s da malha . F oi quando desco-

brimo s o artigo de Maubac h [20 ], no qual esse probl em a ha via sido resolvi d o

atra v és da análi s e da triang u l a çã o CFK de um hip erc u b o .

Mais uma v ez, incomo d a d o s p ela complexi d a d e das con tas, ten tamos pro-

v ar nós mesmos os resultad o s de Maubac h , seguin d o a estratégia de isola r os

fatos com bin a tó r i o s dos geométri co s , com b ons resultad o s , p ois além de obter

uma no v a demons tr a çã o para a correçã o do algor i tmo de Maubac h , descobr i -

mos algum a s condiçõ es que uma malha dev e satisfazer para que tal algor i tmo

funcione .

Duran te a prepar a çã o desta tese, foram publi ca d o s algun s trabal h o s que

utiliza r a m a bibli o teca computac i o n a l que desen v olv em o s . Lewiner et al [15 ]

emprega r a m - n a no desen v olvi m en to de algor i tm o s de para extração e compres -

são de malha s hierár qu i ca s de complexo s isosim p l i ci a i s . Já Marro qui m et al [19 ],

trabal h a r a m na geração de malha s de tetraedros em m ultirr es o l u çã o , adaptad a s

a domín i o s espacia i s .
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Capítulo 3

Pr ogra ma çã o Genérica e

Mo d e l age m T op oló g i c a

Progra m a çã o genéri ca é um parad i g m a de progr a m a çã o orien ta d o a algor i tm o ,

que consis te em consid er a r o algor i tm o em primei r o lugar , iden ti�can d o os con-

ceitos sobre os quais ele op era. O termo �conceito � acima p ossui um signi �ca d o

preciso : um c onc eito é um conjun to de abstraçõ es computac i o n a i s que satis-

fazem certos requisito s sin tático s e semân tico s , conheci d o s como interfac e e

pr oprie da d es , resp ectiv am en te. Qualqu er instânci a particu l a r de um conceito

é c hamad a de mo delo e diz-se que tal mo delo implem en ta tal conceito. A

idéia básica da progr a m a çã o genéri ca é que um algor i tm o que atue sobre um

dado conceito dev e ser esp eci�cado ap enas em termos da in terface e das pro-

prieda d es , sendo p ortan to aplicá v el a to dos os mo delo s que implem en ta m esse

conceito. Um algor i tm o assim esp eci�cad o é denomi n a d o algoritmo genéric o .

Em resumo , parafra s ea n d o N. Wirth, p o demo s dizer que

Generic Algorithms+Concepts=Generic Pr ogramming .

Nosso ob jetiv o neste capítul o é aplica r as técnicas da progr a m a çã o genéri ca

à mo dela g em top oló g i ca , termo que utiliza m o s em analo g i a à mo dela g em geo-

métrica, ou seja, a mo dela g em top oló g i ca trata da descriçã o computac i o n a l

de ob jetos top oló g i co s . Esp eci�camen te, queremos form ula r um conceito que

capture a no ção de malha de triâng u l o s , ou, mais geralm en te, de malha n -

dimensi o n a l . Mas o que en tendemo s p or �malha n -dimensi o n a l � ?

A no ção de malha em computaç ã o grá�ca é prop o s i ta d a m en te v aga, a �m

de acomo d a r as mais div ersas situaçõ es . De maneir a geral, ela corresp o n d e a

no ção matemática de c omplexo , a qual admite v árias mo dal i d a d es . Gr osso

mo do , um complexo é comp os to de elemen tos mais simple s colado s uns aos

outros de tal forma que certas regras de compati b i l i d a d e estejam assegur a d a s .

Os diferen tes complexo s são nomead o s segund o o tip o de elemen to constitui n te,

p o dend o ser complexo s simpli ci a i s , cúbico s ou p olied r a i s , p or exemplo, conforme

os elemen tos sejam simple xo s , cub os ou p olied r o s .

Cada um desses complexo s tem suas aplica çõ es preferenci a i s . Complexo s

p olied r a i s , p or serem fec hados com relação às op eraç õ es de união e in terseçã o ,
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são bastan te emprega d o s em aplica çõ es de CSG. Complexo s cúbicos são am-

plamen te utiliza d o s na discreti za çã o de EDPs. Complexo s simpli ci a i s , p or sua

v ez, são v an ta joso s em aplica çõ es que en v olv am sub di vi s ã o e m ultirr es o l u çã o .

Como essas são as aplica çõ es que nos in teressa m p or hora, uma malha para nós

corresp o n d e a no ção de complexo simpli ci a l , com algum a s restriçõ es adicio n a i s .

T ais restriçõ es são necessár i a s p ois complexo s simpli ci a i s são ob jetos m uito ge-

rais. Na ausênci a de informa çã o adicio n a l , a recup er a çã o da vizinhan ça de um

dado simple xo , uma op eraç ã o fundamen ta l em m uitos algor i tm o s , p o de deman-

dar um temp o prop o r ci o n a l ao n úmero de simple xo s do complexo , quando seria

desejá v el que esse temp o fosse prop o r c i o n a l ao n úmero de simplexo s realmen te

na vizinhan ça .

Isso nos lev a a um p on to crucia l na �loso�a da progr a m a çã o genéri ca : e�ci-

ência. Um dos ingred i en tes da esp eci�caçã o de um conceito é o custo compu-

taciona l de cada comp on en te da in terface, de mo do que a complexi d a d e de um

algor i tm o genéri co p ossa ser calcula d a de an temão e seja v álida para qualquer

mo delo que implem en te esse conceito. O que faremos a seguir é prop o r um re-

�namen to do conceito de complexo que p ossui propr i ed a d es ótimas no quesito

e�ciência.

Uma ino v açã o desta tese é a utiliza çã o de um ob jeto conheci d o tecnicamen te

como complexo semi-si m p l i ci a l na represen ta çã o de complexo s simpli ci a i s . Pre-

tendemos mostrar que tal decisão é a mais adequad a ao espíri to da progr a m a çã o

genéri ca .

Outro p on to a se destacar deste capítul o é que v amos estudar um certo tip o

de ob jeto m uito freqüen te em div ersas aplica çõ es , mas que até aqui, p elo menos

em nosso conheci m en to , não ha via sido batizado . T rata-se do análo g o simpli ci a l

das hip ers u p er fí ci es e que, p or isso mesmo, está sempre presen te nos algor i tm o s

de apro xi m a çã o simpli ci a l de hip ers u p er fí ci es , ainda que disfarça d o .

O capítul o está dividi d o em três seçõ es. A primei r a trata dos conceitos

geométri co s , a segund a dos conceitos com bin a tó r i o s relaci o n a d o s e a terceira é

uma descriçã o da in terface necessár i a para op erar sobre esses conceitos .

3.1 Conce i to s Geométricos

3.1.1 Complexo s Simpliciais

Um conjun to C de p on tos no espaço R

m

está em p osição ger al se os v etores

p

1

� p

0

; : : : ; p

n

� p

0

são linear m en te indep en d en tes , para qualquer seqüência

p

0

; p

1

; : : : ; p

n

de p on tos em C , com n � m . O fec ho con v exo de n + 1 p on tos

p

0

; p

1

; : : : ; p

n

em p osiçã o geral é denomi n a d o simplexo n -dimensional , ou n -

simplexo , e é denotad o p or h p

0

; : : : ; p

n

i . P or con v enção , o simple xo v azio tem

dimensã o � 1 . Os p on tos p

i

são c hamad o s vértic es do simplexo .

Se um p on to p p ertence a um simplexo � = h p

0

; : : : ; p

n

i , segue diretam en te

da de�nição que p p o de ser escrito unicam en te da forma

p = w

0

p

0

+ w

1

p

1

+ : : : + w

n

p

n

,
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onde w

i

� 0 e

P

w

i

= 1 . Os co e�cien tes w

i

são conheci d o s como c o or denada s

b aric êntric as de p com relação ao simplexo � . Dizendo a mesma coisa de outra

forma, as co orde n a d a s baricên tr i ca s fornecem uma bijeção en tre um n -simplexo

� qualquer e o simplexo n -dimensional p adr ão

�

n

= f ( w

0

; : : : ; w

n

) 2 R

n +1

j w

i

� 0 ;

X

i

w

i

= 1 g ,

que lev a os v értices p

i

de � nos p on tos e

i

= ( e

0

i

; e

1

i

; : : : ; e

n

i

) , com e

j

i

= �

ij

. Dessa

caracteri za çã o , �ca fácil v er que um simple xo é determin a d o completa m en te

p elos seus v értices, a menos de uma p erm utaçã o , ou seja, se

h p

0

; : : : ; p

n

i = h q

0

; : : : ; q

n

i ,

en tão q

i

= p

� ( i )

, para algum a p erm utaçã o � dos in teiro s en tre 0 e n .

O fec ho con v exo de quaisquer r + 1 v értices de um simplexo � = h p

0

; : : : ; p

n

i

é um r -simpl exo � . Dizemos que � é uma fac e de � , ou � < � , em sím b ol o s .

Dizemos tam b ém que � e � são incidentes . Dois simple xo s �

1

e �

2

que se

in terceptam em uma face com um � , com �

1

6= � 6= �

2

, são ditos adjac entes .

Estamos pron to s para uma imp or ta n te de�nição .

De�nição 1. Um complexo simpli ci a l é um c onjunto K de simplexos do R

m

satisfazendo a duas c ondiçõ es:

1. As fac es de um simplexo em K tamb ém p ertenc em a K ;

2. A interse ção de dois simplexos de K ou é vazia ou é uma fac e c omum

a amb os.

A r e alização ge ométric a de um complexo simpli ci a l K , denotad a p or j K j ,

é o conjun to dos p on tos do R

m

que p ertencem a ao menos um simple xo de K .

Dizemos que K triangula um conjun to C � R

m

se C = j K j . Claram en te, um

mesmo conjun to p o de ter v árias triang u l a çõ es .

A dimensã o de um complexo é, p or de�nição , igual a maior das dimensõ es

de seus simple xo s .

3.1.2 Complexo s Isosimpliciais

Em computaç ã o grá�ca, complexo s simpli ci a i s surgem essencia l m en te em duas

situaçõ es : ou na mo dela g em direta de ob jetos, ou na triang u l a çã o do domín i o

de uma função. Uma v ez que uma função f : D � R

m

! R tenha seu domín i o

triang u l a d o , é p ossív el obter uma apro xi m a çã o linear p or partes f , a partir

da in terp o l a çã o linear do v alor de f nos v értices da triang u l a çã o , fornecend o

assim uma represen ta çã o bastan te compacta de f . Isosup er fí ci es de f , ou seja,

conjun to s da forma f p 2 D j f ( p ) = k g , constituem , p or sua v ez, uma maneir a

indir eta de se mo dela r ob jetos.

V emos assim que complexo s simpli ci a i s estão presen tes nos dois tip os mais

básico s de represen ta çã o de ob jetos, a param étr i ca (�direta� ) e a implí ci ta (�indi-

reta�). P ara aumen tar o paral el i s m o en tre essas represen ta çõ es , v amos mostrar
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a seguir que as �isosu p er fí ci es de funçõ es linear es p or partes� não são meros

conjun to s de p on tos, mas, ao con trár i o , p o dem ser dotadas de uma estrutura

simil a r a de um complexo simpli ci a l .

Seja � = h p

0

; : : : ; p

n

i � R

m

um n -simplexo e ( f

0

; : : : ; f

n

) 2 R

n +1

, com cada

f

i

6= 0 . A o conjun to

� = h ( p

0

; f

0

) ; : : : ; ( p

n

; f

n

) i := f p 2 � j f

0

w

0

+ f

1

w

1

+ : : : + f

n

w

n

= 0 g ,

onde os w

i

são as co ord en a d a s baricên tr i ca s de p com relação a � , denomi n a m o s

isosimplexo de sup orte � e valor es ( f

0

; : : : ; f

n

) . Notamos que um mesmo

isosim p l exo p o de ter represen ta çõ es distin ta s . P or exemplo, substitui n d o - s e

cada f

i

p elo m últipl o �f

i

, � 6= 0 , o conjun to � não se altera. T am b ém é p ossív el

obter outras represen ta çõ es atra v és da alteraçã o do simplexo sup or te. P or isso,

sempre que nos referirmo s a um isosim p l exo , indica r em o s seu sup or te e seus

v alores .

V amos estudar mais aten tamen te o conjun to � . Se os v alores f

i

são to dos

maior es que zero, ou to dos menores que zero, � é v azio. Caso con trár i o , v amos

sup or que existam k + 1 v alores p ositiv o s e l + 1 v alores negativ os . Sem p erda de

genera l i d a d e, v amos sup or tam b ém que os primei r o s v alores sejam p ositiv o s , de

mo do que p o demo s de�nir f

+

i

:= f

i

e p

+

i

:= p

i

, para i = 0 ; : : : ; k e f

�

i

:= f

k +1+ i

e p

�

i

:= p

k +1+ i

, para i = 0 ; : : : ; l , com f

+

i

> 0 e f

�

i

< 0 . Ou seja, separa m o s as

partes p ositiv a s e negativ as do sup or te e dos v alores do isosim p l exo � .

Não é difícil mostrar que a aplica çã o I : �

k

� �

l

! � dada p or

(( w

+

0

; : : : ; w

+

k

) ; ( w

�

0

; : : : ; w

�

l

)) 7! �

k

X

i =0

w

+

i

p

+

i

+ �

l

X

i =0

w

�

i

p

�

i

, (3.1)

onde

� =

�

P

l

i =0

f

�

i

w

�

i

P

k

i =0

f

+

i

w

+

i

�

P

l

i =0

f

�

i

w

�

i

e � =

P

k

i =0

f

+

i

w

+

i

P

k

i =0

f

+

i

w

+

i

�

P

l

i =0

f

�

i

w

�

i

,

map eia o pro du to �

k

� �

l

bijetiv ame n te em � . Da de�nição resulta tam b ém que

� é con v exo e que está con tido em um sub espa ço a�m de dimensã o k + l = n � 1

do R

m

. P o demos , p ortan to , de�nir a dimensão de um isosimplexo � como

a soma k + l , exceto se k = n ou l = n , quando con v ecion a m o s que � tem

dimensã o � 1 .

As fac es de um isosimplexo � = h ( p

0

; f

0

) ; : : : ; ( p

n

; f

n

) i são, p or de�nição ,

isosim p l exo s

! = h ( p

i

0

; f

i

0

) ; : : : ; ( p

i

q

; f

i

q

) i ,

onde f i

0

; : : : ; i

q

g � f 0 ; : : : ; n g . A no ção de face era o que falta v a para a seguin te

de�nição :

De�nição 2. Um complexo isosim p l i ci a l é um c onjunto O de isosimplexos do

R

m

satisfazendo a duas c ondiçõ es:

1. As fac es de um isosimplexo em O tamb ém p ertenc em a O .

15



2. A interse ção de dois isosimplexos de O ou é vazia ou é uma fac e

c omum a amb os.

Compar a n d o as de�niçõ es 1 e 2, v emos que elas são pratica m en te idên tica s ,

a única diferença sendo o tip o de �célula � usada para estrutura r o complexo .

É fácil v er que um simple xo isosim p l i ci a l O é de�nido unicam en te p elo com-

plexo simpli ci a l K formado p elos sup or tes dos isosim p l exo s em O e p or uma

função f de�nida nos v értices de K . Recipro ca m en te, o par ( K ; f ) de�ne um

complexo isosim p l i ci a l . Sendo assim, ev en tualmen te usarem o s essa corresp o n -

dência para nos referir a complexo s isosim p l i ci a i s .

Completa m o s assim a de�nição dos dois conceitos geométri co s princi p a i s

com os quais trabal h a r em o s , enfatizando sua semelha n ça formal. Na pró xima

seção, v amos de�nir os análo g o s com bin a tó r i o s desses conceitos , ou seja, v a-

mos abstrai r as propr i ed a d es geométri ca s desses conceitos e nos concen tra r nas

no çõ es de incidên ci a e adjacên c i a .

3.2 Conce i to s Combinató rios

Nesta seção, em que discutir e m o s conceitos com bin a tó r i o s relaci o n a d o s aos com-

plexos simpli ci a i s e isosim p l i ci a i s , m uitas v ezes de�niremo s ob jetos no con texto

com bin a tó r i o que p o dem ser imedia ta m en te asso ci a d o s a ob jetos geométri co s .

A �m de abrevia r a discuss ã o , deixarem o s ao leitor o encarg o de realiza r tais

corresp o n d ên ci a s .

3.2.1 Complexo s Simpliciais Abstratos

Abstraind o as informa çõ es geométri ca s dos complexo s simpli ci a i s , c hegamo s a

seguin te de�nição :

De�nição 3. Dado um c onjunto �nito V , um complexo simpli ci a l abstrato

sobr e V é um c onjunto K de sub c onjuntos de V satisfazendo as se guintes

pr oprie da d es:

1. � 2 V se, e somente se, f � g 2 K ;

2. Se � 2 K e � � � , então � 2 K . Um elemento � de K é chamado

simple xo e os sub c onjuntos pr óprios de � são chamados faces ;

3. Existe uma or dem p ar cial < em V tal que p ar a quaisquer � 2 K e

v ; v

0

2 � , ou v < v

0

ou v > v

0

, ou seja, elementos de um mesmo

simplexo são c omp ar áveis.

1

É fácil v er que sempre p o demo s obter um complexo simpli ci a l abstrato K

0

a

partir de um complexo simpli ci a l geométri co K , basta �xar uma ordem total no

conjun to de v értices de K e asso ci a r a cada � = h p

0

; : : : ; p

n

i em K o simplexo

1

O item 3 da de�nição p o de parecer desnecessário, e de fato não é facil men te encon trado

na literatur a , mas tem uma grande imp ortância na nossa ab ordagem, p ois p ermite a de�nição

subseqüen te de op erador de face.
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�

0

= f p

0

; : : : ; p

n

g em K

0

. V eremos que as relaçõ es de incidên ci a são preserv a d a s

p or esta asso ci a çã o , ap enas os asp ectos geométri c o s são �esquecido s � . Recipro -

camen te, é p ossív el mostrar que to do complexo simpli ci a l abstrato p o de ser

mergul h a d o em algum R

m

, para m su�cien temen te grand e.

Dizemos que L � K é um sub c omplexo de K se L é um complexo sobre os

elemen tos de K em L , com a mesma ordem presen te em K .

Apro v eitand o a notação do caso geométri co , denotar em o s um simple xo � =

f v

0

; v

1

; : : : ; v

n

g em K , com v

0

< v

1

< : : : < v

n

, p or h v

0

; v

1

; : : : ; v

n

i .

No que segue, p or v ezes omitirem o s o adjetiv o �abstra to � , mas sempre estará

claro, a partir do con texto, a qual tip o de complexo queremos nos referir.

Um elemen to � de K de cardin a l i d a d e n + 1 é denomi n a d o um n -simplexo

e dizemos que � tem dimensão n , ou, em sím b o l o s , que d ( � ) = n . Simplexos

zero e um dimensi o n a i s são denomi n a d o s vértic es e ar estas , resp ectiv am en te.

A dimensã o de K é o máximo das dimensõ es de seus simple xo s . P or con v enção ,

o elemen to ; de K tem dimensã o � 1 . A dicion a l m en te, se K tem dimensã o m ,

c hamar em o s os m -simplexo s de c élulas e os ( m � 1) -simpl exo s de fac etas . Um

complexo K é pur o se to do simplexo � está con tido em algum a célula .

P ara cada n , p o demo s asso cia r um conjun to K

n

consisti n d o dos simple xo s

n -dimensi o n a i s de K . P o demos tam b ém de�nir op erad o r es @

n

i

: K

n

! K

n � 1

,

0 � i � n , denomi n a d o s op er ador es de fac e , da seguin te maneir a : seja � =

h v

0

; v

1

; : : : ; v

n

i um n -simplexo . En tão @

n

i

( � ) = h v

0

; ; : : : ; v

i � 1

; v

i +1

; : : : ; v

n

i , ou

seja, @

n

i

( � ) é obtido elimin a n d o - s e o i -ésimo v értice de � . Quand o não houv er

p erig o de confusão , omitir em o s o sup ers cr i to no sím b ol o de op erad o r de face. É

fácil v er que os op erad o r es de face satisfazem a relação

@

n � 1

j

@

n

i

= @

n � 1

i � 1

@

n

j

; para 0 � j < i � n . (3.2)

É p ossív el in v erter o racio cí n i o e tomar a relação (3.2) como base para a

de�nição de um no v o ob jeto:

De�nição 4. Um complexo semi-si m p l i ci a l m -dimensional K é uma se qüên-

cia de c onjuntos �nitos K

0

; K

1

; : : : ; K

m

, c om K

m

não vazio, dotados de

op er ador es @

n

i

: K

n

! K

n � 1

, satisfazendo a r elação (3.2).

Um complexo semi-si m p l i ci a l é um ob jeto mais geral que um complexo sim-

plicia l abstrato, p ois to do complexo simpli ci a l abstrato dá orige m a um com-

plexo semi-si m p l i ci a l , como se depreen d e da discuss ã o acima, mas um complexo

semi-si m p l i ci a l p ermite simplexo s degener a d o s .

A grand e v an tagem dos complexo s semi-si m p l i ci a i s é que a natureza dos

elemen tos dos conjun to s K

n

não está esp eci�cad a . Não precisa m o s p ensar ne-

les como conjun to s de v értices. Do p on to de vista da progr a m a çã o genéri ca ,

elemen tos de conjun to s K

n

distin to s p o dem implem en ta r conceitos diferen tes e

p o dem estar armazen a d o s em diferen tes tip os de c ontainers .

Nossa estratégia é utiliza r complexo s semi-si m p l i ci a i s para represen ta r com-

plexos simpli ci a i s abstratos . P ara tan to precisa m o s ap enas transp o r ta r a no ção

de face para o con texto de complexo s semi-si m p l i ci a i s . P o demos fazê-lo induti -

v amen te: seja � um n -simplexo e � um m -simplexo com n < m . Se m = n + 1 ,
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� é uma face de � se @

i

( � ) = � , para algum i ; caso con trár i o , � é uma face de �

se existir um � 2 K

n +1

face de � tal que @

i

( � ) = � , para algum i .

P o demos agora de�nir a relação fundamen ta l en tre simplexo s de um com-

plexo, seja ele simpli ci a l ou semi-si m p l i ci a l . Dois simple xo s � e � são incidentes

se � é uma face de � ou se � é uma face de � .

P ortan to, as relaçõ es de incidê n ci a em um complexo estarão completa m en te

de�nidas se puderm o s resp on d er para cada simplexo � estas duas p ergun ta s :

1. quais são as faces de � ?

2. de quais simple xo s � é face ?

Naturalme n te estamos in teressa d o s em algor i tmo s que resp on d a m essas p er-

gun tas de maneir a e�cien te. A seguir v amos consid er a r complexo s simpli ci a i s

represen ta d o s p or complexo s semi-si m p l i ci a i s .

A primei r a p ergun ta é mais fácil e a de�nição indutiv a de face dada acima

já fornece um algor i tmo . Se � é um m -simplexo , to dos os n -simplexo s que são

faces de � são obtido s atra v és da comp os i çã o sucessiv a de m � n op erad o r es de

face aplica d a s a � ,

@

n +1

j

1

@

n +2

j

2

: : : @

m

j

m � n

� ; (3.3)

para to das as escolha s p ossív ei s de j

i

. Mas algum a s dessas escolha s são re-

dunda n tes . Aplican d o rep etida m en te a relação (3.2) a pares consecuti v o s de

op erad o r es em (3.3) p o demo s nos limitar a índice s j

i

que satisfazem

0 � j

1

< j

2

< : : : < j

m � n

� m .

V amos denotar p or F ( m; n ) o conjun to das ( m � n ) -uplas de in teiro s que satis-

fazem as desigu a l d a d es acima. Observ e que p ercor r er os elemen tos de F ( m; n ) é

equiv alen te a p ercor r er o conjun to das com bin a çõ es de m + 1 ob jetos em grup o s

de m � n , probl em a extensiv amen te estudado (v er [14 ], p or exemplo).

P ortan to, para en umera r as faces de um m -simplexo � é su�cien te p ercor r er

os elemen tos de F ( m; n ) para 0 � n < m e aplicá - l o s via (3 : 3) , resp on d en d o

assim a primei r a p ergun ta . An tes de passar à segund a p ergun ta , v ejamos um

exemplo.

Seja � = h v

0

; v

1

; v

2

; v

3

; v

4

i . V amos aplica r o méto do descrito acima para

p ercor r er as faces de dimensã o 2 e 3 de � :

@

2

@

3

@

4

� = h v

0

; v

1

i @

0

@

1

� = h v

2

; v

3

; v

4

i

@

1

@

3

@

4

� = h v

0

; v

2

i @

0

@

2

� = h v

1

; v

3

; v

4

i

@

1

@

2

@

4

� = h v

0

; v

3

i @

0

@

3

� = h v

1

; v

2

; v

4

i

@

1

@

2

@

3

� = h v

0

; v

4

i @

0

@

4

� = h v

1

; v

2

; v

3

i

@

0

@

3

@

4

� = h v

1

; v

2

i @

1

@

2

� = h v

0

; v

3

; v

4

i

@

0

@

2

@

4

� = h v

1

; v

3

i @

1

@

3

� = h v

0

; v

2

; v

4

i

@

0

@

2

@

3

� = h v

1

; v

4

i @

1

@

4

� = h v

0

; v

2

; v

3

i

@

0

@

1

@

4

� = h v

2

; v

3

i @

2

@

3

� = h v

0

; v

1

; v

4

i

@

0

@

1

@

3

� = h v

2

; v

4

i @

2

@

4

� = h v

0

; v

1

; v

3

i

@

0

@

1

@

2

� = h v

3

; v

4

i @

3

@

4

� = h v

0

; v

1

; v

2

i
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A o anali za r m o s esse resultad o , inferimo s um padrã o in teressa n te. Está claro

que para obter a face � = h v

i

0

; v

i

1

; : : : ; v

i

n

i de um simplexo � = h v

0

; v

1

; : : : ; v

m

i ,

basta consid er a r o conjun to complem en ta r

f j

1

; j

2

; : : : ; j

m � n

g = f 0 ; 1 ; : : : ; m g n f i

0

; i

1

; : : : ; i

n

g ,

com j

1

< j

2

< : : : < j

m � n

, e aplica r a � o op er ado r índic e

� [ i

0

; i

1

; : : : ; i

n

] := @

j

1

@

j

2

: : : @

j

m � n

� ,

para o qual adotamo s uma notação p ós-�xa.

Já para resp on d er à segund a p ergun ta p o demo s simples m en te en umera r as

faces de cada simple xo � de dimensã o maior que a de � e v eri�car se � está en tre

elas. Este méto do é claram en te insatis fa tó r i o , mas é o único p ossív el na ausênci a

de informa çã o adicio n a l . A seguir v amos obter re�namen to s do conceito de

complexo simpli ci a l que p ermitem resp on d er a p ergun ta 2 de maneir a mais

e�cien te.

3.2.2 Pseudova riedades e Malhas Confo rmes

Algumas de�niçõ es são b em-vind a s . Dois simple xo s �

1

e �

2

em um complexo

simpli ci a l abstrato K são indep endentes se �

1

\ �

2

= ; . A junção �

1

? �

2

de

dois simple xo s indep en d en tes �

1

e �

2

é o conjun to �

1

[ �

2

. A junção de dois

sub com p l exo s L e L

0

, denotad o p or L ? L

0

, é o conjun to f � ? � : � 2 L; � 2 L

0

g .

O link de um simple xo � 2 K é de�nido p or

link ( � ; K ) = f � 2 K : � ? � 2 K g .

Final m en te, a estrela de � em K , denotad o p or st( � ; K ) , é a junção � ? lin k ( � ; K ) .

Dian te dessas de�niçõ es, v emos que uma maneir a equiv alen te de colo car a p er-

gun ta 2 é: dado um simplexo � , como determin a r sua estrela ? A de�nição a

seguir é uma restriçã o natural e útil para resp on d er essa p ergun ta .

De�nição 5. Um c omplexo simplicial m -dimensional K é uma pseudo v a r i e-

dade se:

1. K é um c omplexo pur o, ou seja, to do n -simplexo, c om n < m , é fac e

de alguma c élula;

2. to da fac eta é incidente a no máximo duas c élulas.

O item 1 acima impli ca que cada n -simplexo é face de ao menos um ( n + 1) -

simple xo e p o demo s p ortan to utilizar essa informa çã o para determin a r uma

célula inicia l a partir do qual uma busca aos outros simple xo s incide n tes p o de

ser efetuada. Já o item 2 p ermite asso ci a r à pseudo v a r i ed a d e K um grafo G ( K ) ,

c hamad o gr afo de vizinhança de K , ou gr afo dual , cujos v értices são as célula s

de K e cujas arestas são as facetas de K com exatamen te duas célula s incide n tes.

A idéia é utiliza r esse grafo para prosse g u i r a busca dos simplexo s incide n tes.

Mas algum a s restriçõ e s adicio n a i s à pseudo v a r i ed a d e dev em ser imp os ta s para

limitar essa busca ap enas à estrela do simple xo .
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Dizemos que uma pseudo v a r i ed a d e K é fortemente c onexa se G ( K ) é co-

nexo. P ara recup er a r a estrela de um simple xo de maneir a e�cien te, en tretan to,

é necessár i a uma condiç ã o mais forte sobre K .

De�nição 6. Dizemos que uma pseudovarie dade fortemente c onexa K é

heredi tá r i a se a estr ela de c ada vértic e é fortemente c onexa, isto é, se

G (st ( v ; K )) é c onexo p ar a to do vértic e v 2 K

0

. Uma pseudovarie dade her e-

ditária é denominada malha conforme .

É p ossív el pro v ar que se K é uma malha conforme, en tão G (st ( � ; K )) é

conexo para qualquer n -simplexo de K , para n � 0 ([1 ], T eorema [8:2]).

Em resumo, nossa ab ord a g em para resp on d er a p ergun ta 2 consiste em imp or

um mínim o de restriçõ es ao conceito de complexo simpli ci a l que sejam su�cien-

tes para recup er a r a estrela de cada simple xo , atra v és do p ercor r i m en to do grafo

G (st ( � ; K )) . V ale ressalta r que v arieda d es com bin a tó r i a s são casos particu l a r es

de malha s conformes .

3.2.3 Pseudova riedades Orientadas

Outro conceito imp or ta n te que dev emos mo dela r é o de orien ta çã o . Seja K

uma complexo simpli ci a l m -dimensi o n a l puro. Uma orientação de K é uma

aplica çã o o : K

n

! f� 1 ; +1 g , ou seja, uma atribu i çã o de um sinal a cada célula.

Dizemos que uma pseudo v a r i ed a d e K é orientável se existe uma orien ta çã o o

satisfazend o

o ( �

1

)( � 1)

i

= � o ( �

2

)( � 1)

j

(3.4)

para to dos os pares ( �

1

; �

2

) tais que @

i

�

1

= @

j

�

2

, isto é, células adjacen tes

induzem orien ta çõ es op ostas em suas facetas com uns. Nesse caso, dizemos que

o par ( K ; o ) , ou simples m en te K quando a orien ta çã o estiv er sub en tend i d a , é

uma pseudovarie dade orientada .

Uma pseudo v a r i ed a d e m -dimensi o n a l K mergul h a d a em R

m

é sempre ori-

en tá v el, basta escolher a orientação p adr ão

o ( � ) = sgn det P

�

,

onde � = h p

0

; p

1

; : : : ; p

m

i 2 K e

P

�

=

0

B

B

B

@

1 1 � � � 1

p

1

0

p

1

1

� � � p

1

m

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

p

m

0

p

m

1

� � � p

m

m

1

C

C

C

A

.

P ara v er isso, sup on h a que �

1

; �

2

2 K sejam tais que @

i

�

1

= @

j

�

2

. En tão

det P

�

1

= ( � 1)

i

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1 1 � � � 1

a

1

q

1

1

� � � q

1

m

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a

m

q

m

1

� � � q

m

m

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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e

det P

�

2

= ( � 1)

j

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1 1 � � � 1

b

1

q

1

1

� � � q

1

m

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

b

m

q

m

1

� � � q

m

m

�

�

�

�

�

�

�

�

�

,

de mo do que a e b estão em lados op ostos do hip erp l a n o determin a d o p elos

p on tos q

1

; : : : ; q

m

. Aplican d o uma m udan ça de co ord en a d a s , se necessár i o , p o-

demos sup or que a

1

> 0 , b

1

< 0 e q

1

i

= 0 . Efetuando a expansão de Laplace na

segund a linha dos determin a n tes acima, obtemos (3.4).

Uma pseudo v a r i ed a d e orien ta d a �ca completa m en te caracteri za d a , p ortan to ,

p ela lista de suas célula s , acompa n h a d a s do resp ectiv o sinal de orien ta çã o . As-

sim, adotar em o s na seqüência uma notação �algéb r i ca � , na qual uma pseudo v a -

riedad e orien ta d a m -dimensi o n a l ( K ; o ) é represen ta d a p ela �soma algébr i ca � de

suas células . P or exemplo, se m = 3 e

K

3

= f �

1

= h v

0

; v

1

; v

2

; v

3

i ; �

2

= h v

0

; v

1

; v

2

; v

4

ig ,

com o ( �

1

) = +1 e o ( �

2

) = � 1 , denotar em o s

K = + h v

0

; v

1

; v

2

; v

3

i � h v

0

; v

1

; v

2

; v

4

i .

3.2.4 Complexo s Isosimpliciais Abstratos

Final m en te, v amos de�nir o conceito de complexo isosim p l i ci a l abstratam en te.

De�nição 7. Seja K um c omplexo simplicial abstr ato e s : V ! f +1 ; � 1 g

uma função de�nida nos vértic es de K . A o c omplexo simplicial abstr ato

O sobr e o c onjunto V

0

= f ( v ; s ( v )) j v 2 K g , tal que

h v

0

; : : : ; v

n

i 2 K , h ( v

0

; s ( v

0

)) ; : : : ; ( v

n

; s ( v

n

)) i 2 O ,

denominamos complexo isosim p l i ci a l abstrato c om sup or te K e v alores s .

Um elemen to � = h ( v

0

; s ( v

0

)) ; : : : ; ( v

n

; s ( v

n

)) i 2 O é denomi n a d o isosim-

plexo com sup or te h v

0

; : : : ; v

n

i e v alores ( s ( v

0

) ; : : : ; s ( v

n

)) , e será denotad o p or

h v

�

0

; : : : ; v

�

n

i , onde a escolha do sinal + ou � sup eres cr i to a v

i

dep ender á do

sinal de s ( v

i

) . P or exemplo, represen ta r em o s � = f ( v

0

; +1) ; ( v

1

; +1) ; ( v

2

; � 1) g

p or h v

+

0

; v

+

1

; v

�

2

i .

A �m de in tro d u zi r a no ção de dimensã o de um isosim p l exo , será útil de�nir

o par de funçõ es d

+

; d

�

: O ! Z dadas p or d

+

( � ) = k e d

�

( � ) = l , se � é um

isosim p l exo com s

i

> 0 para k + 1 elemen tos e s

i

< 0 para l + 1 elemen tos.

A dimensão de um isosim p l exo � é, p or de�nição , igual a d

+

( � ) + d

�

( � ) , se

d

+

( � ) � 0 e d

�

( � ) � 0 , ou igual a � 1 , caso con trár i o .

De�nida a dimensã o de um isosim p l exo , p o demo s apro v ei ta r das seçõ es an-

teriores , mutatis mutandis , as de�niçõ es de v értice, aresta, célula , faceta, com-

plexo puro, pseudo v a r i ed e e malha conforme. Conseqüen tem en te, um v értice

em O tem a forma h v

+

0

; v

�

1

i ou h v

�

0

; v

+

1

i , p or exemplo.
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Analoga m en te ao caso simpli ci a l , p o demo s tam b ém de�nir op erad o r es de

face no caso isosim p l i ci a l , da seguin te forma: @

+

i

� = ! , onde ! é a face ob-

tida elimin a n d o - s e o i -ésimo elemen to p ositiv o de � , e @

�

i

� = !

0

é a face

obtida elimin a n d o - s e o i -ésimo elemen to negativ o. P or exemplo, para � =

h v

+

0

; v

+

1

; v

�

2

; v

+

3

; v

�

4

i , @

+

0

� = h v

+

1

; v

�

2

; v

+

3

; v

�

4

i e @

�

1

� = h v

+

0

; v

+

1

; v

�

2

; v

+

3

i . É p ossí-

v el v eri�car que as seguin tes relaçõ es são v álida s :

@

+

j

@

+

i

( � ) = @

+

i � 1

@

+

j

( � ) ; para 0 � j < i � d

+

( � ) ,

@

�

j

@

�

i

( � ) = @

�

i � 1

@

�

j

( � ) ; para 0 � j < i � d

�

( � ) e

@

�

j

@

+

i

( � ) = @

+

i

@

�

j

( � ) ; para 0 � i � d

+

( � ) e 0 � j � d

�

( � ) .

O op erad o r índice no caso isosim p l i ci a l , p or sua v ez, é de�nido p or

� [ i

0

; i

1

; : : : ; i

p

]

+

[ k

0

; k

1

; : : : ; k

q

]

�

:= @

+

j

1

@

+

j

2

: : : @

+

j

( d

+

( � ) � p )

@

�

l

1

@

�

l

2

: : : @

�

l

( d

�

( � ) � q )

� ,

onde

f j

1

; j

2

; : : : ; j

( d

+

( � ) � p )

g = f 0 ; 1 ; : : : ; d

+

( � ) g n f i

0

; i

1

; : : : ; i

p

g ,

com j

1

< j

2

< : : : < j

( d

+

( � ) � p )

, e

f l

1

; l

2

; : : : ; l

( d

�

( � ) � q )

g = f 0 ; 1 ; : : : ; d

�

( � ) g n f k

0

; k

1

; : : : ; k

q

g ,

com l

1

< l

2

< : : : < l

( d

�

( � ) � q )

. P ara en umera r os v értices de um isosim p l exo � ,

p or exemplo, é su�cien te aplica r o op erad o r [ i ]

+

[ k ]

�

a � , para 0 � i � d

+

( � ) e

0 � k � d

�

( � ) , totalizan d o ( d

+

( � ) + 1)( d

�

( � ) + 1) v értices.

3.2.5 T riangulação de isosimpl e xo s

A idéia básica p or trás da de�nição de complexo isosim p l i ci a l abstrato é captura r

as informa çõ es de incidên ci a de um dado complexo isosim p l i ci a l geométri co O .

Uma alterna ti v a seria triang u l a r O , transform a n d o - o em um complexo simpli ci a l

T r ( O ) , e a partir daí obter as informa çõ es de incidê n ci a . Mas essa con v ersão de

represen ta çõ es p o de ser custosa, p ortan to dev emos efetuá-la somen te quando

necessár i o . A seguir , v amos descrev er um pro ced i m en to para a triang u l a çã o de

isosim p l exo s , cuja v alida d e é demons tr a d a em [13 ].

Seja � = h ( p

0

; f

0

) ; : : : ; ( p

n

; f

n

) i um isosim p l exo geométri co tal que d

+

( � ) = k

e d

�

( � ) = l . Seja

V = f � [ i ]

+

[ j ]

�

j 0 � i � k e 0 � j � l g ,

o conjun to de v értices de � , o qual ordena m o s lexicogr a �ca m en te, isto é,

� [ i ]

+

[ j ]

�

< � [ i

0

]

+

[ j

0

]

�

, ( i; j ) <

lex

( i

0

; j

0

) .

Consid er e agora o conjun to L de to dos os c aminhos monónotonos L =

L

0

L

1

: : : L

k + l

n um reticula d o de ( k + 1) � ( l + 1) p on tos, ou seja, cada L

q

= ( i

q

; j

q

)

é tal que L

0

= (0 ; 0) , L

k + l

= ( k ; l ) e L

q +1

= L

q

+ (1 ; 0) ou L

q +1

= L

q

+ (0 ; 1) .

Note que p o demo s inden ti �ca r cada caminh o em L p or uma p erm utaçã o do
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m ulti-co n j u n to f k � 0 ; l � 1 g , onde cada 0 signi �ca um passo �à direita � (incremen to

da primei r a co orde n a d a ) e cada 1 , um passo �acima � (incremen to da segund a ).

Assim,

L

0110

= (0 ; 0)(1 ; 0)(1 ; 1)(1 ; 2)(2 ; 2 ) ,

p or exemplo. Essa corresp o n d ên ci a mostra claram en te que existem

( k + l )!

k ! l !

cami-

nhos distin to s em L .

O complexo T r ( � ) é de�nido sobre V de mo do que exista uma bijeção en tre

os caminh o s de L e as células de T r ( � ) , bijeção esta que asso ci a o caminh o

( i

0

; j

0

)( i

1

; j

1

) : : : ( i

k + l

; j

k + l

) 2 L à célula

h � [ i

0

]

+

[ j

0

]

�

; � [ i

1

]

+

[ j

1

]

�

; : : : ; � [ i

k + l

]

+

[ j

k + l

]

�

i 2 T r ( � ) .

Este complexo T r ( � ) , en tão, represen ta a triangulação c anônic a do isosim p l exo

� .

v+
0

v+
1

v+
2

v�
0

v�
1

0 1 2
0
1

0 1 2
0
1

0 1 2
0
1

Figur a 3.1: T riang u l a çã o canôni c a do isosim p l exo � = h v

+

0

; v

+

1

; v

+

2

; v

�

0

; v

�

1

i .

A cada caminh o monóton o no reticula d o corresp o n d e uma célula de T r ( � ) .

Em geral, se O é um complexo isosim p l i ci a l , T r ( O ) := [

� 2 O

T r ( � ) é uma

triang u l a çã o de O . Isso segue da compatib i l i d a d e da ordena çã o dos v értices

en tre células adjacen tes.

Resta um detalhe para obtermos uma descriçã o completa da triang u l a çã o

T r ( O ) de um complexo isosim p l i ci a l abstrato O : a orien ta çã o que dev emos

atribu i r às células de T r ( O ) , caso o sup or te K de O esteja orien ta d o . A �m

de c hegar a uma form ula çã o com bin a tó r i a dessa questão, v amos inicia l m en te

anali za r esse probl em a no con texto geométri co .

Seja � = h ( p

0

; f

0

) ; : : : ; ( p

m

; f

m

) i um isosim p l exo mergul h a d o no R

m

com

� = h p

0

; : : : ; p

m

i como sup or te. As arestas de � são in tercepta d a s p or � em

p on tos

q

ij

= (1 � w

ij

) p

i

+ w

ij

p

j

,
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com

w

ij

=

f

i

f

i

� f

j

,

onde i e j são tais que f

i

e f

j

têm sinai s op ostos . Sup onh a que algum a tri-

angul a çã o de � con tenha a célula � = h q

i

0

j

0

; q

i

1

j

1

; : : : ; q

i

m � 1

j

m � 1

i . Os v értices

de � determin a m um hip erp l a n o H

�

, que con tém � , cujos p on tos satisfazem a

equação det H

�

( x ) = 0 , onde

H

�

( x ) = �

0

B

B

B

B

@

1 1 � � � 1

x

1

q

1

i

0

j

0

� � � q

1

i

m � 1

j

m � 1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

m

q

m

i

0

j

0

� � � q

m

i

m � 1

j

m � 1

1

C

C

C

C

A

.

Assim, p o demo s con v encio n a r que � tem orien ta çã o p ositiv a se os v értices de

� com v alores p ositiv o s estão no semi-esp a ço p ositiv o determin a d o p elo plano

H

�

, e negativ a caso con trár i o . É su�cien te v eri�car isso para um único v értice,

p ois to dos os v értices com v alores p ositiv o s estão, p or construçã o , n um mesmo

semi-esp a ço . Obtemos, p ortan to , a orien ta çã o o dada p or

o ( � ) = (sgn f

0

)(sgn det H

�

( p

0

)) . (3.5)

P o demos simpli �ca r a expressão (3.5) notando que

H

�

( p

0

) = � P

�

D

�

,

onde

D

�

=

0

B

B

B

@

1 d

00

� � � d

m � 1 ; 0

0 d

01

� � � d

m � 1 ; 1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 d

0 ;m

� � � d

m � 1 ;m

1

C

C

C

A

,

com d

k l

diferen te de zero ap enas quando ( k ; l ) = ( k ; i

k

) ou ( k ; l ) = ( k ; j

k

) ; neste

caso d

k ;i

k

= (1 � w

k ;i

k

) e d

k ;j

k

= w

k ;j

k

. P elo corol á r i o 20 do capítul o 5, temos

que

sgn det D

�

= sgn det E

�

,

onde E

�

é de�nida do mesmo mo do que D

�

, mas com as en trada s p ositiv a s

substituí d a s p elo escalar 1 . A matriz E

�

é, p ortan to , uma esp écie de matriz

de incidên ci a de � , onde as coluna s , com exceção da primei r a , represen ta m as

arestas de � in terceptad a s p or � e as linha s represen ta m os v értices de � .

Sup ond o que foi adotada a orien ta çã o padrã o para � , temos que

o ( � ) = (sgn f

0

)( � sgn det P

�

)(sgn det D

�

) = � (sgn f

0

) o ( � )(sgn det E

�

) .

A equação acima en v olv e ap enas dados com bin a tó r i o s de � e � e p or isso servirá

de base para a seguin te de�nição de orien ta çã o de célula s de uma triang u l a çã o

de isosim p l exo s abstratos :

o ( � ) := � s ( � [0]) o ( � )(sgn det E

�

) . (3.6)
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No caso particu l a r de um simple xo � p ertencen te a triang u l a çã o canôni ca

T r ( � ) de um isosim p l exo � (que, sem p erda de genera l i d a d e, p o demo s consid e-

rar tal que os v értices p ositiv o s do sup or te precedem os negativ os ), é p ossív el

encon tra r uma expressão simple s para o determin a n te de E

�

. Com efeito, como

mencion a d o an terio r m en te, a cada simple xo � 2 T r ( � ) corresp o n d e uma p er-

m utação A = ( a

1

; a

2

; : : : ; a

k + l

) do m ulti-co n j u n to f k � 0 ; l � 1 g , de mo do que a

cada matriz E

�

corresp o n d e uma matriz E

A

. P ela de�nição de E

A

, temos que

a i -ésima linha de E

A

p ossui to das as en trada s n ulas , com exceção da última,

onde i = k + 1 , caso a

k + l

seja igual a 0 , e i = ( k + 1) + ( l + 1) , caso a

k + l

seja

igual a 1 . Assim, efetuando a expansão de Laplace na i -ésima linha , v eri�ca-se

que

det E

( a

1

;::: ;a

k + l

)

= det E

( a

1

;::: ;a

k + l � 1

)

( � 1)

s

onde

s = (( k + 1 + l + 1) + ( k + 1 + l + 1))[ a

k + l

= 1]+

(( k + 1 + l + 1) + k + 1)[ a

k + l

= 0]

donde resulta que

det E

( a

1

;::: ;a

k + l

)

= det E

( a

1

;::: ;a

k + l � 1

)

( � 1)

( l +1)[ a

k + l

=0]

=

det E

( a

1

;::: ;a

k + l � 1

)

( � 1)

(

P

i<k + l

[ a

i

=1])[ a

k + l

=0]

( � 1)

[ a

k + l

=0]

.

Aplicand o essa equação recursi v a m en te, conclui - s e que

det E

A

= ( � 1)

in v ( A )

( � 1)

k

,

onde in v ( A ) denota o n úmero de in v ersõ es da p erm utaçã o A .

P ara �nalizar esta seção, v amos dar um exemplo completo de triang u l a çã o

de um complexo isosim p l i ci a l . Consid er e o complexo isosim p l i ci a l O mostrad o

na �gura 3.2. Ele é comp os to de duas células

� = h ( p

0

; � 1) ; ( p

1

; +3) ; ( p

2

; � 6) ; ( p

3

; +3) i

e

�

0

= h ( p

0

0

; � 3) ; ( p

1

; +3) ; ( p

2

; � 6) ; ( p

3

; +3) i ,

com sup or tes � = h p

0

; p

1

; p

2

; p

3

i e �

0

= h p

0

0

; p

1

; p

2

; p

3

i , resp ectiv am en te. Os

seis v értices q

ij

são obtido s p or in terp o l a çã o linear , ou seja,

q

ij

=

� f

j

f

i

� f

j

p

i

+

f

i

f

i

� f

j

p

j

,

para os i e j , com i < j tais que f

i

f

j

< 0 . P ela regra da mão direta, o ( � ) = +1

e o ( �

0

) = � 1 .

Abstratamen te, substitui n d o os p on tos p

i

p or v értices v

i

e de�nindo s ( v

i

) =

sgn f

i

, temos que � = h v

�

0

; v

+

1

; v

�

2

; v

+

3

i , �

0

= h v

�

0

0

; v

+

1

; v

�

2

; v

+

3

i . Aplicand o o

algor i tm o de triang u l a çã o , obtemos as seguin tes células para T r ( O ) :

�

1

= h � [0]

+

[0]

�

; � [1]

+

[0]

�

; � [1]

+

[1]

�

i = h h v

�

0

; v

+

1

i ; h v

�

0

; v

+

3

i ; h v

�

2

; v

+

3

i i

�

2

= h � [0]

+

[0]

�

; � [0]

+

[1]

�

; � [1]

+

[1]

�

i = h h v

�

0

; v

+

1

i ; h v

+

1

; v

�

2

i ; h v

�

2

; v

+

3

i i

�

0

1

= h �

0

[0]

+

[0]

�

; �

0

[1]

+

[0]

�

; �

0

[1]

+

[1]

�

i = h h v

�

0

0

; v

+

1

i ; h v

�

0

0

; v

+

3

i ; h v

�

2

; v

+

3

i i

�

0

2

= h �

0

[0]

+

[0]

�

; �

0

[0]

+

[1]

�

; �

0

[1]

+

[1]

�

i = h h v

�

0

0

; v

+

1

i ; h v

+

1

; v

�

2

i ; h v

�

2

; v

+

3

i i
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(p0; � 1)

(p1; +3)

(p2; � 6)

(p3; +3)

(p00; � 3)

q01

q03

q12

q23

q001

q003

Figur a 3.2: Complexo isosim p l i ci a l O .

Com resp eito à orien ta çã o , temos que

E

�

1

= E

�

0

1

=

0

B

B

@

1 1 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 1

1

C

C

A

e E

�

2

= E

�

0

2

=

0

B

B

@

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1

1

C

C

A

.

Logo, o ( �

1

) = � 1 , o ( �

2

) = +1 , o ( �

0

1

) = +1 e o ( �

0

2

) = � 1 , resultad o s que são

co eren tes com a geometri a exibida na �gura 3.3.

hv�
0 ; v+

1 i

hv�
0 ; v+

3 i

hv+
1 ; v�

2 i

hv�
2 ; v+

3 i

hv�
00; v+

1 i

hv�
00; v+

3 i

Figur a 3.3: T riang u l a çã o T r ( O ) .

3.3 Interface

V amos descrev er agora a in terface computac i o n a l que utiliza m o s para op erar

com os ob jetos de�nidos nas seçõ es an terio r es . An tes, p orém, v amos discor r er
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rapid a m en te sobre um recurso da lingu a g em C++ que usamos extensiv amen te

e que, de certa forma, é resp on s á v el p ela uniform i d a d e da in terface com relação

a dimensã o dos ob jetos represen ta d o s .

É b em conheci d o p or to dos os usuár i o s da bibli o teca STL [34 ] que a lin-

guagem C++ sup or ta tip os p ar ametrizado s . É p ossív el , p or exemplo, criar

v etores de in teiro s ( v ector < int > ) ou v etores de doubles ( v ector < double > ), onde

os tip os int e double funciona m como parâm etr o s do c ontainer v ector . Neste

caso, os parâm etr o s simple s m en te determin a m o tip o de dado que é armazen a d o

no c ontainer . Mas os parâm etr o s p o dem ter m uitas outras �nalida d es , como

se p o de v er nas bibli o teca s Boost [33 ] e Loki [2 ].

O que talv ez não seja b em conheci d o é que tip os p o dem ser param etr i za d o s

não só p or outros tip os, como tam b ém p or v alores . Um exemplo é o c ontainer

arra y da bibli o teca Boost que p ossui a seguin te de�nição :

t e m p l a t e < c l a s s T , s t d : : s i z e _ t N >

c l a s s a r r a y {

p u b l i c :

T e l e m s [ N ] ; / / �xe d-size arr ay of elements of typ e T

. . .

} ;

Assim, arra y < int ,10> declar a um v etor de in teiro s que p ossui exatamen te 10

en trada s . O v alor de N é usado in terna m en te para realiza r v eri�cação de faixa

( r ange che cking ). Nossa idéia é usar uma técnica semelha n te para param etr i za r

a dimensã o de simple xo s e malha s .

Da mesma forma que iterado r es são usado s na bibli o teca STL para isola r

os algor i tm o s de detalhes da implem en ta çã o dos c ontainers , emprega m o s duas

família s de tip os asso ciados a uma malha T , como p o de ser visto na lista-

gem 3.1, para este mesmo �m. Am bas família s são param etr i zd a s p elo tip o

da malha e p or um in teiro , da mesma forma que o c ontainer arra y . O tip o

simplex_iterator < T , d > represen ta um iterado r para o conjun to de simplexo s d -

dimensi o n a i s de T . Quand o um simplex_iterator < T , d > é dereferenci a d o , o resul-

tado é um simplex_descriptor < T , d > que represen ta um simplexo d -dimen s i o n a l

de T . Além das op eraç õ es requerid a s nas in terfaces exibida s na listagem , é as-

sumido que v ariá v eis desses tip os p ossam ser passad a s p or v alor sem overhe ad .

Outras informa çõ es sobre o tip o T , necessár i a s em temp o de compil a çã o , são

armazen a d o s na estrutura sc_traits < T > , en tre elas a dimensã o e a categori a da

malha T , ou seja, se T mo dela um complexo semi-si m p l i ci a l , um complexo puro,

uma pseudo v a r i ed a d e ou uma m ulti-tri a n g u l a çã o . Daremos mais detalhes sobre

isso no pró ximo capítul o .

P ara abrevia r o có dig o , de�nimos uma série de macros , apresen ta d a s na

listagem 3.2.

V amos agora detalha r a in terface de cada conceito. Dev emos notar que to dos

os requisito s a seguir são basica m en te op eraçõ es de acesso imedia to , p ortan to a

c omplexidade de c ada uma dessas op er açõ es deve ser c onstante .

A listagem 3.3 resume os requerim en to s de um complexo semi-si m p l i ci a l . A

função face_op nada mais é que a v ersão computac i o n a l do op erad o r @

i

, en-
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n a m e s p a c e v g t l {

/ / Dimension typ e

t y p e d e f s t d : : s i z e _ t d i m _ t ;

/ / Simplex descriptor typ e

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t d >

s t r u c t s i m p l e x _ d e s c r i p t o r {

s i m p l e x _ d e s c r i p t o r ( ) ;

s i m p l e x _ d e s c r i p t o r &

o p e r a t o r = ( c o n s t s i m p l e x _ d e s c r i p t o r & s ) ;

b o o l o p e r a t o r < ( c o n s t s i m p l e x _ d e s c r i p t o r & s ) c o n s t ;

b o o l o p e r a t o r = = ( c o n s t s i m p l e x _ d e s c r i p t o r & s ) c o n s t ;

} ;

/ / Simplex iter ator typ e

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t d >

s t r u c t s i m p l e x _ i t e r a t o r {

s i m p l e x _ i t e r a t o r ( ) ;

s i m p l e x _ i t e r a t o r &

o p e r a t o r = ( c o n s t s i m p l e x _ i t e r a t o r & s ) ;

s i m p l e x _ i t e r a t o r & o p e r a t o r + + ( ) ;

s i m p l e x _ d e s c r i p t o r < T , d > o p e r a t o r � ( ) ;

b o o l o p e r a t o r = = ( c o n s t s i m p l e x _ i t e r a t o r & i ) c o n s t ;

} ;

/ / Simplicial Complex tr ait class

t e m p l a t e < c l a s s T >

s t r u c t s c _ t r a i t s {

s t a t i c c o n s t d i m _ t d i m = T : : d i m ;

s t a t i c c o n s t d i m _ t s p l i t _ d i m = T : : s p l i t _ d i m ;

t y p e d e f t y p e n a m e T : : s c _ c a t e g o r y s c _ c a t e g o r y ;

} ;

}

Listagem 3.1: Tip os asso cia d o s .
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# d e f i n e D i m ( T ) v g t l : : s c _ t r a i t s < T > : : d i m

# d e f i n e S i m p l e x ( T , N ) v g t l : : s i m p l e x _ d e s c r i p t o r < T , N >

# d e f i n e V e r t e x ( T ) S i m p l e x ( T , 0 )

# d e f i n e E d g e ( T ) S i m p l e x ( T , 1 )

# d e f i n e F a c e t ( T ) S i m p l e x ( T , D i m ( T ) � 1 )

# d e f i n e C e l l ( T ) S i m p l e x ( T , D i m ( T ) )

# d e f i n e S i m p l e x _ i t ( T , N ) v g t l : : s i m p l e x _ i t e r a t o r < T , N >

# d e f i n e V e r t e x _ i t ( T ) S i m p l e x _ i t ( T , 0 )

# d e f i n e E d g e _ i t ( T ) S i m p l e x _ i t ( T , 1 )

# d e f i n e F a c e t _ i t ( T ) S i m p l e x _ i t ( T , D i m ( T ) � 1 )

# d e f i n e C e l l _ i t ( T ) S i m p l e x _ i t ( T , D i m ( T ) )

# d e f i n e S p l i t D i m ( T ) v g t l : : s c _ t r a i t s < T > : : s p l i t _ d i m

# d e f i n e S p l i t S i m p l e x ( T ) S i m p l e x ( T , S p l i t D i m ( T ) )

Listagem 3.2: Macros auxili a r e s .

/ / SimplicialComplexConcept

S i m p l e x ( T , k � 1 )

f a c e _ o p ( c o n s t T & t , S i m p l e x ( T , k ) s , i n t i ) ;

/ / (0 < k � Dim(T) )

/ / R etorna @

i

s .

v o i d s i m p l i c e s ( c o n s t T & t ,

S i m p l e x _ i t ( T , k ) & s b e g i n ,

S i m p l e x _ i t ( T , k ) & s e n d ) ;

/ / A tualiza p or r efer ência o p ar de iter ador es

/ / (sb e gin, send) p ar a os k -simplexos de T.

b o o l e m p t y ( c o n s t T & t , S i m p l e x ( T , k ) s ) ;

/ / T esta se s r epr esenta um simplexo vazio.

Listagem 3.3: Conceito de Complexo Simpli ci a l .

quan to a função simplices retorna iterado r es para os simple xo s . A função empt y

ap enas testa se um descrito r de simple xo represen ta um simple xo v azio. Como

isso é feito é uma questão de implem en ta çã o , mas, tipicamen te, um descrito r

é represen ta d o in terna m e n te p or um p on teir o ou p or um índice in teiro . Sendo

assim, é razoá v el que um simple xo v azio seja represen ta d o p or um p on teir o n ulo

ou p or um índice in v áli d o , resp ectiv am en te.

Com esses requerim en to s , já é p ossív el esp eci�car algor i tm o s que recup er a m

as relaçõ es de incidên ci a em um complexo . Um primei r o passo é sobreca r r eg a r a

função face_op , a �m de p ermiti r o acesso as faces de qualquer dimensã o , como

se v ê na listagem 3.4.

O algor i tm o para teste de p ertinên ci a exibido na listagem 3.5 simple s m en te

p ercor r e to das as com bin a çõ es v álida s de trás para fren te até encon tra r uma

face do simplexo sg que seja igual a ss . Note como a dimensã o dos simple xo s é

usada em temp o de compil a çã o para o tratamen to de casos esp ecí�cos.
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t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k , d i m _ t l >

S i m p l e x ( T , k � l )

f a c e _ o p ( c o n s t T & t ,

S i m p l e x ( T , k ) s ,

c o n s t a r r a y < d i m _ t , l > & a ) {

c o n s t a r r a y < d i m _ t , l � 1 > & b =

r e i n t e r p r e t _ c a s t < c o n s t a r r a y < d i m _ t , l � 1 > & > ( a [ 1 ] ) ;

r e t u r n f a c e _ o p ( t , f a c e _ o p _ ( t , s , b ) , a [ 0 ] ) ;

}

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k >

S i m p l e x ( T , k � 1 )

f a c e _ o p ( c o n s t T & t ,

S i m p l e x ( T , k ) s ,

c o n s t a r r a y < d i m _ t , 1 > & a ) {

r e t u r n f a c e _ o p ( t , s , a [ 0 ] ) ;

}

Listagem 3.4: Comp os i çã o de op erad o r es de face.

t e m p l a t e < d i m _ t k , d i m _ t l , c l a s s T >

t y p e n a m e e n a b l e _ i f < g r e a t e r _ c < k , l > , b o o l > : : t y p e

i n ( c o n s t T & t ,

S i m p l e x ( T , k ) s g ,

S i m p l e x ( T , l ) s s ) {

a r r a y < i n t , k � l > v ;

f o r ( i n t i = ( l + 1 ) ; i < ( k + 1 ) ; + + i ) v [ i � l � 1 ] = i ;

d o {

i f ( f a c e _ o p ( t , s g , v ) = = s s ) r e t u r n t r u e ;

} w h i l e ( p r e v _ c o m b i n a t i o n ( k + 1 , v . b e g i n ( ) , v . e n d ( ) ) ) ;

r e t u r n f a l s e ;

}

t e m p l a t e < d i m _ t k , d i m _ t l , c l a s s T >

t y p e n a m e e n a b l e _ i f < l e s s e r _ c < k , l > , b o o l > : : t y p e

i n ( c o n s t T & t ,

S i m p l e x ( T , k ) s g ,

S i m p l e x ( T , l ) s s ) {

r e t u r n f a l s e ;

}

t e m p l a t e < d i m _ t k , d i m _ t l , c l a s s T >

t y p e n a m e e n a b l e _ i f < e q u a l _ c < k , l > , b o o l > : : t y p e

i n ( c o n s t T & t ,

S i m p l e x ( T , k ) s g ,

S i m p l e x ( T , l ) s s ) {

r e t u r n s g = = s s ;

}

Listagem 3.5: Incidênci a .
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/ / PureSimplicialComplexConcept

/ / R e�na SimplicialComplexConcept

S i m p l e x ( T , k + 1 )

u p _ s i m p l e x ( c o n s t T & t , S i m p l e x ( T , k ) s ) ;

/ / (0 � k < Dim(T) )

/ / R etorna um k + 1 -simplexo u, tal que @

i

u = s , p ar a

/ / algum i.

b o o l i s _ c u r r e n t ( c o n s t T & t , C e l l ( T ) c ) ;

/ / T esta se c p ertenc e a triangulação c orr ente.

Listagem 3.6: Conceito de Complexo Simpli ci a l Puro.

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k >

t y p e n a m e d i s a b l e _ i f < c e l l _ c < T , k > , C e l l ( T ) > : : t y p e

t o p _ c e l l ( c o n s t T & t , S i m p l e x ( T , k ) s ) {

r e t u r n t o p _ c e l l ( t , u p _ s i m p l e x ( t , s ) ) ;

}

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k >

t y p e n a m e e n a b l e _ i f < c e l l _ c < T , k > , C e l l ( T ) > : : t y p e

t o p _ c e l l ( c o n s t T & t , S i m p l e x ( T , k ) s ) {

r e t u r n s ;

}

Listagem 3.7: T op cell.

A in terface para complexo s puros , listagem 3.6, adicio n a dois no v os requisi-

tos. A função up_simplex ( t , s ) retorna um simplexo u tal que @

i

u = s . Aplican d o

recursi v a m en te essa função, obtemos o algor i tm o top_cell , listado em 3.7. Note

como a informa çã o da dimensã o é usada para parar a recursã o . Já a função

is_curren t testa se uma célula p ertence a malha corren te, conceito útil em v á-

rias situaçõ es .

O conceito de Pseudo v ar i ed a d e, exibido na listagem 3.8, re�na o de complexo

puro, basica m en te com a in tro d u çã o do requisito cells ( t , f ) , que retorna o par

de célula s inciden tes à faceta f . Se a faceta f é inciden te a ap enas uma célula , ou

seja, se f é uma fac eta de b or do , con v ecion a m o s que os dois comp on en tes do par

são iguai s a célula inciden te. A função orien tation ( t , c ) retorna a orien ta çã o da

célula c e as funçõ es mark e mark_set são úteis em algor i tm o s de p ercor r i m en to

do grafo de vizinhan ça de uma pseudo v a r i ed a d e. P ara tornar o có dig o de tais

algor i tm o s mais legív el, de�nimos algum a s funçõ es auxili a r es , constan tes da

listagem 3.9.

Outra op eraç ã o bastan te com um em uma pseudo v a r i ed a d e é a que retorna

para cada célula � , a célula adj

i

� , isto é, a única célula da triang u l a çã o que

compar ti l h a a faceta @

i

� com � . O algor i tm o que implem en ta essa op eraç ã o

aparece na listagem 3.10.
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/ / Pseudomanif oldConcept

/ / R e�na PureSimplicialComplexConcept

p a i r < C e l l ( T ) , C e l l ( T ) >

c e l l s ( c o n s t T & t , F a c e t ( T ) f ) ;

/ / R etorna as c élulas incidentes a f. Se f é uma fac eta

/ / de b or do, (c1,c2)=c el ls(t,f ) ) c1==c2.

i n t o r i e n t a t i o n ( c o n s t T & t , C e l l ( T ) c ) ;

/ / R etorna a orientação de c .

e n u m m a r k _ t y p e { w h i t e _ m a r k , b l a c k _ m a r k , g r a y _ m a r k } ;

m a r k _ t y p e m a r k ( c o n s t T & t , C e l l ( T ) c ) ;

/ / R etorna a c or da c élula c

v o i d m a r k _ s e t ( c o n s t T & t , C e l l ( T ) c , m a r k _ t y p e m ) ;

/ / A tribui a c or m à c élula c

Listagem 3.8: Conceito de Pseudo v ar i ed a d e.

t e m p l a t e < c l a s s T >

v o i d v i s i t ( c o n s t T & t , C e l l ( T ) c e ) {

m a r k _ s e t ( t , c e , b l a c k _ m a r k ) ;

}

t e m p l a t e < c l a s s T >

v o i d u n v i s i t ( c o n s t T & t , C e l l ( T ) c e ) {

m a r k _ s e t ( t , c e , w h i t e _ m a r k ) ;

}

t e m p l a t e < c l a s s T >

b o o l v i s i t e d ( c o n s t T & t , C e l l ( T ) c e ) {

r e t u r n ( m a r k ( t , c e ) ! = w h i t e _ m a r k ) ;

}

Listagem 3.9: Visit.

t e m p l a t e < c l a s s T >

C e l l ( T ) a d j a c e n t ( c o n s t T & t , C e l l ( T ) c e , F a c e t ( T ) f ) {

p a i r < C e l l ( T ) , C e l l ( T ) > c e s = c e l l s ( t , f ) ;

i f ( c e s . f i r s t = = c e ) r e t u r n c e s . s e c o n d ;

e l s e r e t u r n c e s . f i r s t ;

}

t e m p l a t e < c l a s s T >

C e l l ( T ) a d j a c e n t ( c o n s t T & t , C e l l ( T ) c e , i n t i ) {

r e t u r n a d j a c e n t ( t , c e , f a c e _ o p ( t , c e , i ) ) ;

}

Listagem 3.10: A djacen t.
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t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k , c l a s s O u t p u t>

t y p e n a m e d i s a b l e _ i f < f a c e t _ o r _ c e l l _ c < T , k > , v o i d > : : t y p e

s t a r ( c o n s t T & t , S i m p l e x ( T , k ) s , O u t p u t o ) {

q u e u e < C e l l ( T ) > s t ;

q u e u e < C e l l ( T ) > t o _ v i s i t ;

t o _ v i s i t . p u s h ( t o p _ c e l l ( t , s ) ) ;

w h i l e ( ! t o _ v i s i t . e m p t y ( ) ) {

C e l l ( T ) c = t o _ v i s i t . f r o n t ( ) ;

t o _ v i s i t . p o p ( ) ;

i f ( ! v i s i t e d ( t , c ) ) {

s t . p u s h ( c ) ;

v i s i t ( t , c ) ;

f o r ( i n t i = 0 ; i < = D i m ( T ) ; + + i ) {

F a c e t ( T ) f = f a c e _ o p ( t , c , i ) ;

C e l l ( T ) c a = a d j a c e n t ( t , c , f ) ;

i f ( ( ! v i s i t e d ( t , c a ) ) & & i n ( t , f , s ) ) t o _ v i s i t . p u s h ( c a ) ;

}

}

}

w h i l e ( ! s t . e m p t y ( ) ) {

C e l l ( T ) c = s t . f r o n t ( ) ;

s t . p o p ( ) ;

u n v i s i t ( t , c ) ;

� o = c ; + + o ;

}

}

Listagem 3.11: Estrela.

Um exemplo mais complexo de algor i tm o que faz sen tido em pseudo v a r i ed a -

des, mais precisa m en te em malha s conformes , é o que recup er a a estrela de um

dado simplexo (listagem 3.11). Dado um simplexo s , o algor i tmo star executa

uma busca em largu r a no grafo G (st ( s; t )) . O fato deste grafo ser conexo garan te

que o algor i tm o retorna to das as células inciden tes a s .

P or �m, os atribu to s geométri co s básico s dos complexo s simpli ci a s e isosim -

plicia i s p o dem ser acessado s atra v és da in terface exibida na listagem 3.12.

Além dos algor i tm o s já descrito s , implem en ta m o s m uitos outros, inclus i v e

algor i tm o s para criação e alteraçã o de malha s , em particu l a r um algor i tm o gené-

rico para triang u l a çã o de complexo s isosim p l i ci a i s . T ais algor i tm o s necessitam

que o tip o T implem en te outras funçõ es que são resp on s á v ei s p ela criação de ele-

men tos e p ela atuali za çã o de dados . A descriçã o destes requisito s tomaria m uito

temp o, mas não há nenh um segredo . Quem estiv er in teressa d o p o de consul ta r

a do cumen ta çã o esp ecí�ca da bibli o teca .

P or �m, v amos descrev er brev emen te como criar uma estrutura v c param e-

trizá v el p ela dimensã o e que implem en te to dos os requisito s acima. A idéia

básica está descrita na listagem 3.13. Quand o o tip o bs < T , k> (o nome v em de

b asic simplex ) v ai ser instanci a d o , uma série de testes en v olv endo k e Dim ( T )

é efetuada em temp o de compil a çã o , a �m de determin a r que camp os estarão
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/ / Geometrical Requirements

p o i n t < D i m ( T ) , d o u b l e >

e u c l i d e a n _ p o i n t ( c o n s t T & t , V e r t e x ( T ) v ) ;

/ / R etorna as c o or denadas do vértic e v .

i n t s i g n a l ( c o n s t T & t , V e r t e x ( T ) v ) ;

/ / R etorna o signal asso ciado ao vértic e v .

d o u b l e s c a l a r _ v a l u e ( c o n s t T & t , V e r t e x ( T ) v ) ;

/ / R etorna o valor esc alar asso ciado ao vértic e v .

Listagem 3.12: Requisito s geométri co s .

presen tes. P or exemplo, sup on h a que Dim ( T )==3 e k==2 . Como k é diferen te

de 0 , bs < T ,2> con tém o camp o fop ; como k é igual a Dim ( T ) � 1 , bs < T ,2> con tém

o camp o co v . Em resumo , bs < T ,2> tem a seguin te forma:

s t r u c t b s < T , 2 , D a t a > : D a t a < 2 > {

S i m p l e x ( T , 1 ) f o p [ 3 ] ;

S i m p l e x ( T , 3 ) c o v [ 2 ] ;

} ;

Ou seja, um bs < T ,2> con tém referência s para suas três arestas e para as duas

célula s inciden tes , além dos atribu to s presen tes na estrutura Data <2> .

A classe v c p o de agora ser de�nida de mo do a con ter uma seqüência de

v etores de simple xo s (listagem 3.14). Quand o a classe v c < d > v ai ser instanci -

ada, recursi v a m en te são instanci a d a s as classes v c_rep , que con têm v etores de

simple xo s básico s . P ara d ==3 , obtemos a seguin te estrutura:

s t r u c t v c < 3 , D a t a > : D a t a < 4 > {

v e c t o r < b s < v c < 3 , D a t a > , 3 , D a t a > > v c _ r e p < 3 , 3 , D a t a > : : a ;

v e c t o r < b s < v c < 3 , D a t a > , 2 , D a t a > > v c _ r e p < 2 , 3 , D a t a > : : a ;

v e c t o r < b s < v c < 3 , D a t a > , 1 , D a t a > > v c _ r e p < 1 , 3 , D a t a > : : a ;

v e c t o r < b s < v c < 3 , D a t a > , 0 , D a t a > > v c _ r e p < 0 , 3 , D a t a > : : a ;

} ;

Neste caso, utilizam o s o c ontainter v ector para armazen a r os simplexo s , mas

p o derí a m o s ter usado qualquer outro. O c ontainer list , p or exemplo, seria

mais in teressa n te caso a aplica çã o de in teresse en v olv esse deleçõ es de simple xo s .

Ou seja, a escolha do c ontainer dep ende da aplica çã o , o que imp or ta é dar ao

usuár i o lib er d a d e de escolha , man tendo a in terface básica .

3.4 Conclus ão

Em b ora tenhamos adotad o uma ordem lógic a para a apresen ta çã o do con teúdo

deste capítul o , na qual p ercor r em o s o caminh o que desce dos conceitos mate-

máticos abstratos para o concreto m undo dos algor i tm o s e estrutura s de dados ,

temos que admitir que na reali d a d e o caminh o acon teceu quase in teira m en te no

sen tido con trár i o . A motiv ação inicia l era a implem en ta çã o de uma aplica çã o
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t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k >

s t r u c t b s _ f a c e s {

S i m p l e x ( T , k � 1 ) f o p [ k + 1 ] ;

} ;

t e m p l a t e < c l a s s T >

s t r u c t b s _ f a c e s < T , 0 > {

} ;

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k , b o o l t = ( k < ( D i m ( T ) � 1 ) ) >

s t r u c t b s _ u p {

S i m p l e x ( T , k + 1 ) u p ;

} ;

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k >

s t r u c t b s _ u p < T , k , f a l s e > {

} ;

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k , b o o l t = ( k ! = D i m ( T ) ) >

s t r u c t b s _ c e l l {

} ;

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k >

s t r u c t b s _ c e l l < T , k , f a l s e > {

b o o l c u r : 1 ;

b o o l o r i : 1 ;

m a r k _ t y p e m k : 2 ;

s h o r t l v l : 1 6 ;

b s _ c e l l ( ) : c u r ( t r u e ) , m k ( w h i t e _ m a r k ) ,

o r i ( f a l s e ) , l v l ( 0 ) { }

} ;

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k , b o o l t = ( k ! = ( D i m ( T ) � 1 ) ) >

s t r u c t b s _ f a c e t {

} ;

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k >

s t r u c t b s _ f a c e t < T , k , f a l s e > {

C e l l ( T ) c o v [ 2 ] ;

b s _ f a c e t ( ) { } ;

} ;

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k ,

t e m p l a t e < d i m _ t > c l a s s D a t a = e x t r a _ d a t a >

s t r u c t b s : D a t a < k > , b s _ f a c e s < T , k > ,

b s _ c e l l < T , k > , b s _ f a c e t < T , k > , b s _ u p < T , k > {

} ;

Listagem 3.13: Implemen ta çã o .
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t e m p l a t e < d i m _ t d ,

t e m p l a t e < d i m _ t > c l a s s D a t a >

s t r u c t v c ;

t e m p l a t e < d i m _ t k , d i m _ t d ,

t e m p l a t e < d i m _ t > c l a s s D a t a >

s t r u c t v c _ r e p : v c _ r e p < k � 1 , d , D a t a > {

v e c t o r < b s < v c < d , D a t a > , k , D a t a > > a ;

} ;

t e m p l a t e < d i m _ t d ,

t e m p l a t e < d i m _ t > c l a s s D a t a >

s t r u c t v c _ r e p < 0 , d , D a t a > {

v e c t o r < b s < v c < d , D a t a > , 0 , D a t a > > a ;

} ;

t e m p l a t e < d i m _ t d ,

t e m p l a t e < d i m _ t > c l a s s D a t a = e x t r a _ d a t a >

s t r u c t v c : v c _ r e p < d , d , D a t a > , D a t a < d + 1 > {

} ;

Listagem 3.14: Implemen ta çã o .

para visuali za çã o de malha s de tetraedros . Duas in�uênci a s guiar a m a imple-

men tação : de uma parte, a bibli o teca STL nos fez p ensar em uma malha como

um conjun to de c ontainers no qual são armazen a d o s os atribu to s dos simple xo s ;

da outra parte, a maneir a como a bibli o teca Graph Boost relaci o n a as arestas

e v értices de um grafo p or meio de uma in terface funciona l , nos inspi r o u a fazer

o mesmo para os simplexo s da malha . F oi p esquisa n d o a maneir a correta de

fazer isso que descobr i m o s na literatur a o conceito de complexo semi-si m p l i ci a l ,

que se encaixou como uma luv a. Com um p ouco mais de in timid a d e com as

técnicas da progr a m a çã o genéri ca , c hegamo s a estrutura de dados exibida na

listagem 3.13, que é a base para a implem en ta çã o de complexo s semi-si m p l i ci a i s

n -dimensi o n a i s .

A inspi r a çã o para o conceito de complexo isosim p l i c i a l v eio do trabal h o de

T aubin e Ronfard sobre Mo delos Implícitos Simpliciais [35 ]. Nós ap enas enfa-

tizamos a semelha n ça formal en tre complexo s simpli ci a i s e complexo s isosim p l i -

ciais, além de dar um tratamen to mais abstrato. Já o algor i tm o de triang u l a çã o

de complexo s isosim p l i ci a i s foi progr a m a d o inicia l m en te com uma construç ã o

recursi v a mas, p osteri o r m en te, na ten tativ a de justi�car esta construç ã o , desco-

brimo s em [13 ] a construç ã o basead a em reticula d o s .

En tre os trabal h o s an terio r es sobre mo dela g em basead a em complexo s sim-

plicia i s em dimensã o arbitr á r i a destacamo s [28 ]. Diferen temen te da nossa ab or-

dagem, en tretan to, a estrutura de dados apresen ta d a nesse artigo não co di�ca

to das relaçõ es de incidên ci a , mas somen te as relaçõ es de adjacên ci a en tre células .

F ora do m undo simpli ci a l , existem m uitas estrutura s de dados para a mo-

delagem de ob jetos top oló g i co s , den tre as quais citamos a c el l-tupl e de Brisson
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[5 ] e os G -Maps de Lienhard t [17 ]. Seria in teressa n te, em um trabal h o futuro,

aplica r algum a s técnicas de progr a m a çã o genéri ca que utiliza m o s aqui a estas

estrutura s de dados .

A princi p a l ob jeção com resp eito a utiliza çã o de complexo s simpli ci a i s para

a represen ta çã o de ob jetos top oló g i co s reside em sua �v erb osi d a d e� , ou seja, um

grand e n úmero de simple xo s é necessár i o para se represen ta r certos ob jetos,

mesmo em casos b em simples . Isso justi�ca a existência das v árias estrutura s

de dados para complexo s não simpli ci a i s . Enquan to não seja p ossív el refutar

completa m en te essa ob jeção , pretendem o s mostrar que, no caso de complexo s

isosim p l i ci a i s , este probl em a p o de ser ameniza d o com a in tro d u çã o de �defor-

maçõ es� asso ci a d a s ao sup or te de cada isosim p l exo , dando origem ao conceito

de complexo isosim p l i ci a l curvili n ea r . Mas an tes de tratar deste assun to , v amos

discutir no pró ximo capítul o duas razõ es que explicam p or que os complexo s

simpli ci a i s são ainda bastan te usado s , ap esar de to das as ob jeçõ es : sub di vi s ã o

e m ultirr es o l u çã o .
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Capítulo 4

Esque mas de Sub divisão Estela r

F reqüen temen te, seja no estudo das propr i ed a d es top oló g i ca s das malha s , seja

em aplica çõ es , é necessár i o aplica r mo di�caçõ es nas malha s que dimin u a m ou

aumen tem sua complexi d a d e, isto é, a quan tida d e total de simplexo s , mas que

não alterem determin a d a s propr i ed a d es . Um exemplo de tais mo di�caçõ es são

as op er açõ es estelar es . De fato, m uitos dos conceitos da top olo g i a com bin a tó r i a

estão fundamen ta d o s nas op eraç õ es estelares [16 ]. Seja K um complexo sobre o

conjun to de v értices V , K

0

um complexo sobre V

0

= V [ f v g e � um simple xo de

K . A op eraç ã o que transform a K em K

0

, remo v end o st ( � ; K ) e substitui n d o - o

p or v ? @ � ? li n k ( � ; K ) , onde @ � denota o b or do de � , ou seja, o complexo formado

p elas faces própr i a s de � , é denomi n a d a sub divisão estelar e é denotad a p or

K

0

= K ( � ; v ) . A op eraç ã o in v ersa ( � ; v )

� 1

que transform a K

0

em K é c hamad a

fusão estelar . Estas op eraç õ es estão represen ta d a s na �gura 4.1.

V ejamos rapid a m en te como op eraç õ es estelares são utiliza d a s em top olo g i a

com bin a tó r i a . Dois complexo s são estelar e quivalentes se estão relaci o n a d o s

p or uma seqüência de op eraç õ es e stelares. Uma n -b ola estelar é um complexo

estelar equiv alen te a um n -simplexo e uma n -esfer a estelar é um complexo es-

telar equiv alen te ao b ordo de um ( n + 1) -simpl exo . Um complexo simpli ci a l M

é uma varie dade estelar n -dimensional se para cada v értice v 2 M , link ( v ; M )

é uma ( n � 1) -esfera estelar ou uma ( n � 1) -b ola estelar. Um resultad o básico

da teoria estelar, o teorema de Newman, a�rma que se existe um homeom o r -

�smo linear p or partes en tre dois complexo s simpli ci a i s , en tão eles são estelar

equiv alen tes , e vice-v ersa, estab elecen d o assim uma correp o n d ên ci a en tre a te-

oria estelar (mais com bin a tó r i a ) e a linear p or partes (mais geométri ca ), a qual

p ermite o trânsito en tre essas duas ab ord a g en s , de acordo com a con v eniên ci a .

Conseqüen tem en te, o conceito de v arieda d es estelar é essencia l m en te equiv alen te

ao conceito de v arieda d e linear p or partes.

É p ossív el mostrar tam b ém que as propr i ed a d es top oló g i ca s de um complexo

K são preserv a d a s p or op eraç õ es estelares. Em particu l a r , se K é uma malha

conforme, K

0

tam b ém o é.

Esse foi um p equeno resumo da teoria estelar. O nosso ob jetiv o, en tretan to,

é mais prático que teórico. Queremo s de�nir esquemas de sub di vi s ã o com bi-

natóri o s , ou seja, méto dos �automá ti co s � de se propa g a r sub di vi s õ es em uma

38



(a) Sub divi s ã o em uma aresta

(b) Sub divi s ã o em uma faceta

(c) Sub divi s ã o em uma célula

Figur a 4.1: Op eraçõ es estelares aplica d a s em faces de um tetraedro. ( ! ) indica

sub di vi s ã o e (  ), fusão.

malha que se baseiem ap enas em seus dados com bin a tó r i o s . A idéia é usar a

ordem parcia l de�nida no conjun to de v értices da malha para guiar o pro cesso

de sub di vi s ã o . P ara tan to, faz-se necessár i o , primei r a m en te, compati b i l i za r o

item 3 da de�nição de complexo simpli ci a l abstrato (de�nição 3) com a notação

para sub di vi s ã o estelar, o que faremos na pró xima seção.

4.1 Sub divisõ e s estela res o rdenadas

Com relação a notação emprega d a para represen ta r sub di vi s õ es estelares, ainda

que esteja implí ci to que a ordem parcia l en tre os elemen tos de V

0

distin to s de

v seja a mesma que está presen te en tre os elemen tos de V , não �ca claro como

o elemen to adicio n a d o v compar a - s e aos demais . P ara resolv er esta questão,

v amos escrev er K

0

= K ( � ; v )

i

quando for necessár i o explicitar que a ordem dos

elemen tos em V

0

é tal que v é o i -ésimo elemen to em cada uma das células de

st( v ; K

0

) . Essa op eraç ã o é denomi n a d a sub divisão estelar or denada .

V amos consid er a r o efeito de uma sub di vi s ã o estelar ordena d a sobre o com-

plexo K gerado p or uma única célula m -dimensi o n a l � . Seja � uma face n -

dimensi o n a l de � tal que

� [ j

0

; j

1

; : : : ; j

n

] = � .

Da de�nição de sub di vi s ã o estelar, segue que o complexo K

0

= K ( � ; v )

l

consiste
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de n + 1 células

c

0

� ; c

1

� ; : : : ; c

n

� ;

que denomi n a m o s c élulas �lhas da célula � , uma v ez que cada face de dimensã o

n � 1 de @ � dá origem a uma célula de K

0

. Como v o cupa a p osiçã o l em to dos

as células c

i

� e cada faceta @

j

k

� p ertence a um único c

i

� , p o demo s de�nir as

célula s �lhas de tal mo do que a relação

@

l

c

i

� = @

j

n � i

�

seja satisfeita.

A orien ta çã o das células �lhas resulta dessa relação , uma v ez que, para a

orien ta çã o ser consisten te, é necessár i o que

o ( c

i

� )( � 1)

l

= o ( � )( � 1)

j

n � i

.

Assim p o demo s de�nir

o ( c

i

� ) := o ( � )( � 1)

l + j

n � i

.

An tes de prosse g u i r , v amos a um exemplo concreto. Consid er e o complexo

K = h v

0

; v

1

; v

2

; v

3

i + h v

1

; v

2

; v

3

; v

4

i ,

comp os to de duas célula s �

1

= h v

0

; v

1

; v

2

; v

3

i e �

2

= h v

1

; v

2

; v

3

; v

4

i . V amos

calcul a r o complexo K

0

= K ( � ; v )

2

, com � = h v

1

; v

3

i . T emos que

�

1

[1 ; 3] = � e �

2

[0 ; 2] = � ,

p ortan to

c

0

�

1

= h v

0

; v

1

; v ; v

2

i c

1

�

1

= h v

0

; v

2

; v ; v

3

i

c

0

�

2

= h v

1

; v

2

; v ; v

4

i c

1

�

2

= h v

2

; v

3

; v ; v

4

i

e

o ( c

0

�

1

) = ( � 1)

2+3

= � 1 o ( c

1

�

1

) = ( � 1)

2+1

= � 1

o ( c

0

�

2

) = ( � 1)

2+2

= +1 o ( c

1

�

2

) = ( � 1)

2+0

= +1

,

logo

K

0

= �h v

0

; v

1

; v ; v

2

i � h v

0

; v

2

; v ; v

3

i + h v

1

; v

2

; v ; v

4

i + h v

2

; v

3

; v ; v

4

i ,

resultad o co eren te com a �gura 4.2.

Da discuss ã o acima resulta que uma seqüência de op eraçõ es de sub di vi s ã o

� = ( �

1

; v

1

)

l

1

( �

2

; v

2

)

l

2

: : : ( �

q

; v

q

)

l

q

sobre uma malha inicia l K , imp õ e uma hie-

rarqui a en tre as célula s dos complexo s in termed i á r i o s , hierar qu i a que relaci o n a

as célula s sub di vi d i d a s com suas �lhas. P o demos assim asso ci a r a uma ma-

lha inicia l K e a uma seqüência de sub di vi s õ es � , uma função nível lev el ( � )

que mede a profund i d a d e de � na hierar qu i a . A função lev el dev e claram en te

satisfazer as propr i ed a d es

lev el ( � ) = 0 , � 2 K e lev el ( c

i

� ) = lev el ( � ) + 1 .
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v0

v1

v2

v3

v4

(hv1; v3i ; v)2 v0

v1

v2

v3

v4

v

Figur a 4.2: Represen ta çã o grá�ca da op eraç ã o K

0

= K ( � ; v )

2

.

Se � é tal que lev el ( � ) > 0 , en tão existe uma única célula p ( � ) tal que

c

i

p ( � ) = � , para algum i , a qual denomi n a m o s c élula p ai de � . Se lev el ( � ) = 0 ,

v amos con v encio n a r que p ( � ) = ; .

Da mesma forma, lev el ( � ) > 0 impli ca que existe um único v értice w eld ( � ) 2

� tal que w eld ( � ) =2 p ( � ) . O v értice w eld ( � ) é denomi d a d o vértic e de fusão de

� , p ois se quisermo s desfazer a op eraç ã o que sub di vi d i u � , este é o v értice que

dev e ser remo vid o da malha . T am b ém v amos con v encio n a r que w eld ( � ) = ; , se

lev el ( � ) = 0 .

Agora estamos pron to s para de�nir os esquemas de sub di vi s ã o estelar.

4.2 Esquemas de Sub divisão Estela r

Um esquema de sub di vi s ã o estelar é comp os to de dois ingred i en tes: um conjun to

de invariantes c ombinatórios I e um algor i tm o de sub di vi s ã o Subdivide .

Dada uma malha conforme K satisfazend o a I , p ossiv el m en te obtida a partir

de uma seqüência de sub di vi s õ es � , e uma célula � 2 K , Subdivide ( K , � )

efetua uma seqüência de sub di vi s õ e s estelares ( �

1

; v

1

)

l

1

( �

2

; v

2

)

l

2

: : : ( �

q

; v

q

)

l

q

em

K , onde somen te �

q

é face de � , a c hamad a fac e de sub divisão de � , de tal

mo do que a malha resultan te

K

0

= K ( �

1

; v

1

)

l

1

( �

2

; v

2

)

l

2

: : : ( �

q

; v

q

)

l

q

,

b em como cada uma das malha s in termed i á r i a s , tam b ém satisfaça a I . Em

resumo , o algor i tm o Subdivide , a �m de man ter certas propr i ed a d es da malha

in v ari a n tes, propa g a uma seqüência de sub di vi s õ es an tes de sub di vi d i r � .

Como o própr i o nome indica , o conjun to de in v ari a n tes I dev e referir- s e

ap enas a dados com bin a tó r i o s da malha , tais como a ordem parcia l en tre os

v értices e as relaçõ es de adjacên ci a e de hierar qu i a en tre as célula s . O conjun to

I tam b ém p o de con ter relaçõ es en tre �rótulo s � ou �cores� asso ci a d a s as células ,

desde que existam regra s de�nidas sobre como tais ob jetos se comp or ta m com

resp eito à sub di vi s ã o estelar.

Um exemplo típico de in v ari a n te é o que estab elece que células adjacen tes

diferem em um nív el no máximo, isto é,

@

i

� = @

j

! ) j lev el ( � ) � lev el ( ! ) j � 1 . (OneLev el)

Esse in v ari a n te é imp or ta n te p ois assegur a que atribu to s físicos ou geométri co s

asso ci a d o s as células v ariam �sua v emen te� na malha .
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É ób vio que quan to mais �frouxos� forem os in v ari a n tes, mais livres estarão os

algor i tm o s para efetuarem sub di vi s õ es . In v ersamen te, in v ari a n tes rígid o s imp õ e

restriçõ es quan to a seqüência de sub di vi s õ es aplica d a s à malha que, em última

análi s e, resultam em malha s dotada s de regula r i d a d e e simetria .

V amos examinar algum a s restriçõ es desejá v eis aos algor i tmo s de sub di vi -

são. Dizemos que Subdivide é c onsistente se existe uma função split de�nida

na malha que asso ci a a cada célula �

0

uma face split ( �

0

) < �

0

tal que, para

qualquer sub di vi s ã o K

0

( � ; v ) que v enha a ser efetuada duran te a execução de

Subdivide ( K ; � ) ,

�

0

2 st( � ; K

0

) ) split ( �

0

) = � ,

ou seja, to das as células a serem sub di vi d i d a s em uma mesma op eraç ã o estelar

concor d a m sobre a face de sub di vi s ã o . Graças a essa propr i ed a d e, é p ossív el

pro jetar um algoritmo de fusão genéri co Weld ( K ; v ) que remo v e v de K ,

desfazendo aquelas op eraç õ es subseqüen tes a que inseri u v na malha e que de-

p endem de v .

Um algor i tm o consis ten te é alternante se w eld ( � ) 62 split ( � ) para to da célula

� . Isso signi �ca que faces recém criada s não p o dem ser faces de sub di vi s ã o ,

forçando a propa g a çã o da sub di vi s ã o para fora da estrela de split ( � ) .

Com relação a hierar qu i a en tre as células , dizemos que um algor i tmo de

sub di vi s ã o é b alanc e ado se, em qualquer sub di vi s ã o K

0

( � ; v ) que v enha a ser

efetuada duran te a execução de Subdivide ( K ; � ) ,

�

0

; �

00

2 st( � ; K

0

) ) lev el ( �

0

) = lev el ( �

00

) ,

isto é, to das as célula s a serem sub di vi d i d a s estão no mesmo nív el hierár qu i co .

Se in terpr eta r m o s que a função lev el ( � ) mede a qualid a d e da apro xi m a çã o de

atribu to s geométri co s asso ci a d o s as célula s , v eri�camos que a propr i ed a d e acima

está relaci o n a d a a homog en ei d a d e dos atribu to s calcula d o s duran te a propa g a çã o

da sub di vi s ã o .

Final m en te, um algor i tm o de sub di vi s ã o é b ase ado em n -simplexo se a

dimensã o da face de sub di vi s ã o é igual a n . A seguir , v amos examinar dois

esquemas de sub di vi s ã o estelar, cujos algor i tm o s de sub di vi s ã o p ossuem as pro-

prieda d es acima, ou seja, são consisten tes, alterna n tes e balan cea d o s , sendo que

um deles, o esquema de Mitchel l [24 ], é basead o em faceta e o outro, o esquema

de Maub ach [20 ], basead o em aresta. O esquema de Mitc hell é mais fácil de se

en tender, enquan to o de Maubac h é mais sutil. P or isso adotare m o s a estratégia

de descrev er o esquema de Mitc hell com mais detalhe do que o necessár i o , a

�m de iden ti�car exatamen te as etapas críticas da demons tr a çã o da correçã o do

esquema, apro v ei ta n d o em seguid a a mesma estrutura dedutiv a para o caso do

esquema de Maubac h .

4.2.1 Esquema de Mitchell

A idéia básica do esquema de Mitc hell é �divida sempre a face op osta ao `pri-

meiro' v értice�. Rein terp r eta d a em termos de in v ari a n tes da malha , essa idéia

resulta na seguin te de�nição :
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1 t e m p l a t e < c l a s s T >

2 v o i d

3 m i t c h e l l _ s u b d i v i d e ( T & t , C e l l ( T ) c ) {

4 C e l l ( T ) c a = a d j a c e n t ( t , c , 0 ) ;

5 i f ( l e v e l ( t , c a ) < l e v e l ( t , c ) ) m i t c h e l l _ s u b d i v i d e ( t , c a ) ;

6 m i t c h e l l _ f a c e t _ s p l i t ( t , f a c e _ o p ( t , c , 0 ) ) ;

7 }

Listagem 4.1: Algori tm o de Mitc hell

De�nição 8. Uma malha m -dimensional K satisfaz os in v ari a n tes de Mitc hell

se, além da pr oprie d a d e expr essa em (OneL evel), p ar a quaisquer c élulas

adjac entes � e ! , c om @

i

� = @

j

! , valem as se guintes pr oprie da d es:

lev el ( � ) = lev el ( ! ) )

8

<

:

i = 0 = j

ou

i 6= 0 6= j

(Mitc hellA)

lev el ( � ) = lev el ( ! ) + 1 ) i = 0 6= j (Mitc hellB)

Essas condiç õ es p ossuem uma signi �ca d o b em simples . Se de�nirmo s

split ( � ) := @

0

� = � [1 ; 2 ; : : : ; m ] ,

v emos que a primei r a condiç ã o diz que para duas células � e ! adjacen tes de

mesmo nív el, ou split ( � ) = split ( ! ) , ou split ( � ) 62 ! e split ( ! ) 62 � . Já a

segund a condiç ã o diz, como v eremos abaixo , que se a célula de menor nív el !

for sub di vi d i d a em split ( ! ) , uma de suas células �lhas compar ti l h a r á a face de

sub di vi s ã o com � .

É fácil dar exemplos de malha s que satisfazem os in v ari a n tes de Mitc hell.

De fato, dada uma malha K qualquer, é p ossív el efetuar um n úmero �nito de

sub di vi s õ es estelares em K , de mo do a obter uma malha K

0

que satisfaça os

in v ari a n tes de Mitc hell. Basta, p or exemplo, aplica r a op eraç ã o ( � ; v

�

)

0

a to das

as células � 2 K e colo ca r lev el ( �

0

) = 0 , para to das as células �

0

da malha

resultan te K

0

. Mas, dep enden d o da malha K , p o de-s e obter o mesmo efeito

com menos sub di vi s õ es .

O algor i tm o de sub di vi s ã o que explora esses in v ari a n tes está descrito na

listagem 4.1. A idéia é propa g a r sub di vi s õ es da forma (split ( � ) ; v )

0

man tendo

os in v ari a n tes . A seguir , v amos pro v ar três lemas que serão necessár i o s na

demons tr a çã o da correçã o do algor i tm o 4.1.

Lema 1. Seja K uma malha que satisfaz os invariantes de Mitchel l e � ; ! 2 K

duas c élulas adjac entes c om @

i

� = @

j

! . Então

�

lev el ( ! ) � lev el ( � ) , se i = 0

lev el ( ! ) � lev el ( � ) , se i 6= 0 :
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Demonstr ação. Se lev el ( ! ) > lev el ( � ) , en tão, p or (OneLev el), lev el ( ! ) =

lev el ( � ) + 1 . Segue de (Mitc hellB) que i 6= 0 , o que pro v a o primei r o caso.

Se lev el ( ! ) < lev el ( � ) , en tão, p or (OneLev el), lev el ( � ) = lev el ( ! ) + 1 . Segue de

(Mitc hellB) que i = 0 , o que pro v a o segund o caso.

Lema 2. Seja K uma malha c omp osta de uma únic a c élula m -dimensional

! e K

0

= K ( w [1 ; 2 ; : : : ; m ] ; v )

0

. Então as c élulas c

i

! de K

0

, i = 0 ; : : : ; m �

1 , satisfazem as r elaçõ es @

m � i

c

i

! = @

m � i

c

i +1

! , p ar a i = 0 ; : : : ; m � 2 , e

@

m

c

m � 1

! = @

2

c

0

! .

Demonstr ação. Seja w = h x; v

1

; v

2

; : : : ; v

m � 2

; v

m � 1

; v

m

i . Aplican d o a op era-

ção ( w [1 ; 2 ; : : : ; m ] ; v )

0

, obtemos as seguin tes células e relaçõ es em K

0

:

c

0

! = h v ; x; v

1

; v

2

; : : : ; v

m � 2

; v

m � 1

i

c

1

! = h v ; x; v

1

; v

2

; : : : ; v

m � 2

; v

m

i @

m

c

0

w = @

m

c

1

w

c

2

! = h v ; x; v

1

; v

2

; : : : ; v

m � 1

; v

m

i @

m � 1

c

1

w = @

m � 1

c

2

w

.

.

.

.

.

.

c

m � 2

! = h v ; x; v

1

; v

3

; : : : ; v

m � 1

; v

m

i @

2

c

m � 2

w = @

2

c

m � 1

w

c

m � 1

! = h v ; x; v

2

; v

3

; : : : ; v

m � 1

; v

m

i @

m

c

m � 1

w = @

2

c

0

w

e o resultad o segue, p ois nenh um a outra relação de adjacên ci a é p ossív el .

Lema 3. Seja K uma malha c omp osta de duas c élulas m -dimensionais ad-

jac entes � e ! , c om @

i

� = @

j

! , tais que

0 � lev el ( � ) � lev el ( ! ) � 1 .

Então, se K satisfaz os invariantes de Mitchel l, K

0

= K ( w [1 ; 2 ; : : : ; m ] ; v )

0

tamb ém os satisfaz.

Demonstr ação. São três os casos p ossív ei s :

1. lev el ( � ) = lev el ( ! ) e i = 0 = j

Am bas células são dividi d a s , dando orige m às células c

k

� e c

k

! , to das com

mesmo nív el, que, p elo lema an terio r , satisfazem as relaçõ es @

m � k

c

k

! =

@

m � k

c

k +1

! , @

m � k

c

k

� = @

m � k

c

k +1

� , para k = 0 ; : : : ; m � 2 , @

m

c

m � 1

! =

@

2

c

0

! , @

m

c

m � 1

� = @

2

c

0

� . Além dessas relaçõ es , claram en te temos que

@

1

c

k

� = @

1

c

k

! , para k = 0 ; : : : ; m � 1 . T o das essas relaçõ es satisfazem a

(Mitc hellA).

2. lev el ( � ) = lev el ( ! ) e i 6= 0 6= j

! é dividi d a , dando orige m às célula s c

k

! , que, p elo lema an terio r , sa-

tisfazem as relaçõ es @

m � k

c

k

! = @

m � k

c

k +1

! , , para k = 0 ; : : : ; m � 2

e @

m

c

m � 1

! = @

2

c

0

! , que satisfazem (Mitc hellA). T emos tam b ém que

@

i

� = @

0

c

m � j

! , que satisfaz a (Mitc hellB).

3. lev el ( � ) = lev el ( ! ) + 1 e i = 0 6= j

! é dividi d a , dando orige m às célula s c

k

! , que, p elo lema an terio r , sa-

tisfazem as relaçõ es @

m � k

c

k

! = @

m � k

c

k +1

! , , para k = 0 ; : : : ; m � 2

e @

m

c

m � 1

! = @

2

c

0

! , que satisfazem (Mitc hellA). T emos tam b ém que

@

i

� = @

0

c

m � j

! , que satisfaz a (Mitc hellA).
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Em to dos os casos, K

0

satisfaz os in v ari a n tes de Mitc hell.

Recapitul a n d o , o lema 1 diz basica m en te que, para cada célula � em uma

malha Mitc hell, existe no máximo uma célula adjacen te de nív el menor do que

� , justamen te a célula adj

0

� . O lema 2 diz que as células �lhas de uma célula �

satisfazem os in v ari a n tes de Mitc hell ap ós uma sub di vi s ã o . Final m en te, o lema

3, mostra que a in v ari â n ci a p ersis te dep ois de uma sub di vi s ã o , no caso de duas

célula s adjacen tes . Como os in v ari a n tes de Mitc hell estão descrito s em termos

de pares de células adjacen tes, p o demo s usar esses resultad o s para pro v ar que

o algor i tm o de Mitc hell funciona corretam en te.

T eo rema 4. Sejam K uma malha m -dimensional que satisfaz os invariantes

de Mitchel l e � uma c élula de K . Então a malha K

0

r esultante da aplic ação

do algoritmo (4.1) a ( K ; � ) tamb ém satisfaz os invariantes de Mitchel l.

A lém disso, o algoritmo é c onsistente, alternante e b alanc e ado.

Demonstr ação. P or induçã o no nív el de � . Seja l o menor v alor assumi d o p ela

função lev el em K . Se lev el ( � ) = l , segue do lema 1 que lev el ( ! ) = l , com

! = adj

0

� . P ortan to, a recursã o na linha 5 não é efetuada. De (Mitc hellA)

resulta que @

0

� = @

0

! , ou seja, split ( � ) = split ( ! ) . Aplican d o o lema 3 a to dos

os pares de célula s adjacen tes ( �

0

; !

0

) , com !

0

2 st(split ( � ) ; K ) , temos que a

sub di vi s ã o efetuada na linha 6 resulta em uma malha K

0

que satisfaz a tese. Se

lev el ( � ) > l , p o demo s utiliza r o lema 1 e a hip ótese de induçã o na linha 5 para

recair a um caso semelha n te ao inicia l .

4.2.2 Esquema de Maubach

O esquema de Maubac h se origi n o u do estudo da pro cess o de sub di vi s ã o da tri-

angul a çã o canôni ca (tam b ém conheci d a como Co xeter-F reu d en th a l - K u h n [12 ])

de um cub o �p ela maior aresta� (�gura 4.3). A idéia é co di�car a maior aresta

com bin a to r i a l m en te.

De�nição 9. Uma malha m -dimensional K satisfaz os in v ari a n tes de Maubac h

se, além da pr oprie d a d e expr essa em (OneL evel), p ar a quaisquer c élulas

adjac entes � e ! , c om @

i

� = @

j

! e de�nindo t yp e( � ) := m � (lev el ( � )

mo d m ) , valem as se guintes pr oprie d a d es:

lev el ( � ) = lev el ( ! ) )

8

<

:

i = j

ou

f i; j g = f 0 ; t yp e ( ! ) g

(Maubac hA)

lev el ( � ) = lev el ( ! ) + 1 ) i = t yp e( ! ) e j 2 f 0 ; t yp e ( ! ) g (Maubac hB)

Analoga m en te ao esquema de Mitc hell, a in terpr eta çã o dessas condiçõ es está

relaci o n a d a ao compar ti l h a m en to das faces de sub di vi s ã o , no caso ar estas de

sub divisão , en tre células adjacen tes. Se de�nirmo s

split ( � ) := � [0 ; t yp e ( � )] ,
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Figur a 4.3: Propag a çã o da sub di vi s ã o segund o a �maio r aresta�.

v emos que a primei r a condiç ã o diz que para duas células � e ! adjacen tes de

mesmo nív el, ou split ( � ) = split ( ! ) , ou split ( � ) 62 ! e split ( ! ) 62 � . Com efeito,

se split ( � ) é aresta de ! , en tão @

i

� = @

j

! com i 62 f 0 ; t yp e ( � ) g . P ortan to, da

condiç ã o (Maubac hA), resulta que i = j , já que t yp e( � ) = t yp e( ! ) . Assim, � e

! são duas células que diferem ap enas no i -ésimo v értice, com i 62 f 0 ; t yp e ( ! ) g ,

logo split ( � ) = split ( ! ) . Já a segund a condiç ã o diz, como v eremos abaixo , que

se a célula de menor nív el ! for sub di vi d i d a em split ( ! ) , uma de suas célula s

�lhas compar ti l h a r á a face de sub di vi s ã o com � .

Como exemplo de malha s que satisfazem os in v ari a n tes de Maubac h , temos

o seguin te resultad o , cuja demons tr a çã o p osterga r em o s para o �nal desta seção:

a triang u l a çã o canôni ca de um pro du to cartesian o de um n úmero arbitr á r i o de

simple xo s satisfaz os in v ari a n tes de Maubac h .

Dada uma malha m -dimensi o n a l K qualquer, é p ossív el , de maneir a análo g a

ao esquema de Mitc hell, efetuar um n úmero �nito de sub di vi s õ es estelares em

K , de mo do a obter uma malha K

0

que satisfaça os in v ari a n tes de Maubac h .

Uma maneir a de fazer isso é aplica r inicia l m en te a op eraçã o ( � ; v

�

)

m

a to das as

célula s � 2 K , dep ois a op eraç ã o ( � ; v

�

)

m � 1

a to das as facetas � 2 K , e assim

sucessiv a m en te até aplica r a op eraç ã o ( �; v

�

)

1

a to das as arestas � 2 K e colo ca r

lev el ( �

0

) = 0 , para to das as células �

0

da malha resultan te K

0

. Daremos mais

detalhes sobre essa construçã o no �m da seção.

O algor i tmo de sub di vi s ã o de Maubac h , exibido na listagem 4.2, é um p ouco

mais complexo que o de Mitc hell, mas os passos necessár i o s para pro v ar sua

correçã o são bastan te simil a r es , como v eremos a seguir .

Lema 5. Seja K uma malha que satisfaz os invariantes de Maub ach e � ; ! 2

K duas c élulas adjac entes c om @

i

� = @

j

! . Então

�

lev el ( ! ) � lev el ( � ) , se i 62 f 0 ; t yp e ( � ) g

lev el ( ! ) � lev el ( � ) , se i 2 f 0 ; t yp e ( � ) g :

A lém disso, se lev el ( ! ) < lev el ( � ) , então i = t yp e( ! ) .

Demonstr ação. Se lev el ( ! ) > lev el ( � ) , en tão, p or (OneLev el), lev el ( ! ) =

lev el ( � ) + 1 . Segue de (Maubac hB) que i 2 f 0 ; t yp e ( � ) g , o que pro v a o primei r o

caso. Se lev el ( ! ) < lev el ( � ) , en tão, p or (OneLev el), lev el ( � ) = lev el ( ! ) + 1 .
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1 t e m p l a t e < c l a s s T >

2 v o i d

3 m a u b a c h _ s u b d i v i d e ( T & t , C e l l ( T ) c e ) {

4 d i m _ t k = D i m ( T ) � l e v e l ( t , c e ) % D i m ( T ) ;

5 l i s t < C e l l ( T ) > s t ;

6 q u e u e < C e l l ( T ) > t o _ v i s i t ;

7 t o _ v i s i t . p u s h ( c e ) ;

8 w h i l e ( ! t o _ v i s i t . e m p t y ( ) ) {

9 C e l l ( T ) c = t o _ v i s i t . f r o n t ( ) ;

10 t o _ v i s i t . p o p ( ) ;

11 i f ( ! v i s i t e d ( t , c ) ) {

12 v i s i t ( t , c ) ;

13 s t . p u s h _ b a c k ( c ) ;

14 f o r ( i n t i = 0 ; i < = D i m ( T ) ; + + i ) {

15 i f ( ( i = = 0 ) | | ( i = = k ) ) c o n t i n u e ;

16 C e l l ( T ) c a = a d j a c e n t ( t , c , i ) ;

17 i f ( ! v i s i t e d ( t , c a ) ) {

18 i f ( l e v e l ( t , c a ) < l e v e l ( t , c ) ) {

19 m a u b a c h _ s u b d i v i d e ( t , c a ) ;

20 c a = a d j a c e n t ( t , c , i ) ;

21 }

22 t o _ v i s i t . p u s h ( c a ) ;

23 }

24 }

25 }

26 }

27 E d g e ( T ) e = f a c e _ i n d ( t , c e , _ < d i m _ t > ( 0 , k ) ) ;

28 m a u b a c h _ e d g e _ s p l i t ( t , e , k , s t . b e g i n ( ) , s t . e n d ( ) ) ;

29 }

Listagem 4.2: Algori tm o de Maubac h
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Segue de (Maubac hB) que i = t yp e( ! ) , logo i 62 f 0 ; t yp e ( � ) g , o que pro v a a

observ açã o e o segund o caso.

Lema 6. Seja K uma malha c omp osta de uma únic a c élula m -dimensional !

e K

0

= K ( w [0 ; l ] ; v )

l

, c om l > 0 . Então as c élulas c

0

! e c

1

! de K

0

satisfazem

a r elação @

0

c

0

! = @

l � 1

c

1

! .

Demonstr ação. Seja w = h v

0

; v

1

; : : : ; v

m

i . Aplicand o a op eraç ã o ( w [0 ; l ] ; v )

l

,

obtemos as seguin tes célula s e relaçõ es em K

0

:

c

0

! = h v

0

; v

1

; : : : ; v

l � 1

; v ; v

l +1

; : : : ; v

m

i

c

1

! = h v

1

; v

2

; : : : ; v

l

; v ; v

l +1

; : : : ; v

m

i @

0

c

0

w = @

l � 1

c

1

w

e o resultad o segue.

Lema 7. Seja K uma malha c omp osta de duas c élulas m -dimensionais ad-

jac entes � e ! , c om @

i

� = @

j

! , tais que

0 � lev el ( � ) � lev el ( ! ) � 1 .

Então, se K satisfaz os invariantes de Maub ach, K

0

= K ( w [0 ; l ] ; v )

l

, c om

l = t yp e( ! ) , tamb ém os satisfaz.

Demonstr ação. São sete os casos p ossív ei s :

1. lev el ( � ) = lev el ( ! ) e i = j = 0

! é sub di vi d i d a resultan d o nas célula s c

0

! e c

1

! , com @

0

c

0

! = @

l � 1

c

1

! ,

que satisfaz a (Maubac hA). T emos tam b ém que @

0

� = @

l

c

1

! , que satisfaz

a (Maubac hB).

2. lev el ( � ) = lev el ( ! ) e i = j = l

! é sub di vi d i d a resultan d o nas célula s c

0

! e c

1

! , com @

0

c

0

! = @

l � 1

c

1

! ,

que satisfaz a (Maubac hA). T emos tam b ém que @

l

� = @

l

c

0

! , que satisfaz

a (Maubac hB).

3. lev el ( � ) = lev el ( ! ) e i = j = k 62 f 0 ; l g

� e ! são sub di vi d i d a s resultan d o nas célula s c

0

� e c

1

� , com @

0

c

0

� =

@

l � 1

c

1

� , e c

0

! e c

1

! , com @

0

c

0

! = @

l � 1

c

1

! , que satisfazem a (Maubac hA).

T emos tam b ém que @

k

c

0

� = @

k

c

0

! e @

k � 1

c

1

� = @

k � 1

c

1

! , que satisfazem

a (Maubac hA).

4. lev el ( � ) = lev el ( ! ) , i = 0 e j = l

! é sub di vi d i d a resultan d o nas célula s c

0

! e c

1

! , com @

0

c

0

! = @

l � 1

c

1

! ,

que satisfaz a (Maubac hA). T emos tam b ém que @

0

� = @

l

c

0

! , que satisfaz

a (Maubac hB).

5. lev el ( � ) = lev el ( ! ) , i = l e j = 0

! é sub di vi d i d a resultan d o nas célula s c

0

! e c

1

! , com @

0

c

0

! = @

l � 1

c

1

! ,

que satisfaz a (Maubac hA). T emos tam b ém que @

l

� = @

l

c

1

! , que satisfaz

a (Maubac hB).
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6. lev el ( � ) = lev el ( ! ) + 1 , i = l e j = 0

! é sub di vi d i d a resultan d o nas célula s c

0

! e c

1

! , com @

0

c

0

! = @

l � 1

c

1

! ,

que satisfaz a (Maubac hA). T emos tam b ém que @

l

� = @

l

c

1

! , que satisfaz

a (Maubac hA).

7. lev el ( � ) = lev el ( ! ) + 1 , i = l e j = l

! é sub di vi d i d a resultan d o nas célula s c

0

! e c

1

! , com @

0

c

0

! = @

l � 1

c

1

! ,

que satisfaz a (Maubac hA). T emos tam b ém que @

l

� = @

l

c

0

! , que satisfaz

a (Maubac hA).

Em to dos os casos, K

0

satisfaz os in v ari a n tes de Maubac h .

De mo do simil a r ao esquema de Mitc hell, p o demo s aplica r os lemas acima

na demons tr a çã o da correçã o do algor i tm o de sub di vi s ã o de Maubac h . O único

detalhe adicio n a l é que, neste caso, a hip ótese da malha K ser conforme é impres -

cindív el , já que o algor i tm o de Maubac h em bute impli ci ta m en te o p ercor r i m en to

da estrela da aresta de sub di vi s ã o .

T eo rema 8. Sejam K uma malha m -dimensional que satisfaz os invariantes

de Maub ach e � uma c élula de K . Então a malha K

0

r esultante da aplic ação

do algoritmo (4.2) a ( K ; � ) tamb ém satisfaz os invariantes de Maub ach.

A lém disso, o algoritmo é c onsistente, alternante e b alanc e ado.

Demonstr ação. P or induçã o no nív el de � . Seja l o menor v alor assumi d o p ela

função lev el em K . Se lev el ( � ) = l , segue do lema 5 que células adjacen tes a � e

que compar ti l h a m a aresta de sub di vi s ã o � = � [0 ; t yp e ( � )] tam b ém têm nív el l .

P ortan to, a recursã o na linha 19 não é executada, e o lo op en tre as linha s 8 � 26

nada mais faz que p ercor r er a estrela de � e armazen á - l a na lista st . Aplican d o

o lema 7 a to dos os pares de célula s adjacen tes ( �

0

; !

0

) , com !

0

2 st( �; K ) , temos

que a sub di vi s ã o efetuada na linha 28 resulta em uma malha K

0

que satisfaz

a tese. Se lev el ( � ) > l , p o demo s utilizar o lema 5 e a hip ótese de induçã o na

linha 19 para recair a um caso semelha n te ao inicia l .

V amos retomar o tema das malha s que satisfazem os in v ari a n tes de Maubac h .

An tes de pro v ar o teorema 9, v amos de�nir o que en tendemo s p or triang u l a çã o

canôni ca de um pro du to de simplexo s . Dados n simple xo s

�

m

1

= h v

1

0

; : : : ; v

1

m

1

i ;

�

m

2

= h v

2

0

; : : : ; v

2

m

2

i ;

: : :

�

m

n

= h v

n

0

; : : : ; v

n

m

n

i ;

o conjun to de v értices V do pro du to cartesian o � = �

m

1

� � � � � �

m

n

, é formado

p elos v értices v

L

, com L = ( L

1

; : : : ; L

n

) 2 P , onde

P = f 0 ; : : : ; m

1

g � f 0 ; : : : ; m

2

g � � � � � f 0 ; : : : ; m

n

g ,

tal que

v

L

= ( v

1

L

1

; v

2

L

2

; : : : ; v

n

L

n

) .
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Consid er e agora o conjun to L de to dos os c aminhos monónotonos L =

L

0

L

1

: : : L

s

sobre o reticula d o P , com s = m

1

+ : : : + m

n

, ou seja, cada L

q

=

( L

1

q

; : : : ; L

n

q

) é tal que L

0

= (0 ; : : : ; 0) , L

s

= ( m

1

; : : : ; m

n

) e L

q +1

= L

q

+ J ,

onde to das as en trada s de J são n ulas , exceto uma que v ale 1.

O complexo T r (�) é de�nido sobre V de mo do que exista uma bijeção en tre

os caminh o s de L e as célula s de T r (�) , bijeção esta que asso ci a o caminh o

L

0

L

1

: : : L

s

2 L à célula

h v

L

0

; v

L

1

; : : : ; v

L

s

i 2 T r (�) .

Este complexo T r (�) , en tão, represen ta a triangulação c anônic a de � .

(a) �

1

� �

2

(b) �

1

� �

1

� �

1

Figur a 4.4: Pro duto s de simplexo s .

T eo rema 9. Seja T r (�) uma malha que r epr esenta a triangulação c anônic a do

pr o duto de n simplexos � = �

m

1

� �

m

2

� : : : � �

m

n

. Então, p ar a quaisquer

c élulas � ; ! 2 T r (�) ,

@

i

� = @

j

! ) i = j .

Em p articula r , T r (�) satisfaz os invariantes de Maub ach.

Demonstr ação. Uma propr i ed a d e básica da construçã o acima é que para to da

célula � 2 T r (�) ,

� [ j ] = v

L

, j L j = j .

Sejam � ; ! 2 T r (�) duas células adjacen tes , com

� = h v

L

0

; : : : ; v

L

s

i e ! = h v

L

0

0

; : : : ; v

L

0

s

i ,

tais que @

i

� = h v

L

00

0

; : : : ; v

L

00

s � 1

i = @

j

! . En tão existe um único k 2 f 0 ; : : : ; s g tal

que k 62 fj L

00

0

j ; : : : ; j L

00

s � 1

jg . P ortan to, j L

i

j = k = j L

0

j

j , logo i = k = j . Note que

k 62 f 0 ; s g , visto que para to da célula � 2 T r (�) , � [0 ; s ] = h v

(0 ;::: ; 0)

; v

( m

1

;::: ;m

n

)

i .

O outro probl em a que dev emos tratar é como transform a r uma malha ar-

bitrár i a K em uma malha que satisfaz os in v ari a n tes de Maubac h . P ara tan to,
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v amos inicia l m en te consid er a r como obter a sub divisão b aric êntric a de K atra-

v és da aplica çã o de sub di vi s õ es estelares. Dep ois pro v ar em o s que a sub di vi s ã o

baricê n tr i ca de K assim obtida satisfaz os in v ari a n tes de Maubac h .

A de�nição usual da sub di vi s ã o baricên tr i ca B ( � ) de um simple xo � é in-

dutiv a: se d ( � ) = 0 , en tão B ( � ) = � ; se d ( � ) = n , encon tre B ( @

i

� ) para cada

0 � i � n e tome B ( � ) igual ao complexo v

�

? [

n

i =0

B ( @

i

� ) . Se adotar m o s

a ordem parcia l em B ( � ) na qual v

�

é o n -ésimo v értice de qualquer célula

� 2 B ( � ) , temos que

� = h v

�

0

; v

�

1

; : : : ; v

�

n

i ,

com �

n

= � , �

j � 1

< �

j

e d ( �

j

) = j . Recipro ca m e n te, to da seqüência de faces

�

0

< �

1

< : : : < �

n

, com �

n

= � e d ( �

j

) = j , dá origem a uma célula � de

B ( � ) .

O mesmo efeito p o de ser obtido p or uma seqüência de sub di vi s õ es , basta

tomar

B ( � ) = � ( � ; v

�

)

n

Y

�

n � 1

<�

d ( �

n � 1

)= n � 1

( �

n � 1

; v

�

n � 1

)

n � 1

: : :

Y

�

1

<�

d ( �

1

)=1

( �

1

; v

�

1

)

1

.

P ara estender a sub di vi s ã o baricê n tr i ca a um complexo K , é su�cien te aplica r

as sub di vi s õ es sobre to das os simple xo s de K , na ordem correta:

B ( K ) = K

Y

�

n

2 K

d ( �

n

= n )

( �

n

; v

�

n

)

n

Y

�

n � 1

2 K

d ( �

n � 1

)= n � 1

( �

n � 1

; v

�

n � 1

)

n � 1

: : :

Y

�

1

2 K

d ( �

1

)=1

( �

1

; v

�

1

)

1

.

P o demos agora en uncia r o resultad o desejado .

T eo rema 10. Seja K uma malha n -dimensional. Então, p ar a quaisquer c é-

lulas � ; ! 2 B ( K ) ,

@

i

� = @

j

! ) i = j .

Em p articula r , B ( K ) satisfaz os invariantes de Maub ach.

Demonstr ação. Uma propr i ed a d e básica da construçã o acima é que para to da

célula � 2 B ( K ) ,

� [ j ] = v

�

, d ( � ) = j .

Sejam � ; ! 2 B ( K ) duas células adjacen tes, com

� = h v

�

0

; : : : ; v

�

n

i e ! = h v

�

0

0

; : : : ; v

�

0

n

i ,

tais que @

i

� = h v

�

00

0

; : : : ; v

�

00

n � 1

i = @

j

! . En tão existe um único k 2 f 0 ; : : : ; n g tal

que k 62 f d ( �

00

0

) ; : : : ; d ( �

00

n � 1

) g . P ortan to, d ( �

i

) = k = d ( �

0

j

) , logo i = k = j .

4.2.3 Asp ectos geométricos

O tratamen to que demos aos esquemas de sub di vi s ã o estelar foi, até aqui, pu-

ramen te com bin a tó r i o , mas ob viamen te os asp ectos geométri co s tam b ém são

relev an tes. V amos, p ortan to , descrev er brev emen te um resultad o , devido a
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(a) Célula ini ci a l (b) Sub divi s ã o bari cên tri ca

(c) Encolhendo as células (d) Remo v endo a estrela de um

v értice

Figur a 4.5: Sub divis ã o baricê n tr i ca . Na �gura (d) �ca claro que cada célula

n -dimensi o n a l �ca dividi d a em n + 1 hip erc u b o s com bin a tó r i o s n -dimensi o n a i s

Maubac h , sobre as propr i ed a d es geométri ca s do esquema que lev a seu nome,

além de discutir algun s outras questõ es de caráter geométri co .

Seja C

n

= [0 ; 1]

n

o hip er cub o n -dimensional e T r ( C

n

) sua triang u l a çã o

canôni ca . Consid er e uma malha M obtida a partir de um seqüência de apli-

caçõ es do algor i tm o de Maubac h tal que as arestas são sub di vi d i d a s sempre

em seus p on tos médios , ou seja, M = M

m

onde M

0

= T r ( C

n

) , cujas célula s

p ossuem nív el 0 , e

M

i +1

= Ma uba chSubdivide ( M

i

; �

i

) ;

com �

i

é uma célula qualquer de M

i

.

O resultad o de Maubac h diz que se t yp e( � ) = t yp e( ! ) para duas célula s

� ; ! 2 M , en tão � e ! são semelha n tes , ou seja, existe uma transform a çã o

de semelha n ça que lev a � a ! . Resulta, p ortan to , que existem no máximo n

tip os diferen tes de célula s em M , a menos de semelha n ça s . A demons tr a çã o

origi n a l de Maubac h é um tan to in trinca d a , p or isso esb o çar em o s a seguir uma

demons tr a çã o mais simple s , utiliza n d o os resultad o s com bin a tó r i o s da seção

an terio r .

Fixada uma dimensã o n , v amos de�nir n simple xo s n -dimensi o n a i s

�

i

= h p

i; 0

; p

i; 1

; : : : ; p

i;n

i ;
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onde p

i;j

2 R

n

, p

n; 0

= 0 e p

n;j +1

= p

n;j

+ e

j +1

, e

p

i � 1 ;j

=

�

p

i;j

,se j 6= i

p

i;j

2

,se j = i :

Se um simple xo ! = h q

0

; : : : ; q

n

i é semelha n te ao simple xo �

i

de tal mo do que

a transform a çã o de semelha n ça S : R

n

! R

n

satisfaz a condiç ã o S ( q

j

) = p

i;j

,

dizemos que gt yp e ( ! ) = i .

O fato geométri co essencia l relativ o aos simple xo s �

i

p o de ser assim resu-

mido: se ! é um simple xo tal que gt yp e ( ! ) = l , en tão os dois simple xo s c

0

! e

c

1

! obtido s p ela op eraç ã o estelar

! ( ! [0 ; l ] ;

! [0] + ! [ l ]

2

)

l

;

satisfazem gt yp e ( c

0

! ) = gt yp e ( c

1

! ) = l

0

, onde l

0

= l � 1 se l 6= 1 e l

0

= n

se l = 1 . A demons tr a çã o deste fato é tediosa, mas a idéia é simple s . Segue

facilmen te da de�nição que c

0

�

i

= �

i � 1

, se i 6= 1 e que c

0

�

1

=

�

n

2

, onde

�

n

2

denota um escalam en to de fator

1

2

de �

n

. P or outro lado, ap ós a transla çã o que

lev a o v értice inseri d o à orige m , c

1

�

i

é lev ado em c

0

�

i

p or uma re�exão seguid a

de uma p erm utaçã o . Comp on d o as transform a çõ es na ordem correta, c hega-se

ao resultad o desejado .

O teorema de Maubac h �cará demons tr a d o se pro v ar m o s , para to da célula �

de uma malha M obtida da malha T r ( C

n

) p or uma seqüência de aplica çõ es do

algor i tm o de Maubac h , que t yp e( � ) = gt yp e ( � ) . Mas isso segue facilmen te do

fato acima p or induçã o no n úmero k de sub di vi s õ es . De fato, se k = 0 , t yp e( � ) =

n para to das as células , p ois M = T r ( C

n

) é a malha inicia l , e gt yp e ( � ) = n ,

p ois uma simple s p erm utaçã o de co ord en a d a s lev a � a �

n

. Se k > 0 , temos que

M = M

0

( � ; v ) onde to das as célula s que serão sub di vi d i d a s p ossuem o mesmo

nív el, já que o algor i tm o de sub di vi s ã o é balan cea d o . Logo t yp e( � ) = l para

to das as células � na estrela de � . Aplican d o a hip ótese de induçã o , temos que

gt yp e ( � ) tam b ém é igual a l . Segue da propr i ed a d e geométri ca mencion a d a no

parág r a fo an terio r que a tese se v eri�ca ap ós a sub di vi s ã o .

A demons tr a çã o dada p or Maubac h é mais complexa p orque ele exib e expli-

citamen te as transform a çõ es de semelha n ça , informa çã o que p o de ser útil tan to

na teoria quan to em aplica çõ es . P or exemplo, é p ossív el usar essas transform a -

çõ es para calcula r as co orde n a d a s dos v értices de uma célula sob demand a , ao

in v és de armazen á - l a s como atribu to s dos v értices.

Em b ora o critério de sub di vi s õ es de arestas no p on to médio resulte em uma

malha bastan te simétrica , em algum a s aplica çõ es é necessár i o relaxar essa con-

dição. Sem pretender esgotar as p ossib i l i d a d es , exibimos na �gura 4.6 três

outros critério s de sub di vi s ã o de aresta. No primei r o , uma repara m etr i za çã o de

co ord en a d a s em cada eixo distorce a triang u l a çã o . No segund o , a sub di vi s ã o

p o de o corr e r em qualquer p on to da aresta, não ap enas em seu p on to médio. No

último critério , o v értice inseri d o p o de estar em qualquer p on to, desde que a

malha não se dobre sobre si mesma.
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(a) Divi s ã o ao meio (b) Divi s ã o ao meio, mas com

reparametrização em cada eixo

(c) Divi s ã o em qual q u er p on to

ao longo da aresta

(d) Divi s ã o arbi trá r i a

Figur a 4.6: Critério s geométri co s para sub di vi s ã o . Note que to das as triang u -

laçõ es são com bin a to r i a l m en te equiv alen tes

4.3 Interface

Como vimos nas seçõ es an terio r es , a aplica çã o de sub di vi s õ e s estelares induz

uma hierar qu i a en tre as células das malha s in termed i á r i a s . Em algum a s apli-

caçõ es, é in teressa n te guard a r to da a hierar qu i a , de mo do que a resolu çã o da

malha p ossa ser a justada segund o algum critério adaptati v o . Nosso ob jetiv o

nesta seção é form ula r um conceito que una as idéias de m ultire s o l u çã o e de

sub di vi s ã o estelar. An tes, con tudo , precisa m o s de algum a s de�niçõ es .

Seja ( C ; < ) um conjun to parcia l m en te ordena d o . Dados c; c

0

2 C , diremo s

c � c

0

se c < c

0

e não existe nenh um outro c

00

2 C tal que c < c

00

< c

0

. Um

elemen to c 2 C é minimal se c � c

0

para to do c

0

2 C . Um elemen to minim a l

único é denomi n a d o mínimo . Elemen tos maximais e elemen to máximo são

de�nidos analo g a m en te.

De�nição 10. Uma m ulti-tri a n g u l a çã o estelar n -ária ( n -MT, abr eviadamente)

é um c onjunto p ar cialmente or denado ( T ; < ) , onde T é um c onjunto �nito

de malhas c onformes e a or dem < satisfaz:

1. Dadas K ; K

0

2 T , K � K

0

se, e somente se, K

0

= K ( � ; v ) , p ar a algum

simplexo ( n � 1) -dimensional � de K ;
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2. Existe uma malha mínima e uma malha máxima em T , chamadas

malha inicial e malha �nal, r esp e ctivamente.

A propr i ed a d e 2 diz que uma n -MT é, de fato, um r eticulado , p ortan to

um n -MT p o de ser p ensad a como um grafo dirig i d o acíclico , com uma fon te e

um dreno, cujas arestas estão rotula d a s p or sub di vi s õ es estelares em simple xo s

( n � 1) -dimen s i o n a i s .

Uma n -MT é comp os ta de v árias malha s , relaci o n a d a s en tre si p or op eraç õ es

estelares. Mas isso não signi �ca que dev amos represen ta r cada malha separa d a -

men te, uma v ez que as malha s compar ti l h a m m uitos de seus simple xo s . Nossa

ab ord a g em é represen ta r to das as malha s em um único grand e complexo simpli -

cial, com um sub-com p l exo represen ta n d o a malha corren te. F unçõ es adicio n a i s

co di�cam as relaçõ es hierár qu i ca s en tre as células e as relaçõ es estelares en tre

o ( n � 1) -simpl exo sub di vi d i d o e o v értice inseri d o . Essas funçõ es extras são

su�cien tes para se implem en ta r as transiçõ es en tre malha s no reticula d o .

A in terface computac i o n a l exibida na listagem 4.3 resume os requisito s que

dev em ser acrescen ta d o s ao conceito de pseudo v a r i ed a d e para se lidar com m ulti-

triang u l a çõ es estelares. As funçõ es paren t e c hild p ermitem a na v egaçã o p ela

hierar qu i a de célula s . Elas tam b ém p ermitem descobr i r se uma célula p ertence

a malha inicia l , caso sua ela tenha o simple xo v azio como pai, ou se p ertence a

malha �nal, caso to das suas célula s �lhas sejam o simplexo v azio. As funçõ es

split_v ertex e split_simplex registr a m as sub di vi s õ e s estelares e, simil a r m en te,

testando-s e o v alor de retorno com o simple xo v azio, p ermitem descobr i r se

um v értice p ertence a malha inicia l , caso não tenha sido origi n a d o de nenh um a

sub di vi s ã o , e se um ( n � 1) -simpl exo foi ou não dividi d o . A função lev el retorna

o nív el da célula na hierar qu i a . Ela p o de ser implem en ta d a atra v és de um

algor i tm o que sob e na hierar qu i a de células , ou como uma simple s função de

acesso a um atribu to asso cia d o às células . Final m en te, a função is_curren t , já

descrita em outro conceito, é utiliza d a para determin a r a malha corren te.

A implem en ta çã o do conceito n -MT utiliza as mesmas técnicas descritas no

capítul o an terio r (con�ra a listagem 4.4). A estrutura ms , que represen ta um

simple xo em uma n -MT, p ossui um parâm etr o extra que indica a dimensã o

do simple xo de sub di vi s ã o . Os dados adicio n a i s são justamen te os necessár i o s

satisfazer os requisito s descrito s no parág r a fo an terio r .

4.4 Conclus ão

A motiv ação inicia l p or trás dos resultad o s deste capítul o era a extensão para

malha s de tetraedro s do trabal h o de V elho e Gomes sobre malha s hierár qu i ca s

de triâng u l o s [37 ]. P esquisan d o na literatur a , descobr i m o s que as op eraç õ es es-

telares descrita s em [1 ] e [16 ] p o der i a m servir de fundação para tal extensão, não

só para o caso de malha s de tetraedros , como tam b ém no caso n -dimensi o n a l .

A o mesmo temp o, estudand o a no ção de m ulti-tr i a n g u l a çã o da �escola de Gê-

no v a� [10 ], v eri�camos que p o derí a m o s substitui r as alteraçõ es lo cai s , p orém

arbitr á r i a s , p or op eraç õ es estelares, sem grand e p erda de expressivi d a d e, mas

com grand e simpli �ca çã o em termos de estrutura s de dados e implem en ta çã o .
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/ / Mul tiTriangula tionConcept

/ / R e�na Pseudomanif oldConcept

C e l l ( T )

c h i l d ( c o n s t T & t , C e l l ( T ) c , i n t i ) ;

/ / R etorna a i -ésima c élula �lha de c.

C e l l ( T )

p a r e n t ( c o n s t T & t , C e l l ( T ) c ) ;

/ / R etorna a c élula p ai de c.

S p l i t S i m p l e x ( T )

s p l i t _ s i m p l e x ( c o n s t T & t , V e r t e x ( T ) v ) ;

/ / R etorna o simplexo s que foi dividido p ela

/ / op er ação ( s; v ) .

V e r t e x ( T )

s p l i t _ v e r t e x ( c o n s t T & t , S p l i t S i m p l e x ( T ) s ) ;

/ / R etorna o vértic e v que foi inserido p ela

/ / op er ação ( s; v ) .

i n t l e v e l ( c o n s t T & t , C e l l ( T ) c ) ;

/ / R etorna o nível de c.

Listagem 4.3: Multi-tria n g u l a çã o .

Essa p esquisa gerou como resultad o o artigo [7 ], onde se encon tra a de�nição

de multi-triangula çã o binária , a qual genera l i za m o s na de�nição 10 deste ca-

pítulo .

Mas ha via ainda um detalhe que não esta v a claro . No trabal h o de V elho e

Gomes, a escolha da aresta de sub di vi s ã o ob edeci a ao critério da �aresta op osta

ao primei r o v értice�, que atribu í m o s a Mitc hell [24 ], mas que, pro v a v elm en te,

já fazia parte da tradiçã o em v árias áreas da matemática, sendo que o própr i o

Mitc hell faz referência s a um trabal h o an terio r de Sew ell [32 ]. O fato é que esse

critério puram en te com bin a tó r i o funciona b em para sub di vi s ã o de arestas em

malha s de triâng u l o s , mas não p ossui a um genera l i za çã o ób via para malha s n -

dimensi o n a i s . F oi Maubac h em [20 ] que tev e o insight de buscar a genera l i za çã o

na triang u l a çã o CFK do cub o n -dimensi o n a l .

Nosso con trib u i çã o foi simple s m en te dar um tratamen to mais com bin a tó -

rio, basead o em op eraç õ es estelares ordena d a s , ao critério de Maubac h . Com

essa separa çã o en tre geometri a e com bin a tó r i a , foi p ossív el iden ti�car certos in-

v arian tes do algor i tm o de Maubac h e, conseqüen tem en te, condiç õ es su�cien tes

sobre as malha s de en trada para que o algor i tm o funcione , que deram orige m

aos teoremas 9 e 10.

Uma direçã o de p esquisa futura é buscar no v os esquemas de sub di vi s ã o este-

lar, seguin d o a receita de Maubac h , ou seja, estudar as propr i ed a d es geométri ca s

de uma triang u l a çã o altamen te simétrica e daí extrair critério s com bin a tó r i o s .

Outra p ossib i l i d a d e é p ermiti r que as op eraç õ e s estelares p ossam o corr er em
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t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k , b o o l t = ( k ! = D i m ( T ) ) >

s t r u c t m s _ h i e r {

} ;

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k >

s t r u c t m s _ h i e r < T , k , f a l s e > {

C e l l ( T ) c h i l d [ S p l i t D i m ( T ) + 1 ] ;

C e l l ( T ) p a r e n t ;

m s _ h i e r ( ) { }

} ;

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k , b o o l t = ( k ! = S p l i t D i m ( T ) ) >

s t r u c t m s _ s p l i t {

} ;

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k >

s t r u c t m s _ s p l i t < T , k , f a l s e > {

V e r t e x ( T ) s p l i t ;

m s _ s p l i t ( ) { }

} ;

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k >

s t r u c t m s _ v e r t e x {

} ;

t e m p l a t e < c l a s s T >

s t r u c t m s _ v e r t e x < T , 0 > {

S p l i t S i m p l e x ( T ) s p l i t ;

m s _ v e r t e x ( ) { }

} ;

t e m p l a t e < c l a s s T , d i m _ t k ,

t e m p l a t e < d i m _ t > c l a s s D a t a = e x t r a _ d a t a >

s t r u c t m s : b s < T , k , D a t a > , m s _ h i e r < T , k > ,

m s _ s p l i t < T , k > , m s _ v e r t e x < T , k > {

} ;

Listagem 4.4: Implemen ta çã o .
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simple xo s de qualquer dimensã o .

Esquemas de sub di vi s ã o geralm en te são emprega d o s jun tamen te com méto-

dos de in terp o l a çã o para se obter b oas apro xi m a çõ es de uma função f : U ! R

dada. A idéia é usar o esquema de sub di vi s ã o para sub di vi d i r o domín i o U

adaptati v a m en te e, em seguid a , construi r uma função f : U ! R que apro xi m a

b em a função f atra v és do méto do de in terp o l a çã o . O critério de apro xi m a çã o

geralm en te en v olv e algum a norma no espaço de funçõ es de in teresse. No pró-

ximo capítul o v amos estudar um méto do de in terp o l a çã o diferen te do usual , no

qual não estamos in teressa d o s em minim i za r o erro de apro xi m a çã o , mas em

garan ti r que a top olo g i a das curv as de nív el de f seja preserv a d a .
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Capítulo 5

Difeo m o r�smo s Simplici ais

Complexo s simpli ci a i s prov êem ap enas apro xi m a çõ es linear es de ob jetos grá-

�cos. Mas as de�niçõ es de simple xo e complexo simpli ci a l p o dem ser esten-

didas a �m de fornecer apro xi m a çõ e s mais sua v es. Um simplexo curviline ar

p -dimensional é um conjun to � � R

m

difeomor fo ao simple xo p -dimen s i o n a l

padrã o �

p

, ou seja, � = X (�

p

) , onde X é um difeomor �sm o . As faces de �

são as imagen s p or X das faces de �

m

. Um c omplexo simplicial curviline ar

é en tão de�nido de maneir a análo g a a um complexo simpli ci a l , substitui n d o - s e

o termo �simpl exo � p or �simpl exo curvili n ea r � .

Existe uma v asta literatur a na área de mo dela g em sobre complexo s simpli -

ciais curvili n ea r es para o caso de X ser uma função p olin o m i a l ou p olin o m i a l

p or partes, mas em geral é difícil obter condiç õ es su�cien tes simple s sobre os

co e�cien tes dos p olin ô m i o s (os �p on tos de con trol e� ) de mo do a assegur a r que X

seja de fato um difeomor �sm o . A�nal, se p or um lado não é p ossív el pro v ar que

X é um difeomor �sm o observ an d o ap enas seu comp or ta m en to lo cal , p or outro

a análi s e globa l é di�cultad a p ela lib erd a d e que o espaço am bien te oferece para

que � se deforme.

Mas o que p o de ser dito de sobre os complexo s isosim p l i ci a i s ? Nosso ob jetiv o

nesse capítul o é encon tra r uma de�nição razoá v el para idéia de complexo s iso-

simpli ci a i s curvili n ea r es . A primei r a vista, p o der í a m o s simple s m en te substitui r

�simpl exo � p or �simpl exo curvili n ea r � na de�nição de complexo isosim p l i ci a l ,

mas isso nos lev aria ao mesmo probl em a citado no parág r a fo an terio r . Nossa

idéia é imp or restriçõ es às funçõ es X de mo do que seja p ossív el pro v ar que

elas são difeomor �sm o s anali s a n d o ap enas seu comp or ta m en to lo cal. Surpreen -

den temen te, essa análi s e para X p olin o m i a l p ossib i l i ta a deriv açã o de algum a s

condiç õ es su�cien tes simple s para que X seja um difeomor �sm o .

5.1 F unçõ es simplicialme n te inva riantes

Nossa ab ord a g em para de�nir uma v ersão curvili n ea r dos complexo s isosim p l i -

ciais tem início com o estudo das aplica çõ es de um complexo nele mesmo que

preserv a m a relação de p ertinên ci a a um simple xo .
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De�nição 11. Seja K um c omplexo simplicial e X : j K j ! j K j uma fun-

ção c ontínua. Dizemos que X é simpli ci a l m en te in v ari a n te c om r esp eito ao

c omplexo K , ou, mais br evemente, que X é K -in v ar i a n te , se, p ar a to do

simplexo � 2 K , X ( � ) � � .

Em particu l a r , os v értices de K são deixado s �xos p or X . A função iden ti-

dade em j K j é um exemplo trivial de função simpli ci a l m en te in v ari a n te. Além

disso, a comp os i çã o de funçõ es K -in v ar i a n tes tam b ém é claram en te K -in v ar i a n te.

A primei r a propr i ed a d e notá v el das funçõ es simpli ci a l m en te in v ari a n tes é

que o sinal � � � na de�nição 11 é de fato uma igual d a d e. Pro v arem o s isso com

a a juda dos seguin tes lemas.

Lema 11. (Sp erner) Seja T uma triangulação do simplexo m -dimensional

p adr ão �

m

, e L : T

0

! f 0 ; : : : ; m g uma aplic ação dos vértic es de T nos

inteir os de 0 a m . Dizemos que L atribui um rótulo L ( v ) a c ada vértic e de

T . Se p ar a to do v = ( v

0

; : : : ; v

m

) 2 T

0

,

L ( v ) = i ) v

i

6= 0 ,

então existe m -simplexo � = h v

0

; : : : ; v

m

i 2 T cujos vértic es estão comple-

tamen te rotula d o s , ou seja, tal que

L ( f v

0

; : : : ; v

m

g ) = f 0 ; : : : ; m g .

Demonstr ação. Consul te O Livr o [39 ] para uma demons tr a çã o .

Lema 12. Seja �

m

o simplexo m -dimensional p adr ão e X : �

m

! �

m

uma

função �

m

-invariante. Então existe um p onto x 2 �

m

tal que X ( x ) =

1

m +1

1 1 , onde 1 1 := (1 ; 1 ; : : : ; 1) . Ou seja, X leva x ao b aric entr o de �

m

.

Demonstr ação. Seja ( T

n

)

n 2 N

uma seqüência de triang u l a çõ es de �

m

tal que

lim

n !1

mesh ( T

n

) = 0 , onde

mesh ( T ) = max f diam ( � ) j � 2 T g .

De�na uma aplica çã o L

n

sobre os v értices T

n

da seguin te maneir a : se v é um

v értice de T

n

e X ( v ) = ( w

0

; : : : ; w

m

) , L

n

( v ) = i , onde i é o menor in teiro tal

que w

i

= max

j

f w

j

g . O fato de X ser �

m

-in v ari a n te signi �ca que, para to do

v = ( v

0

; : : : ; v

m

) 2 �

m

, X ( v ) = ( w

0

; : : : ; w

m

) satisfaz

v

i

= 0 ) w

i

= 0 .

P ortan to,

L

n

( v ) = i ) w

i

6= 0 ) v

i

6= 0 ,

ou seja, L

n

satisfaz as hip ótese s do Lema de Sp erner, o que nos assegur a a

existência de uma seqüência de m -simplexo s ( �

n

)

n 2 N

completa m en te rotula d o s

p or L

n

tal que lim

n !1

diam ( �

n

) = 0 . Como �

m

é um conjun to compacto,

p o demo s assumi r , passan d o a uma subseqüên ci a se necessár i o , que a seqüência

dos baricen tr o s de �

n

con v erge para um p on to x . P ela con tin u i d a d e de X e p ela

de�nição de L

n

, segue que X ( x ) = ( w

0

; : : : ; w

m

) , com cada w

i

= max

j

f w

j

g , ou

seja, X ( x ) =

1

m +1

1 1 .
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T eo rema 13. Seja �

m

o simplexo m -dimensional p adr ão e X : �

m

! �

m

uma

função �

m

-invariante. Então p ar a to do simplexo � 2 �

m

, X ( � ) = � . Em

p articula r , X é sobr ejetiva.

Demonstr ação. P or induçã o em m . O caso m = 0 é trivial. Seja m > 0 .

P ela hip ótese de induçã o , X ( � ) = � para to dos os simplexo s � de �

m

que

são faces própr i a s . Resta pro v ar que para to do p on to y 2 in t (�

m

) , ou seja,

tal que y 2 �

m

e y

i

> 0 , existe um p on to x 2 �

m

tal que X ( x ) = y . Seja

Y

y

: �

m

! �

m

dada p or

Y

y

( w

0

; : : : ; w

m

) =

1

P

w

i

y

i

(

w

0

y

0

; : : : ;

w

m

y

m

) :

É fácil v er que Y

y

é �

m

-in v ari a n te e in v ersív el , com in v ersa

Y

� 1

y

( w

0

; : : : ; w

m

) =

1

P

w

i

y

i

( w

0

y

0

; : : : ; w

m

y

m

) :

Aplicand o o lema an terio r a Y

y

X temos que existe um p on to x tal que

Y

y

X ( x ) =

1

m + 1

1 1 :

Segue das propr i ed a d es da função Y

y

que

X ( x ) = Y

� 1

y

(

1

m + 1

1 1) = y :

Co rolá rio 14. Seja K um c omplexo simplicial e X : j K j ! j K j uma função

K -invariante. Então p ar a to do simplexo � 2 K , X ( � ) = � . Em p articula r ,

X é sobr ejetiva.

Demonstr ação. Escrev a X em relação as co ord en a d a s baricê n tr i ca s de � e apli-

que a prop o s i çã o an terio r .

Agora que sab emo s que funçõ es simpli ci a l m en te in v ari a n tes são sobreje ti v a s

em cada simplexo , cab e p ergun ta r quando elas são injetiv as. Como dissemo s

an terio r m en te, determin a r se uma função é globa l m en te injetiv a é um probl em a

difícil em geral. P or outro lado, a injetivid a d e lo cal é uma propr i ed a d e mais

fácil de se v eri�car. No caso de uma aplica çã o diferenci á v el F , p or exemplo,

basta que a deriv ad a D F seja injetiv a em um p on to x para que F seja injetiv a

n uma vizinhan ça de x .

Num artigo clássi co [22 ], Meisters e Olec h estudara m detalha d a m en te algu-

mas condiç õ e s que uma função con tín u a e lo calm en te injetiv a dev e satisfazer

para ser globa l m en te injetiv a. O que apresen ta m o s a seguir é um adaptaçã o dos

argum en to s apresen ta d o s nesse artigo para o caso das funçõ es simpli ci a l m en te

in v ari a n tes. P ara tornar a exp osiçã o auto-co n ti d a , v amos inicia l m en te pro v ar o

seguin te lema.

Lema 15. Seja U � R

m

um c onjunto ab erto e f : U ! R

m

uma função

c ontínua. Se f é lo c almente injetiva, então f ( U ) é um c onjunto ab erto.
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Demonstr ação. Se f ( U ) é v azio, não há o que pro v ar . Se f ( U ) não é v azio,

seja y = f ( x ) um p on to de f ( U ) . Como U é ab erto, existe uma vizinhan ça N

de x con tida em U tal que f j

N

é injetiv a. A demais, p o demo s obter um ab erto

V � U tal que x 2 V , com V é compacto e V � U . Mas en tão f restrito a V

é um homeom o r �sm o e como x p ertence ao in terio r de V , segue do T eorema

da In v ariân ci a do Domíni o de Brou w er que f ( x ) p ertence ao in terio r de f ( V ) e

p ortan to ao in terio r de f ( U ) .

Estamos pron to s para apresen ta r o resultad o princi p a l desta seção� funçõ es

simpli ci a l m en te in v ari a n tes lo calm en te injetiv as são injetiv as.

T eo rema 16. Seja �

m

o simplexo m -dimensional p adr ão e X : �

m

! �

m

uma

função �

m

-invariante. Se X é lo c almente injetiva, então X é injetiva.

Demonstr ação. P or induçã o em m . O caso m = 0 é trivial. Seja m > 0 . Do

lema 15 com bin a d o à prop o s i çã o 13 resulta que

�

X (b d (�

m

)) = b d ( X (�

m

)) = b d (�

m

)

X (in t (�

m

)) = in t ( X (�

m

)) = in t (�

m

)

(5.1)

P ela prop o s i çã o 13, para cada p on to de y 2 �

m

existe ao menos um p on to

x 2 �

m

tal que X ( x ) = y . Seja A o conjun to dos y 2 �

m

tais que existe um

único x 2 �

m

com X ( x ) = y e B = �

m

n A , ou seja, os p on tos com mais de

uma pré-im a g em . P ela hip ótese de induçã o , X restrita a b d (�

m

) é injetiv a, e

como p or (5.1) nenh um p on to do in terio r de �

m

é map ead o em b d (�

m

) , segue

que b d (�

m

) � A . Nosso ob jetiv o é mostrar que B é v azio. P ara tan to, v amos

sup or que B não é v azio e, dessa sup osi çã o , conclu i r que A [ B formam uma

cisão não trivial de �

m

, o que é absur d o visto que �

m

é conexo. P ara deriv ar

essa con trad i çã o , mostrar em o s a seguir que A \ B = ; e A \ B = ; .

Seja y um p on to de B . En tão existem dois p on tos distin to s x

1

e x

2

em

�

m

tais que X ( x

1

) = X ( x

2

) = y . Como X (b d (�

m

)) = b d (�

m

) � A , segue

que x

1

e x

2

não p ertencem am b os a b d (�

m

) . T am b ém não é p ossív el ter

x

1

2 b d (�

m

) e x

2

2 in t (�

m

) (ou vice-v ersa), p or (5.1). P ortan to x

1

e x

2

p ertencem a in t (�

m

) . Conseqüen tem en te, existem vizinhan ça s ab ertas de x

1

e

x

2

, N

1

e N

2

resp ectiv am e n te, com N

1

\ N

2

= ; , tais que

N

1

� in t (�

m

) e N

2

� in t (�

m

) :

P elo lema 15, X ( N

1

) e X ( N

2

) são conjun to s ab ertos. Assim,

N = X ( N

1

) \ X ( N

2

)

é uma vizinha n ça ab erta de y in teira m en te con tida em B , p ois cada p on to de

N p ossui ao menos duas pré-im a g en s . Logo A \ B = ; .

Seja agora ( y

n

)

n 2 N

uma seqüência de p on tos em B que con v erge para um

p on to y 2 �

m

. En tão existem seqüência s ( x

1

n

)

n 2 N

e ( x

2

n

)

n 2 N

em �

m

tais que,

para to do n ,

y

n

= X ( x

1

n

) = X ( x

2

n

) e x

1

n

6= x

2

n

:
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Como �

m

é compacto , passan d o a subseqüên ci a s se necessár i o , p o demo s assumi r

que ( x

i

n

)

n 2 N

con v erge para um certo x

i

2 �

m

, i = 1 ; 2 . P ela con tin u i d a d e de

X , segue que

y = X ( x

1

) = X ( x

2

) :

T emos que x

1

6= x

2

, p ois caso con trár i o X não seria lo calm en te injetiv a em

x

1

(= x

2

) . Logo A \ B = A \ B = ; .

Co rolá rio 17. Seja K um c omplexo simplicial e X : j K j ! j K j uma função K -

invariante. Se X é lo c almente injetiva, então p ar a to do simplexo � 2 K ,

X j

�

: � ! � é um home omor�smo.

Dito de outra maneir a , to da função simpli ci a l m en te in v ari a n te lo calm en te

injetiv a é um homeom o r �sm o .

A té aqui, a con tin u i d a d e de X foi su�cien te para obter to dos os resultad o s .

Mas, quando quisermo s mostrar que X é lo calm en te injetiv a, a diferenci a b i l i -

dade tornar - s e- á m uito útil p ois, como mencion a m o s an terio r m en te, nesse caso

a injetivid a d e lo cal segue da injetivid a d e da deriv ad a , reduzin d o o probl em a a

determin a r se uma transform a çã o linear é injetiv a. Em resumo , a idéia é passar

da top olo g i a à análi s e e desta à álgebr a .

P o demos de�nir, p ortan to , ob jeto de nossos estudos a partir de agora .

De�nição 12. Seja K um c omplexo simplicial e X : j K j ! j K j uma função K -

invariante. Dizemos que X é um difeomor �sm o simpli ci a l c om r esp eito ao

c omplexo K , ou, mais br evemente, que X é um difeomor �sm o K -in v ar i a n te ,

se, p ar a to do simplexo � 2 K , X r estrita a in t ( � ) é um dife omor�smo.

Se denotar m o s p or DS ( K ) o conjun to de to dos os difeomor �sm o s K -inv ar i -

antes, temos claram en te que

1. Id 2 DS ( K ) ;

2. X 2 DS ( K ) ) X

� 1

2 DS ( K ) ;

3. X

1

; X

2

2 DS ( K ) ) X

1

X

2

2 DS ( K ) .

T am b ém é claro p or tudo que foi exp osto que para uma função K -in v ar i a n te

X ser um difeomor �sm o K -inv ar i a n te é su�cien te que, para to do � 2 K , X j

in t ( � )

seja diferenci á v el e que D ( X j

in t ( � )

)( p ) seja injetiv a para to do p 2 in t ( � ) . Na

seqüência , v amos nos dedicar aos mem bro s p olin o m i a i s de DS ( K ) , mostran d o

que tais condiçõ es m uitas v ezes decorr em de condiçõ es mais simples .

5.2 Difeomo r�smo s simpliciais p olino m i ais

Seja F := ( F

1

; : : : ; F

m

) : R

m

! R

m

uma aplica çã o p olin o m i a l , ou seja, uma

aplica çã o da forma

x := ( x

1

; : : : ; x

m

) 7! ( F

1

( x

1

; : : : ; x

m

) ; : : : ; F

m

( x

1

; : : : ; x

m

))
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com cada F

i

2 R [ X ] := R [ X

1

; : : : ; X

m

] , o anel dos p olin ô m i o s em m v ariá v eis

sobre R . P or deg ( F ) denotamo s o gr au de F , ou seja,

deg ( F ) = max deg F

i

.

Estamos in teressa d o s em descrev er condiç õ es su�cien tes para que uma apli-

cação p olin o m i a l seja um difeomor �sm o simpli ci a l com resp eito a um simplexo

� = h p

0

; p

1

; : : : ; p

m

i � R

m

. Resulta que essas condiçõ es são mais natural m en te

form ula d a s em termos das co orde n a d a s baricê n tr i ca s asso ci a d a s a � .

As co ord en a d a s baricên tr i ca s w := ( w

0

; : : : ; w

m

) de um p on to x 2 R

m

, em

relação ao simplexo � , satisfazem a relação

P

�

0

B

B

B

@

w

0

w

1

.

.

.

w

m

1

C

C

C

A

=

0

B

B

B

@

1

x

1

.

.

.

x

m

1

C

C

C

A

(5.2)

onde

P

�

=

0

B

B

B

@

1 1 � � � 1

p

1

0

p

1

1

� � � p

1

m

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

p

m

0

p

m

1

� � � p

m

m

1

C

C

C

A

.

Seja A

m

= f w 2 R

m +1

j

P

i

w

i

= 1 g e G := ( G

0

; : : : ; G

m

) : A

m

! A

m

uma

aplica çã o p olin o m i a l da forma

( w

0

; : : : ; w

m

) 7! ( G

0

( w

0

; : : : ; w

m

) ; : : : ; G

m

( w

1

; : : : ; w

m

))

com cada G

i

2 R [ W ] := R [ W

0

; : : : ; W

m

] . Dizemos que G é uma r epr esentação

b aric êntric a de F se

P

�

0

B

B

B

@

G

0

( w )

G

1

( w )

.

.

.

G

m

( w )

1

C

C

C

A

=

0

B

B

B

@

1

F

1

( x )

.

.

.

F

m

( x )

1

C

C

C

A

(5.3)

v ale para to dos x 2 R

m

e w 2 A

m

que satisfazem (5.2).

Note que F p o de ter v árias represen ta çõ es p ois, como

P

i

w

i

= 1 , G

i

assume

os mesmos v alores que G

i

+ Q: ( W

0

+ : : : + W

m

� 1) quando a v alia d o em w , onde

Q é um p olin ô m i o qualquer em R [ W ] . Em outras pala vr a s , se G e H são duas

represen ta çõ es baricê n tr i ca s de F , en tão

G

i

= H

i

(mo d M ) ;

onde M = h W

0

+ : : : + W

m

� 1 i é o ideal de R [ W ] gerado p elo p olin ô m i o

W

0

+ : : : + W

m

� 1 .

Dizemos que uma represen ta çã o baricê n tr i ca H de F é homo gêne a de gr au

n se cada H

i

é um p olin ô m i o homog ên eo de grau n . Existe uma única repre-

sen tação baricên tr i ca de F homog ên ea de grau n = deg ( F ) . P ara mostrar isso,
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de�na p olin ô m i o s G

i

p ela relação (5.3), de mo do que

G

i

=

X

j I j� n

g

i

I

W

I

;

onde I é um v etor de in teiro s não negativ os ( I

0

; : : : ; I

m

) , j I j =

P

i

I

i

e W

I

:=

W

I

0

0

: : : W

I

m

m

. É fácil v er que H := ( H

0

; : : : ; H

m

) , com

H

i

=

X

j I j� n

g

i

I

W

I

( W

0

+ : : : + W

m

)

n �j I j

é a represen ta çã o desejada .

Alternativ am en te, H p o de ser escrita da forma

H =

X

j I j = n

b

I

B

I

; (5.4)

onde os b

I

2 A

m

são c hamad o s p ontos de c ontr ole de H e B

I

:=

�

n

I

�

W

I

são os

p olinômios de Bézier-Bernstein [9 ]. P ara v er que de fato b

I

2 A

m

, note que

p or (5.2) e (5.3)

X

i

H

i

(

W

0

W

0

+ : : : + W

m

; : : : ;

W

m

W

0

+ : : : + W

m

) = 1 .

Como H

i

é homog ên eo de grau n ,

X

i

H

i

= ( W

0

+ : : : + W

m

)

n

. (5.5)

P ortan to,

X

i

X

j I j = n

b

i

I

B

I

= ( W

0

+ : : : + W

m

)

n

X

j I j = n

(

X

i

b

i

I

) B

I

=

X

j I j = n

B

I

donde

X

i

b

i

I

= 1 ;

ou seja, b

I

2 A

m

.

P o demos de�nir p on tos c

I

2 R

m

, relaci o n a d o s aos b

I

p ela equação

P

�

b

I

=

0

B

B

B

@

1

c

1

I

.

.

.

c

m

I

1

C

C

C

A

;

c hamad o s p ontos de c ontr ole de F com relação ao simplexo � . T ais p on-

tos determin a m a função F completa m en te e nosso ob jetiv o agora é encon tra r
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condiç õ es su�cien tes sobre os p on tos c

I

para que F seja um difeomor �sm o � -

in v ari a n te. Na v erdade, as condiç õ es serão dadas sobre os p on tos b

I

de repre-

sen taçõ es homog ên ea s na forma (5.4), de mo do a torná-l a s indep en d en tes do

particu l a r simple xo � .

V amos inicia l m en te deriv ar uma condiç ã o su�cien te para que H seja �

m

-

in v ari a n te. Seja � a função que a cada n -upla ( x

1

; : : : ; x

n

) faz corresp o n d er uma

n -upla ( y

1

; : : : ; y

n

) tal que

y

i

=

8

<

:

� 1 ; se x

i

< 0

0 ; se x

i

= 0

1 ; se x

i

> 0 :

De�nição 13. Dizemos que uma aplic ação p olinomial homo gêne a de gr au n

H está a justada se, quando p osta na forma (5.4), � ( b

I

) = � ( I ) p ar a to do I

c om j I j = n .

A idéia in tuitiv a p or trás dessa de�nição é a seguin te: se p é um p on to de

�

m

, � ( p ) é um có digo binár i o que iden ti�ca a face de menor dimensã o de �

m

que con tém p . Isso signi �ca que cada p on to de con trol e b

I

p ertence a face de

có dig o � ( I ) .

Prop osição 1. Se H está ajustada, então H é �

m

-invariante.

Demonstr ação. Dev emos mostrar que se w

i

= 0 en tão H

i

( w ) = 0 . Como H

está a justada , I

i

= 0 impli ca que b

i

I

= 0 . P ortan to

w

i

= 0 ) H

i

( w ) =

X

j I j = n

b

i

I

B

I

( w ) =

X

j I j = n;I

i

=0

b

i

I

B

I

( w ) = 0 .

T endo em vista o exp osto na seção an terio r , resta agora encon tra r condi-

çõ es su�cien tes para que a aplica çã o H seja lo cal m en te injetiv a. An tes, p orém,

v amos explicitar a relação en tre os determin a n tes jacobi a n o s de F e de sua

represen ta çã o homog ên ea H . Seja F

0

:= det ( J F ) e H

0

:= det ( J H ) onde

J F =

�

@ F

i

@ X

i

�

e J H =

�

@ H

i

@ W

i

�

.

Prop osição 2. Seja H a r epr esentação homo gêne a de F de gr au n = deg ( F ) .

Se p 2 R

m

e w 2 A

m

satisfazem a r elação (5.2), então

nF

0

( p ) = H

0

( w ) .

Demonstr ação. P or (5.2), (5.3) e p ela regra da cadeia, temos que a matriz

L = P

�

J H ( w ) P

� 1

�

p ossui a seguin te decomp o s i çã o em blo cos

�

u v

q J F ( p )

�

.

66



P ela equação (5.5), temos que

X

i

@

j

H

i

( W

0

; : : : ; W

m

) = n ( W

0

+ : : : + W

m

)

n � 1

para j = 0 ; : : : ; m . Segue que o pro du to P

�

J H ( w ) p o de ser escrito em blo co s

como

�

n 1 1

Q

�

.

Assim, a primei r a linha da matriz L satisfaz a relação

�

u v

�

P

�

= n 1 1 .

Resolv end o esse sistema, conclu i m o s que v = 0 e u = n . P ortan to,

H

0

( w ) = det P

�

H

0

( w ) det P

� 1

�

= det L = u det J F ( p ) = nF

0

( p ) .

A prop o s i çã o acima mostra em particu l a r que se H

0

é p ositiv a em �

m

, en tão

F

0

é p ositiv a em � . O teorema a seguir , p or sua v ez, nos fornece condiçõ es

necessár i a s e su�cien tes para a p ositivi d a d e de H

0

.

T eo rema 18. (Pólya) Seja H 2 R [ W ] um p olinômio homo gêne o de gr au n .

Então H ( w ) > 0 p ar a to do w 2 �

m

se e somente se H � ( W

0

+ : : : + W

m

)

N

tem p ar a algum N 2 N a forma

X

j K j = n + N

a

K

W

K

c om a

K

> 0 .

Demonstr ação. Uma demons tr a çã o encon tra - s e em [29 ] ( Satz 3.6 ). Esse re-

sultado não é desconh eci d o na literatur a de mo dela g em geométri ca : no fundo

trata-se de uma outra form ula çã o da propr i ed a d e apro xi m a ti v a da op eraç ã o de

elev ação de grau (�degree elev ation� ), con�ra em [9 ].

Mais detalhes sobre a imp or tâ n ci a desse teorema p o dem ser encon tra d o s em

[30 ]. P ara aplicá - l o no nosso con texto, dev emos escrev er H

0

de forma con v eni-

en te. A �m de abrevia r as con tas, v amos in tro d u zi r algum a s notaçõ es .

Dadas duas matrizes A = ( a

ij

) ; B = ( b

ij

) 2 R

m � m

, de�nimos A � B :=

( a

ij

b

ij

) , ou seja, cada en trada de A � B é o pro du to das en trada s de A e

B . Em geral , o determin a n te de A � B não p ossui nenh um a relação com os

determin a n tes de A e B . Mas, se existe uma constan te c 2 R tal que �

m

i =1

b

i� ( i )

=

c para to da p erm utaçã o � 2 S

m

, é fácil v er que det ( A � B ) = c det ( A ) .

Prop osição 3.

H

0

=

X

j K j =( m +1)( n � 1)

a

K

W

K

onde

a

K

=

X

I

0

>::: >I

m

I

0

+ ::: + I

m

= K +1

det ( b

I

0

; : : : ; b

I

m

) det( I

0

; : : : ; I

m

)

m

Y

i =0

�

n

I

i

�

.
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Demonstr ação. P o demos escrev er H como um pro du to de matrizes

H = ( b

i

I

)

( m +1) � p

( B

I

)

p � 1

,

onde p = # f I = ( I

0

; : : : ; I

m

) 2 N

m +1

jj I j = n g . P ortan to

J H = ( b

i

I

)( r B

I

) = ( b

i

I

)

�

( I

j

) � (

�

n

I

�

W

I � e

j

)

�

.

P ela fórm ula de Cauc h y-Bine t e p ela observ açã o acima,

H

0

=

X

I

0

>::: >I

m

det ( b

I

0

; : : : ; b

I

m

)

 

det ( I

0

; : : : ; I

m

)

m

Y

i =0

�

n

I

i

�

W

P

m

i =0

I

i

� 1 1

!

,

logo

H

0

=

X

j K j =( m +1)( n � 1)

a

K

W

K

com

a

K

=

X

I

0

>::: >I

m

I

0

+ ::: + I

m

= K +1

det ( b

I

0

; : : : ; b

I

m

) det ( I

0

; : : : ; I

m

)

m

Y

i =0

�

n

I

i

�

.

Na seqüência , v amos determin a r condiç õ es su�cien tes para uma aplica çã o

homog ên ea H de grau n ser um difeomor �sm o �

m

-in v ari a n te, para algum a s

com bin a çõ e s de n e m .

5.2.1 Caso unidimensi o n al ( m = 1 )

O caso mais simple s a se consid er a r é o unidi m en s i o n a l . Primeir a m en te, dev emos

notar que a ordem lexicogr á �ca aplica d a aos p on tos de �

1

fornece a mesma

informa çã o que a ordem usual no in terv alo [0 ; 1] , ou seja, se b

I

>

lex

b

J

, com

b

I

; b

J

2 �

1

, en tão b

I

está �à direita � de b

J

. A prop o s i çã o a seguir mostra

que se os p on tos de con trol e guard a r em suas p osiçõ es relativ as , en tão H é um

difeomor �sm o simpli ci a l (�gura 5.1).

Prop osição 4. Seja H =

P

j I j = n

b

I

B

I

uma aplic ação p olinomial ajustada. Se

os p ontos de c ontr ole estão or denados, ou seja, se I >

lex

J ) b

I

>

lex

b

J

,

então H j

�

1

é um dife omor�smo �

1

-invariante.

Demonstr ação. Basta notar que

b

I

>

lex

b

J

, det ( b

I

; b

J

) > 0 .

O resultad o segue do T eorema de P óly a e da prop o s i çã o (3).

A prop o s i çã o acima é v álida para aplica ç õ es unidi m en s i o n a i s de qualquer

grau n , mas é p ossív el obter melhor es resultad o s em casos particu l a r es . P ara

n = 2 , é fácil v er que se H está a justada en tão os p on tos de con trol e estão
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06 15 24 33 42 51 60

Figur a 5.1: Uma difeomor �sm o de grau 6 . Note que os p on tos de con trol e estão

ordena d o s .

ordena d o s . Mais in teressa n te é o caso n = 3 , onde é su�cien te que H esteja

a justada , p ois sup on h a que b

21

< b

12

. Substituin d o as relaçõ es

det ( b

12

; b

03

) = det ( b

21

; b

03

) + det ( b

12

; b

21

)

det ( b

30

; b

03

) = det ( b

21

; b

03

) + det ( b

12

; b

21

) + det ( b

30

; b

12

)

det ( b

30

; b

21

) = det ( b

12

; b

21

) + det ( b

30

; b

12

)

na expressão de H

0

, obtemos

H

0

= 9(det ( b

21

; b

03

)( W

22

+ 2 W

13

+ W

04

)+

det ( b

12

; b

21

)( W

40

� 2 W

22

+ W

04

) + det ( b

30

; b

12

)( W

40

+ 2 W

31

+ W

22

)) .

Não é difícil v er que H

0

é p ositiv a em �

1

, uma v ez que a expressão

( W

40

� 2 W

22

+ W

04

)

é p ositiv a em �

1

, exceto no p on to (

1

2

;

1

2

) , onde é zero. Mas nesse p on to os

outros termos são p ositiv o s .

Já no caso n = 4 , o con tra-e xem p l o exibido na �gura 5.2 mostra que H estar

a justada não é su�cien te para que seja um difeomor �sm o �

1

-in v ari a n te. Note

que esse resultad o se aplica igual m en te para dimensõ es sup eri o r es .

5.2.2 Caso quadrático ( n = 2 )

A �m de mostrar que to da aplica çã o p olin o m i a l H de grau dois a justada é um

difeomor �sm o �

m

-in v ari a n te, para qualquer m > 0 , v amos pro v ar algun s lemas

de caráter com bin a tó r i o .

Lema 19. Seja A = ( a

ij

) 2 R

m � m

uma matriz de zer os e uns cujas linhas e

c olunas p ossuem exatamente dois uns tal que det ( A ) 6= 0 . Então existem
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Figur a 5.2: Uma função a justada de grau 4 que não é injetiv a. Note que os

p on tos de con trol e b

13

e b

31

tro cara m de lugar .

p ermutaçõ es � ;  2 S

m

, as quais c orr esp ondem matrizes P = ( p

ij

) e C =

( c

ij

) , c om p

ij

= �

� ( i ) ;j

e c

ij

= �

 ( i ) ;j

, tais que

1. P A = Id + C ;

2.  não tem p ontos �xos;

3. Se  = 

1



2

: : : 

k

, onde os 

i

são ciclos disjuntos, c ada 

i

é uma

p ermutação p ar e det (Id + C ) = 2

k

;

4. Se B = ( b

ij

) 2 R

m � m

é uma matriz tal que b

ij

� 0 e b

ij

= 0 , a

ij

= 0 ,

então det ( A ) det ( B ) > 0 .

Demonstr ação. 1. Existe uma matriz P tal que P A p ossui ap enas uns na di-

agona l , p ois caso con trár i o , p ela própr i a de�nição de determin a n te, det ( A )

seria igual a zero. De�na, p ortan to , C = P A � Id . Como A tem exata-

men te dois uns em cada linha e coluna , C tem exatamen te um um em

cada linha e coluna , logo é uma matriz de p erm utaçã o ;

2. Como a diago n a l de C p ossui ap enas zeros,  não tem p on tos �xos;

3. Seja D = Id + C . T emos que

d

ij

= [ i = j ] + [  ( i ) = j ] .

P ela de�nição de determin a n te,

det ( D ) =

X

� 2 S

m

sgn ( � )�

i

([ i = � ( i )] + [  ( i ) = � ( i )]) .

Mas

8 i; [ i = � ( i )] + [  ( i ) = � ( i )] = 1 , � = 

k

1

: : : 

k

j

,
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onde f k

1

; : : : ; k

j

g � f 1 ; : : : ; k g . Segue que

det ( D ) =

X

f k

1

;::: ;k

j

g�f 1 ;::: ;k g

sgn ( 

k

1

: : : 

k

j

) = �

k

i =1

(1 + sgn ( 

i

)) .

P ortan to cada 

i

é uma p erm utaçã o par, p ois caso con trár i o det ( D ) seria

zero, e det ( D ) = 2

k

.

4.

det ( A ) det ( B ) = det ( P ) det ( A ) det ( P ) det ( B ) = det ( D ) det ( E )

onde E = P B é tal que e

ij

> 0 , d

ij

> 0 . Assim as p erm utaçõ es �

tais que �

m

i =1

e

i� ( i )

6= 0 são exatamen te aquelas da forma � = 

k

1

: : : 

k

j

.

Como cada 

i

é par, det ( E ) > 0 , e p ortan to det ( A ) det ( B ) > 0 .

Co rolá rio 20. Seja A = ( a

ij

) 2 R

m � m

uma matriz de zer os e uns cujas linhas

p ossuem no máximo dois uns e tal que det ( A ) 6= 0 . Se B = ( b

ij

) 2 R

m � m

é

uma matriz tal que b

ij

� 0 e b

ij

= 0 , a

ij

= 0 , então det ( A ) det ( B ) > 0 .

Demonstr ação. Se A p ossui exatamen te dois uns p or linha e coluna , p o demo s

aplica r o lema an terio r . Caso con trár i o , p o demo s p erm utar linha s e coluna s de

A de mo do que

P

1

AQ

1

=

�

1 0

q A

1

�

ou P

1

AQ

1

=

�

1 q

0 A

1

�

para certas matrizes de p erm utaçã o P

1

e Q

1

. Note que det ( A ) = s

1

det ( A

1

) ,

com s

1

2 f� 1 ; 1 g . Pro ceden d o induti v a m en te, c hegamo s a uma matriz A

n

que

p ossui exatamen te dois uns p or linha e coluna , tal que

det ( A ) = s

n

det ( A

n

) .

Aplicand o o mesmo pro ced i m en to a matriz B , conclu i m o s que

det ( A ) det ( B ) = ( s

n

det ( A

n

))( s

n

b

1

: : : b

k

det ( B

n

)) =

s

2

n

( b

1

: : : b

k

)(det ( A

n

) det ( B

n

)) > 0

onde os b

i

são certos elemen tos da matriz B .

Lema 21. Dado um vetor K = ( K

0

; : : : ; K

m

) 2 N

m +1

, c om j K j = m + 1 ,

sempr e é p ossível enc ontr ar vetor es I

0

; : : : ; I

m

2 N

m +1

, c om j I

i

j = 2 , tais

que

I

0

+ : : : + I

m

= K + 1 1

e det ( I

0

; : : : ; I

m

) 6= 0 .

Demonstr ação. P or induçã o em m . O caso m = 0 é trivial. P o demos su-

p or sem p erda de genera l i d a d e que K

i

� K

j

se i < j . T emos dois casos

p ossív ei s : ou K

m

= 0 ou K

m

= 1 . Se K

m

= 1 , colo cam o s I

i

j

= 2 �

ij

, e

det ( I

0

; : : : ; I

m

) = 2

m +1

> 0 . Se K

m

= 0 , de�nimos K

0

= ( K

0

� 1 ; : : : ; K

m � 1

)
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e, aplica n d o a hip ótese de induçã o , obtemos v etores I

0

j

2 N

m

, com j I

0

j

j = 2 e

det ( I

0

0

; : : : ; I

0

m � 1

) > 0 . Agora basta colo car I

j

= ( I

0

j

; 0) para j = 0 ; : : : ; m � 1

e I

m

satisfazend o I

i

m

= [ i = 0 ou i = m ] . Utilizand o a expansão de Laplace,

conclu i m o s det ( I

0

; : : : ; I

m

) = det ( I

0

0

; : : : ; I

0

m � 1

) > 0 .

Prop osição 5. Seja H =

P

j I j =2

b

I

B

I

uma aplic ação de gr au 2 ajustada.

Então H j

�

m

é um dife omor�smo �

m

-invariante.

Demonstr ação. A idéia é mostrar que o co e�cien te a

K

da prop o s i çã o 3 é p osi-

tiv o. Inicial m en te v amos pro v ar que a

K

� 0 . Note que

det ( I

0

; : : : ; I

m

)

m

Y

i =0

�

2

I

i

�

= det (

�

2

I

0

�

I

0

; : : : ;

�

2

I

m

�

I

m

) = 2

m +1

det ( A ) ,

onde A é uma matriz de zeros e uns com no máximo dois uns p or linha . Segue

do corol á r i o 20 que a

K

� 0 . Mas o lema 21 impli ca que ao menos um termo

de a

K

é p ositiv o . Logo, a

K

> 0 e p ortan to H j

�

m

é um difeomor �sm o �

m

-

in v ari a n te.

5.2.3 Um p onto de controle livre

V amos agora estudar um caso b em in teressa n te e útil. O que acon tece quando,

in tuitiv a m en te, p ermiti m o s que ap enas um p on to de con trol e asso ci a d o a uma

face de �

m

se mo v a ? Será necessár i o pro v ar o seguin te lema:

Lema 22. Se M = Id + uv

T

+ ab

T

, c om v

T

a = 0 , então

det M = (1 + v

T

u )(1 + b

T

a ) .

Demonstr ação. A iden tid a d e

det (Id + uv

T

) = 1 + v

T

u

é v álida em geral, donde se conclu i que

det ( N + ab

T

) = det ( N

� 1

) det( N + ab

T

) det( N ) =

det (Id + N

� 1

ab

T

) det ( N ) = det ( N ) + b

T

(det( N ) N

� 1

) a ,

para N in v ersív el . P ondo N = Id + uv

T

, temos que

N

� 1

= Id �

1

1 + v

T

u

uv

T

,

e

det ( M ) = det ( N + ab

T

) = (1 + v

T

u ) + b

T

((1 + v

T

u ) Id � uv

T

) a =

= (1 + v

T

u )(1 + b

T

a ) .

Prop osição 6. Seja H =

P

j I j = n

b

I

B

I

uma aplic ação de gr au n ajustada e

J = ( J

0

; : : : ; J

m

) 2 N

m +1

c om j J j = n e J

i

2 f 0 ; 1 g . Se b

I

= I =n p ar a I 6= J ,

então H j

�

m

é um dife omor�smo �

m

-invariante.
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Demonstr ação. T emos que

H =

X

j I j = n

I

n

B

I

+ b

J

B

J

�

J

n

B

J

=

( W

0

+ : : : + W

m

)

n � 1

0

B

@

W

0

.

.

.

W

m

1

C

A

+ ( b

J

�

J

n

) B

J

.

Segue que

J H = ( W

0

+ : : : + W

m

)

n � 1

(Id + uv

T

+ ab

T

) ,

com

u =

n � 1

W

0

+ : : : + W

m

0

B

@

W

0

.

.

.

W

m

1

C

A

,

v

T

=

�

1 � � � 1

�

,

a =

n

( W

0

+ : : : + W

m

)

n � 1

( b

J

� J =n ) e

b

T

=

�

J

0

B

J � e

0

� � � J

m

B

J � e

m

�

.

Do lema resulta que

H

0

= n ( W

0

+ : : : + W

m

)

( m +1)( n � 1)

(1 + b

T

n

( W

0

+ : : : + W

m

)

n � 1

( b

J

� J =n )) =

n ( W

0

+ : : : + W

m

)

m ( n � 1) � 1

(( W

0

+ : : : + W

m

)

n

+ n ( W

0

+ : : : + W

m

) b

T

( b

J

� J =n )) =

n ( W

0

+ : : : + W

m

)

m ( n � 1) � 1

E ,

onde

E =

X

j I j = n

B

I

+ D ( b

J

� J =n ) e

D =

�

P

i

J

0

(1 � �

i 0

+ J

i

) B

J � e

0

+ e

i

� � �

P

i

J

m

(1 � �

im

+ J

i

) B

J � e

m

+ e

i

�

.

Ou seja,

E =

X

j I j = n

B

I

+

X

j

X

i

J

j

(1 � �

ij

+ J

i

) B

J � e

j

+ e

i

( b

j

J

� J

j

=n ) =

X

j I j = n

B

I

+

X

j

X

i 6= j

J

j

(1 + J

i

) B

J � e

j

+ e

i

( b

j

J

� J

j

=n ) +

X

j

( J

j

)

2

B

J

( b

j

J

� J

j

=n ) =

X

j I j = n

B

I

+

X

j

X

i 6= j

J

j

(1 + J

i

) B

J � e

j

+ e

i

( b

j

J

� J

j

=n ) + B

J

X

j

( b

j

J

� J

j

=n ) =

X

j I j = n

B

I

+

X

j

X

i 6= j

J

j

(1 + J

i

) B

J � e

j

+ e

i

( b

j

J

� J

j

=n ) .

Analisa n d o os co e�cien tes de E , v eri�camos que, para i 6= j ,

Co ef ( E ; B

J � e

j

+ e

i

) = 1 + J

j

(1 + J

i

)( b

j

J

� J

j

=n ) =
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(1 � J

j

(1 + J

i

) =n ) + J

j

(1 + J

i

) b

j

J

=

(1 � J

j

(1 + J

i

) =n ) + (1 + J

i

) b

j

J

> 0 ,

já que n > 1 , J

i

2 f 0 ; 1 g e b

j

j

= 0 , J

j

= 0 . Como Co ef ( E ; B

I

) = 1 para

os demais co e�cien tes, segue do teorema de P óly a que H

0

é p ositiv a em �

m

, e

p ortan to H j

�

m

é um difeomor �sm o �

m

-in v ari a n te.

V amos detalha r um p ouco mais o signi �ca d o dessa prop o s i çã o . Como men-

cionam o s an terio r m en te, cada face de �

m

p o de ser iden ti�cad a p or um có digo

binár i o , conforme o n úmero de co ord en a d a s não n ulas de seus p on tos. Assim,

para m = 3 p or exemplo, temos

(1111) ! 3 -simp l e xo

(1110) ; (11 0 1 ) ; (10 1 1 ) ; (01 1 1 ) ! 2 -simp l exo s

(1100) ; (10 1 0 ) ; (10 0 1 ) ; (01 1 0 ) ; (01 0 1 ) ; (00 1 1 ) ! 1 -simp l exo s

(1000) ; (01 0 0 ) ; (00 1 0 ) ; (00 0 1 ) ! 0 -simp l exo s

(0000) ! simplexo v azio

Seja G

J

uma aplica çã o p olin o m i a l tal que

G

i

J

= W

i

+ ( b

i

J

� J

i

= j J j ) B

J

,

onde J

i

2 f 0 ; 1 g . Examinan d o a prop o s i çã o , v emos que

G

i

J

= H

i

(mo d M ) ,

p ortan to G

J

e H de�nem a mesma aplica çã o em �

m

e, como foi demons tr a d o ,

G

J

é um difeomor �sm o �

m

-in v ari a n te.

Além disso, p ela própr i a de�nição , G

J

somen te afeta os p on tos da face �

J

cujo có dig o é J , b em como os p on tos das faces inciden tes a �

J

que p ossua m

a dimensã o maior que a de �

J

. Ou seja, o p on to de con trol e b

J

efetiv amen te

con trol a a ação de G

J

sobre �

J

.

P o demos agora comp or os difeomor �sm o s G

J

e assim de�nir um difeomor -

�smo G que dep ende de um certo n úmero de parâm etr o s asso ci a d o s a cada face

de �

m

. No caso m = 3 , p o demo s de�nir, p or exemplo,

G = G

0011

G

0101

G

0110

G

1001

G

1010

G

1100

G

0111

G

1011

G

1101

G

1110

G

1111

.

F azendo as con tas, v emos que G dep ende de 17 parâm etr o s indep en d en tes, 1

para cada 1 -simp l exo , 2 para cada 2 -simp l exo e 3 para o 3 -simp l exo . Esse

esquema é p erfeitamen te geral e p o de ser estendido para qualquer dimensã o .

P or outro lado, como as aplica çõ e s G

J

não com utam em geral, a aplica çã o

resultan te G dep ende da ordem da aplica çã o das G

J

. Isso in tro d u z uma assi-

metria com relação ao efeito dos p on tos de con trol e que p o de ser indesej á v el em

algum a s aplica çõ es .

74



5.2.4 Esquema estrati�cado

P ara sup era r esse probl em a , v amos in tro d u zi r um esquema estr ati�c ado no

qual G p o de ser escrita como uma comp os i çã o de m aplica çõ es G

j

,

G = G

1

G

2

: : : G

m

,

onde,

G

i

j

= W

i

+

X

j J j = j +1 ;J

k

2f 0 ; 1 g

( b

i

J

� J

i

= j J j ) B

J

.

A idéia é que cada G

j

sin tetiza o efeito com bin a d o dos p on tos de con trol e asso-

ciados aos j -simpl exo s de �

m

. Mas o que p o demo s a�rmar sobre as aplica çõ es

G

j

? São elas difeomor �sm o s �

m

-in v ari a n tes ?

Note que G

j

de�ne a mesma aplica çã o em �

m

que a aplica çã o homog ên ea

de grau j + 1 H

j

, com

H

i

j

= W

i

( W

0

+ : : : + W

m

)

j

+

X

j J j = j +1 ;J

k

2f 0 ; 1 g

( b

i

J

� J

i

= j J j ) B

J

.

Assim, p elas prop o s i çõ es 5 e 6, resulta que G

j

é um difeomor �sm o �

m

-in v ari a n te

para j = 1 e j = m . Mas o que p o de ser dito para outros v alores de j ?

Uma ab ord a g em p ossív el é encarar o determin a n te jacobi a n o H

0

j

como uma

função tam b ém dos p on tos de con trol e b

J

. Como cada b

J

está limitad o a uma

face j -dimen s i o n a l de �

m

, resulta que H

0

j

p o de ser vista como uma função

de�nida no pro du to de simple xo s

�

m

� �

j

� : : : � �

j

| {z }

r v ezes

,

onde r é o n úmero de simple xo s j -dimen s i o n a i s de �

m

. An tes de seguir esse

caminh o , será necessár i o in tro d u zi r algum a s notaçõ es e discutir algun s fatos

relaci o n a d o s à p ositivi d a d e de funçõ es p olin o m i a i s de�nidas em pro du to s de

simple xo s .

Seja P : �

m

1

� �

m

2

: : : � �

m

r

! R uma função p olin o m i a l de�nida n um

pro du to de r simple xo s de dimensõ es m

1

; : : : ; m

r

, dada p or

( u

1

; : : : ; u

r

) 7! P ( u

0

1

; : : : ; u

m

1

1

; u

0

2

; : : : ; u

m

2

2

; : : : ; u

0

r

; : : : ; u

m

r

r

) ,

com P 2 R [ U ] := R [ U

10

; : : : ; U

1 m

1

; U

20

; : : : ; U

2 m

2

; : : : ; U

r 0

; : : : ; U

r m

r

] .

P ondo U := h

P

m

i

l =0

U

il

� 1; i = 1 ; : : : ; r i , v emos que se dois p olin ô m i o s P ; Q 2

R [ U ] são tais que

P = Q (mo d U ) ,

en tão eles de�nem a mesma aplica çã o em �

m

1

� �

m

2

: : : � �

m

r

, devido ao fato

que

P

l

u

l

i

= 1

Dada uma r -upla N = ( n

1

; : : : ; n

r

) 2 N

r

, dizemos que P 2 R [ U ] é N -

homog ên ea se

P =

X

j I

1

j = n

1

: : :

X

j I

r

j = n

r

a

I

1

::: I

r

U

I

1

1

: : : U

I

r

r

.
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com U

I

i

:= ( U

i 0

)

I

0

: : : ( U

im

i

)

I

m

i

.

P o demos agora en uncia r uma genera l i za çã o do T eorema de P óly a para apli-

caçõ es p olin o m i a i s de�nidas em um pro du to de simple xo s .

T eo rema 23. Seja H 2 R [ U ] um p olinômio N -homo gêne o c om N = ( n

1

; : : : ; n

r

) .

Então H ( u

1

; : : : ; u

r

) > 0 p ar a to do ( u

1

; : : : ; u

r

) 2 �

m

1

� �

m

2

: : : � �

m

r

se e

somente se

H � ( U

10

+ : : : + U

1 m

1

)

R

1

: : : ( U

r 0

+ : : : + U

r m

r

)

R

r

tem p ar a algum R = ( R

1

; : : : ; R

r

) 2 N

r

a forma

X

j K

1

j = n

1

+ R

1

: : :

X

j K

r

j = n

r

+ R

r

a

K

1

::: K

r

U

K

1

1

: : : U

K

r

r

,

c om a

K

1

::: K

r

> 0 .

Demonstr ação. É o Satz 3.54 de [29 ].

Seja C

m;n

= f C 2 N

n

j 0 � C

0

< C

1

< : : : < C

n � 1

< m g , ou seja, C

m;n

represen ta as com bin a çõ es dos m ob jetos f 0 ; 1 ; : : : ; m � 1 g n a n . Esse conjun to

p o de ser linear m en te ordena d o p ela ordem lexicogr á �ca em N

n

, p ortan to v amos

denotar p or C

m;n;i

o i -ésimo elemen to de C

m;n

, onde i v aria en tre 1 e

�

m

n

�

.

Existe tam b ém uma clara bijeção en tre o conjun to dos J 2 N

m

tais que

J

k

2 f 0 ; 1 g e j J j = n e C

m;n

. V amos denotar p or J ( C ) a imagem de C 2 C

m;n

p or tal bijeção , ou seja, J ( C ) = ( J

0

; : : : ; J

m � 1

) , com J

i

= [ 9 l ; C

l

= i ] .

V oltando a questão do esquema estrati�cado , v amos param etr i za r os p on tos

de con trol e b

J

em G

j

em termos das indeterm i n a d a s U . Inicial m en te, v amos

p or r =

�

m +1

j +1

�

e m

1

= m

2

= : : : = m

r

= j . No caso r con ta o n úmero de faces

j -dimen s i o n a i s de �

m

. A param etr i za çã o é a seguin te:

b

k

J ( C

m +1 ;j +1 ;i

)

=

�

U

il

, se C

l

m +1 ;j +1 ;i

= k

0 , caso con trár i o .

Substituin d o esses b

J

nas expressõ es H

j

e aplica n d o a prop o s i çã o 3, temos

que os co e�cien tes a

K

de H

0

j

são agora p olin ô m i o s em R [ U ] . A idéia é utiliza r

o teorema de P óly a general i za d o para mostrar que a

K

> 0 , donde se conclui

que G

j

é um difeomor �sm o �

m

-in v ari a n te. P ara tan to, dev emos primei r a m en te

escrev er a

K

como um p olin ô m i o homog ên eo .

V amos de�nir

d ( I

0

; : : : ; I

m

) =

r

Y

i =1

(

j

X

l =0

U

il

)

t ( i;I

0

;::: ;I

m

)

det ( b

I

0

; : : : ; b

I

m

) ,

onde t ( i; I

0

; : : : ; I

m

) é um predic a d o binár i o que informa ap enas se

J ( C

m +1 ;j +1 ;i

) = I

k

para algum k , ou seja,

t ( i; I

0

; : : : ; I

m

) =

�

0 , se 9 k ; J ( C

m +1 ;j +1 ;i

) = I

k

1 , caso con trár i o .

76



Utilizando as propr i ed a d es do determin a n te, conclui m o s que d ( I

0

; : : : ; I

m

) é

1 1 -ho m o g ên ea . Além disso,

d ( I

0

; : : : ; I

m

) = det ( b

I

0

; : : : ; b

I

m

) (mo d U ) .

P ortan to se de�nirmo s

u

K

=

X

I

0

>::: >I

m

I

0

+ ::: + I

m

= K +1

d ( I

0

; : : : ; I

m

) det ( I

0

; : : : ; I

m

)

m

Y

i =0

�

n

I

i

�

,

temos tam b ém que u

K

é 1 1 -ho m o g ên ea e que

u

K

= a

K

(mo d U ) .

É imp or ta n te frisar que u

K

é em geral um p olin ô m i o com ( j + 1)

r

termos.

V amos aplica r essas idéias no imp or ta n te caso tridime n s i o n a l , ou seja, para

m = 3 . Já sab emo s que G

1

e G

3

são difeomor �sm o s �

3

-in v ari a n tes , resta pro v ar

que G

2

tam b ém o é. Seguind o a receita para param etr i za r os p on tos de con trol e,

temos que

b

1110

= ( U

10

; U

11

; U

12

; 0) ; b

1101

= ( U

20

; U

21

; 0 ; U

22

) ;

b

1011

= ( U

30

; 0 ; U

31

; U

32

) e b

0111

= (0 ; U

40

; U

41

; U

42

) .

A seguir , utilizan d o o pacote de computaç ã o sim b ól i ca Asir [27 ], nós calcul a m o s

os p olin ô m i o s u

K

para to do K 2 N

4

com j K j = 8 . V eri�camos que cada um

destes 165 p olin ô m i o s p ossui exatamen te 3

(

4

3

)

= 81 termos, to dos p ossui n d o

co e�cien tes p ositiv o s . Pro v amos assim o seguin te fato:

Prop osição 7. G

1

, G

2

e G

3

são dife omor�smos �

3

-invariantes.

A creditamo s que este resultad o p ossa ser genera l i za d o para m > 3 , en tre-

tan to as con tas en v olvida s tornam- s e mais complexa s . P or exemplo, para m = 4

os p olin ô m i o s u

K

corresp o n d en tes a G

2

p ossuem 3

(

5

3

)

= 59049 termos.

5.3 Conclus ão

Neste capítul o , nos concen tra m o s em estudar certos asp ectos teóricos dos di-

feomor�smo s simpli ci a i s , princi p a l m en te dos difeomor �sm o s simpli ci a i s p olin o -

miais. O pró ximo capítul o será dedicad o a aplica çã o desses difeomor �sm o s na

mo dela g em de ob jetos grá�cos, esp ecial m en te no caso dos complexo s isosim p l i ci -

ais. An tes de prosse g u i r , v amos lev an tar algum a s questõ es que surgi r a m duran te

a elab or a çã o deste capítul o e que merecem ser consid er a d a s futuramen te.

Esquema estrati�cado O esquema estrati�cado funciona para m > 3 ? Ou seja,

as aplica çõ es G

j

são sempre difeomor �sm o s simpli ci a i s ?

Caso cúbico Se H =

P

j I j =3

b

I

B

I

é uma aplica çã o de grau 3 a justada en tão é

v erdade que H j

�

m

é um difeomor �sm o �

m

-in v ari a n te ? Já v eri�camos
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isso para m = 1 . Usando técnicas sim b ó l i ca s semelha n tes as emprega d a s

na sub-seçã o 5.2.4, v eri�camos que no caso m = 2 , se os p on tos de con trol e

estão restritos a uma certa faixa de atuação ( p or exemplo, b

i

I

> 1 = 20 para

I diferen te de e

0

, e

1

e e

2

) en tão de fato isso é v erdade.

Condiçõ e s su�cientes pa ra o caso geral É p ossív el encon tra r condiç õ es su�cien tes

razoa v el m en te fáceis de se v eri�car para o caso geral ?

Ap ro ximação p olinomial Qualqu er difeomor �sm o simpli ci a l p o de ser apro xi m a d o

p or um difeomor �sm o simpli ci a l p olin o m i a l ? E p or comp os i ç õ es de p o-

linôm i o s do tip o G

j

?

Difeomo r�smos simpliciais racionais Seja Q a aplica çã o racio n a l

Q =

1

P

j I j = n

q

I

B

I

X

j I j = n

q

I

b

I

B

I

,

onde os q

I

são certos p esos asso cia d o s aos p on tos de con trol e b

I

. Dizemos

que Q está a justada se � ( b

I

) = � ( I ) . É fácil v er que se Q está a justada

en tão Q é uma função �

m

-in v ari a n te. Sob que condiç õ es Q é um difeo-

mor�smo �

m

-in v ari a n te ? Note que a aplica çã o Y

y

que apareceu no lema

13 é um difeomor �sm o simpli ci a l racio n a l .
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Capítulo 6

Aplicaçõ e s

V amos, �nalmen te, neste capítul o de aplica çõ es , jun tar as p eças do quebra-

cab eças e mostrar como os conceitos tratados nos capítul o s an terio r es p o dem

ser sin tetizad o s para dar orige m a uma no v a maneir a de se represen ta r ob jetos

grá�cos. An tes de descrev er as aplica çõ es , v amos de�nir exatamen te o probl em a

que estamos atacando .

Classica m en te, ob jetos grá�cos p ossue m dois tip os básico s de represen ta çã o .

Na represen ta çã o implícita , um ob jeto é represen ta d o como o conjun to soluçã o

de uma certa equação. Na represen ta çã o p ar amétric a , um ob jeto é represen ta d o

p or uma coleção de p edaços que o cobrem e que estão colado s uns aos outros.

Nossa ob jetiv o é de�nir uma represen ta çã o que é, de certa forma, a um só temp o

implí ci ta e param étr i ca .

A idéia é deformar o complexo isosim p l i ci a l O = ( K ; f ) , onde K é uma malha

conforme n -dimensi o n a l no R

n

, com a a juda do difeomor �sm o K -in v ar i a n te X ,

obtendo a hip ers u p er fí ci e

O = ( f � X )

� 1

(0) = X

� 1

( f

� 1

(0)) ,

que denomi n a m o s c omplexo isosimplicial curviline ar dado p or ( K ; f ; X ) . A qui

f denota a função de�nida em j K j atra v és da in terp o l a ç ã o linear dos v alores de

f nos v értices de K . Como essa deformaçã o é bijetiv a, con tín u a e preserv a as

relaçõ es de incidên ci a de K , resulta que O tem a mesma top olo g i a de O .

As duas igual d a d es na de�nição acima p ossuem in terpr eta çõ es ligeir a m en te

diferen tes. No primei r o caso,

O = ( f � X )

� 1

(0) ,

é claram en te um ob jeto implí ci to , sendo o conjun to dos p on tos p 2 R

n

que

satisfazem a equação

f ( X ( p )) = 0 .

No segund o caso,

O = X

� 1

( f

� 1

(0)) ,

diz que o conjun to O está cob erto p or uma série de param etr i za çõ es da forma

X

� 1

( � ) , onde � é um isosim p l exo de O , sendo p ortan to um ob jeto param étr i co .

P or isso dizemos que esta represen ta çã o é implícita-p ar a mét r ic a .
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Ainda é p ossív el fazer outra distinçã o , basead a no fato que norma l m en te é

mais difícil calcula r o v alor de X

� 1

( p ) do que o v alor de X ( p ) . P o dería m o s ter

escrito

O = ( f � X

� 1

)

� 1

(0) = X ( f

� 1

(0)) =

[

� 2 O

X ( � ) ,

onde os pap éis de X e de sua in v ersa aparecem tro cado s . Dizemos que esta

represen ta çã o é p ar amétric a - impl ícita .

P ara v er a diferença en tre essas form ula çõ es , v amos consid er a r dois probl e-

mas típicos: (1) determin a r se um p on to p 2 R

n

está den tro ou fora de O e

(2) calcul a r um p on to q 2 O . No caso implí ci to - p a r a m étr i co , para resolv er (1),

inicia l m en te descobr i m o s que célula � 2 K que con tém o p on to p , calcul a m o s

q = X j

�

( p ) e a v alia m o s o sinal de f

�

( q ) . P ara o probl em a (2), escolhem o s

um p on to p 2 j O j , isso p o de ser feito escolhen d o - s e um isosim p l exo � 2 O e

aplica n d o - s e a param etr i za çã o 3.1, e calcula m o s q = X

� 1

( p ) . Nesse caso o teste

de p ertinên ci a foi feito com o difeomor �sm o direto e a amostra g em com o di-

feomor�smo in v erso, o que lem bra mais a represen ta çã o implí ci ta , p ois tiv emos

que resolv er uma equação para encon tra r um p on to sobre O , no caso a equação

X ( q ) = p . In tercam bi a n d o o difeomor �sm o direto e o in v erso, obtemos a re-

presen taçã o param étr i ca - i m p l í ci ta , na qual a amostra g em usa o difeomor �sm o

direto e o teste de p ertinên ci a usa o in v erso, o que lem bra mais a represen ta çã o

param étr i ca .

Em geral, o difeomor �sm o simpli ci a l X dep ende de uma conjun to de p a-

r âmetr os intrínse c os � , de mo do que denotar em o s o difeomor �sm o p or X

�

quando for necessár i o explicitar essa dep endên ci a . A princi p a l tarefa das apli-

caçõ es é a justar esses parâm etr o s aos dados de en trada . A forma exata dos

parâm etr o s in tríns eco s dep ede do tip o de difeomor �sm o .

No caso das aplica çõ es deste capítul o , emprega r em o s o esquema estrati�-

cado para difeomor �sm o s simpli ci a i s p olin o m i a i s , descrito no capítul o an terio r .

T emos, p ortan to , que X é obtido p ela comp os i çã o de difeomor �sm o s simpli ci a i s

X

i

, i = 1 ; : : : ; n , cada X

i

estando asso cia d o às faces i -dimen s i o n a i s de K . Uma

simple xo i -dimen s i o n a l de K con trib u i com um p on to de con trol e que p ossui i

graus de lib erd a d e . Assim, � p o de ser in terpr eta d o como um grand e v etor com

i en trada s para cada elemen to i -dimen s i o n a l de K . As estradas estão limitad a s

a certas faixas de v alores, já que os p on tos de con trol e dev em estar restritos às

suas faces corresp o n d en tes.

P o demos v er p ela de�nição dos difeomor �sm o s simpli ci a i s do esquema estra-

ti�cado que eles são essencia l m en te p erturb a çõ es da iden tid a d e. P ara aumen tar

o efeito de cada difeomor �sm o , recorr em o s a iteração de sua aplica çã o . O dife-

omor�sm o resultan te tem a seguin te forma:

X = X

j

1

1

X

j

2

2

: : : X

j

n

n

,

onde j

i

é um in teiro que denota quan tas v ezes o difeomor �sm o X

i

é iterado .

Tipicam en te, emprega m o s os v alores i

1

= 2 , i

2

= 4 e i

3

= 6 .

A seguir v amos descrev er três aplica çõ es que têm em com um o fato de ge-

rarem complexo s isosim p l i ci a i s curvili n ea r es como saída . A primei r a aplica çã o

é um progr a m a in terativ o para mo dela g em fr e e-form de ob jetos implí ci to s . A
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segund a aplica çã o pro du z um complexo isosim p l i ci a l curvili n ea r que apro xi m a

uma hip ers u p er fí ci e dada anali ti ca m en te. P or �m, apresen ta r em o s uma aplica -

ção de reconstru çã o de hip ers u p er fí ci es dadas p or p on tos. A ab ord a g em será

genéri ca com resp eito a dimensã o , mas para �xar as as idéias p o de-s e consid e-

rar simple s m en te o caso n = 2 , no qual o ob jeto implí ci to O é uma curv a, o

hip erc u b o [0 ; 1]

n

é um quadra d o etc.

6.1 Mo del age m free-fo rm de objeto s implícitos

V amos descrev er brev emen te como o usuár i o in terag e com a aplica çã o e em

seguid a detalha r seu funciona m en to .

A idéia é que o usuár i o inicia a in teraçã o visuali za n d o uma malha inicia l

K

0

bastan te grossei r a . Ele p o de re�nar essa triang u l a çã o , usando o esquema de

sub di vi s ã o de Maubac h , obtendo assim uma triang u l a çã o K , ao mesmo temp o

que altera certos parâm etr o s asso ci a d o s aos v értices e arestas de K , parâm etr o s

estes que v ão determin a r um complexo isosim p l i ci a l curvili n ea r O com sup or te

K .

Em cada v értice v , o usuár i o p o de efetuar três op eraç õ es : arras ta r o v értice,

deslo ca n d o - o para outra p osiçã o ; alterar o sinal s ( v ) , fazendo com que o v

p ertença ao in terio r do ob jeto, caso s ( v ) = � 1 , ou ao exterior, caso s ( v ) = +1 ;

e alterar o v alor escalar r ( v ) . Isso p ermite construi r um complexo isosim p l i ci a l

O = ( K ; f ) , onde f ( v ) = s ( v ) r ( v ) , que apro xi m a linear m en te o ob jeto que se

deseja mo dela r .

Em cada aresta � que é in teceptada p or O , o usuár i o tem acesso a dois

con trol es , que são resp on s á v ei s p or con trol a r o difeomor �sm o K -in v ar i a n te X :

há um con trol e que p o de desliza r p ela aresta, dando uma dica do p on to p ( � )

onde O dev e in terceptar a aresta; o outro é um v etor unitár i o n ( � ) , represen ta d o

p or uma �exa, que indica a direçã o que a norma l a O dev e p ossui r no p on to de

p ( � ) .

Esses parâm etr o s de mo dela g em são in tuitiv os para o usuár i o , mas dev emos

calcul a r os parâm etr o s in tríns eco s � . P ara tan to, observ am o s que, in terpr eta d o s

matematica m en te, os parâm etr o s de mo dela g em dev em satisfazer a

f � X

�

( p ( � )) = 0 e

r ( f � X

�

)( p ( � ))

kr ( f � X

�

)( p ( � )) k

= n ( � ) ,

para to das as arestas � que são in terceptad a s p or O , que são aquelas cujos

v értices p ossuem sinai s op ostos . V amos de�nir uma função de erro

err ( � ; � ) =

X

� = f v

0

;v

1

g2 �

s ( v

0

) s ( v

1

) < 0

(

F

2

� ;�

( p ( � ))

kr F

� ;�

( p ( � )) k

2

+ � k

r F

� ;�

( p ( � ))

kr F

� ;�

( p ( � )) k

� n ( � ) k

2

) ,

onde F

� ;�

= f

�

� X

�

, que asso cia a cada célula � , um erro err ( � ; � ) que mede

quan to os parâm etr o s � satisfazem os requisito s geométri co s em cada célula � .

O parâm etr o � é um p eso que serv e para con trol a r se mais ênfase será dada ao
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p on to de in terseçã o ou a direçã o da norma l . P ara determin a r os parâm etr o s � ,

simple s m en te minim i za m o s o erro sobre to dos as célula s de K :

min

�

X

� 2 K

err ( � ; � ) .

Algumas iteraçõ es desse progr a m a de otimizaçã o são efetuadas a cada v ez

que o usuár i o atuali za os parâm etr o s de mo dela g em . É p ossív el tam b ém ro dar

o progr a m a de otimizaçã o um maior n úmero de iteraçõ es para obter um melhor

resultad o . Na �gura 6.1 v emos um exemplo de in teraçã o do usuár i o .

(a) O usuári o desenha uma curv a... (b) ... e mexe no con trole da direi ta

Figur a 6.1: Exemplo de in teraçã o na aplica çã o de mo dela g em fr e e-form .

6.2 P oligonização de objeto s implícitos

A en trada da aplica çã o de p olig o n i za çã o de ob jetos implí ci to s é uma função

g : [0 ; 1]

n

! R , que sup omo s con tín u a e diferenci á v el , e queremos determin a r um

complexo isosim p l i ci a l curvili n ea r O tal que

O � g

� 1

(( � a; a )) ,

para a p equeno, ou seja, queremos que O esteja n uma vizinha n ça de g

� 1

(0) .

A idéia é construi r uma seqüência de complexo s O

i

= ( K

i

; f

i

; X

�

i

) que

apro xi m a g

� 1

(0) . Colo cam o s inicia l m en te K

0

igual a triang u l a çã o canôni ca de

[0 ; 1]

n

, f

0

( v ) = g ( v ) , para to do v 2 K

0

, e X

�

0

igual a iden tid a d e. P ara descrev er

o passo induti v o que calcul a O

i +1

a partir de O

i

, precisa m o s de�nir a função

err ( �

i

; �

i

) que asso ci a a cada célula �

i

2 K

i

um erro que mede quão pró ximo

O , restrita a �

i

, está de g

� 1

(0) .

Seja �

i

o isosim p l exo que p ossui �

i

como sup or te. Calcula m o s m p on tos

amostra i s p

1

; : : : ; p

m

sobre �

i

e de�nimos

err ( �

i

; �

i

) =

X

p

j

2 �

i

j g ( X

�

i

( p

j

)) j

2

,
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ou seja, err ( �

i

; �

i

) mede quão b em �

i

é lev ado a g

� 1

(0) p or X

�

i

.

O passo induti v o se dá da seguin te maneir a : escolhem o s a célula �

i

2 K

i

que p ossui o maior erro. Em seguid a fazemos

K

i +1

= Ma uba chSubdivide ( K

i

; �

i

) .

Ap ós tal sub di vi s ã o , k no v os v értices v

1

; : : : ; v

k

são inseri d o s , nessa ordem. P ara

cada v értice v

k

, fazemos f

i +1

( v

k

) = g ( v

k

) , f

i +1

sendo igual a f

i

nos demais

v értices, e ro dam o s o progr a m a de otimizaçã o

min

�

i +1

X

�

i +1

2 st( v

k

;K

i +1

)

err ( �

i +1

; �

i +1

) ,

de mo do a calcul a r X

�

i +1

. Note que dessa maneir a estamos melhor a n d o X

�

i +1

ap enas nas regiõ es da malha que foram mo di�cad a s p ela sub di vi s ã o . Iteramos

esse passo até o erro total estar abaixo de um limia r pré-estab el eci d o .

Notamos que neste caso a represen ta çã o é do tip o p ar amétric a - impl ícita

p ois, anali s a n d o a construçã o , temos que

O = ( f � X

� 1

)

� 1

(0) =

[

� 2 ( K ;f )

X ( � ) .

Se o gradi en te de g tam b ém é conheci d o , p o demo s mo di�car a função de

erro, obtendo esta de�nição alterna ti v a ,

err ( �

i

; �

i

) =

X

p

j

2 �

i

( g � X

�

i

)

2

( p

j

)

kr ( g � X

�

i

)( p

j

) k

2

,

a �m de obter uma apro xi m a çã o mais uniform e.

Nas �guras 6.2, 6.3 e 6.4 mostram o s o algor i tmo de p olig o n i za çã o aplica d o

a curv a de T aubin ,

0 : 004 + 0 : 110 x � 0 : 177 y � 0 : 174 x

2

+ 0 : 224 x y � 0 : 303 y

2

�

0 : 168 x

3

+ 0 : 327 x

2

y � 0 : 087 x y

2

� 0 : 013 y

3

+

0 : 235 x

4

� 0 : 667 x

3

y + 0 : 745 x

2

y

2

� 0 : 029 x y

3

+ 0 : 072 y

4

= 0 ,

em três etapas distin tas . Note como a geometri a está b em captura d a mesmo

com p oucas sub di vi s õ e s .

6.3 Reconstrução de hip ersup erfíci e s dadas p o r p ontos

P o demos form ula r o probl em a da reconstr u çã o de hip ers u p er fí ci es dadas p or

p on tos da seguin te forma: dado um conjun to de p on tos f p

j

g � [0 ; 1]

n

, su�cien-

temen te amostra d o de uma hip ers u p er fí ci e H , encon tra r um complexo isosim -

plicia l curvili n ea r O = ( K ; f ; X ) , tal que

f p

j

g � ( f � X )

� 1

(( � a; a )) ,

para a p equeno. Além disso, esp era- s e que O tenha a mesma top olo g i a de H .
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Figur a 6.2: P oligo n i za çã o da curv a de T aubin (1).

Figur a 6.3: P oligo n i za çã o da curv a de T aubin (2).

Esse probl em a é b em mais difícil que o an terio r , sendo uma esp écie de pro-

blema in v erso. No probl em a de p olig o n i za çã o , o v alor de f ( v ) vinha de graça,

basta v a p or f ( v ) = g ( v ) . Já na reconstr u çã o , o princi p a l probl em a é justamen te
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Figur a 6.4: P oligo n i za çã o da curv a de T aubin (3).

estimar o v alor de f ( v ) , ou, mais precisa m en te, o sinal s ( v ) , que indica se v está

no in terio r ou no exterior de H . P or causa dessa di�culda d e, v amos dividi r a ex-

p osiçã o do algor i tm o de reconstr u çã o em duas etapas. Primeir a m en te, na etapa

de estimação da top olo gia , v amos mostrar como estimar um complexo isosim -

plicia l O = ( K ; f ) que apro xi m a C linear m en te. Dep ois, na etapa de estimação

da ge ometria , v amos mostrar como melhor a r a geometri a da apro xi m a çã o com

a a juda de um difeomor �sm o K -in v ar i a n te X .

A idéia da estimação da top olo g i a é semelha n te a descrita na seção an terio r ,

ou seja, construi r uma seqüência de complexo s O

i

= ( K

i

; f

i

) que estima progr es -

siv amen te a top olo g i a de H . Colo cam o s inicia l m en te K

0

igual a triang u l a çã o

canôni ca de [0 ; 1]

n

e f

0

( v ) = +1 , para to do v 2 K

0

, indica n d o que os v értices

do hip ercu b o estão fora de H . P ara descrev er o passo indutiv o que calcul a O

i +1

a partir de O

i

, precisa m o s de�nir a função err ( �

i

) que asso ci a a cada célula

�

i

2 K

i

um erro que mede quão coplan a r es os p on tos p

j

con tido s em �

i

estão.

Utilizamo s a técnica de análise de c omp onentes princip ais para calcul a r o

erro de coplan a r i d a d e. Nós calcula m o s o baricen tr o p

�

i

e a matriz de co v ariâ n ci a

C

�

i

dos p on tos p

j

con tido s em �

i

. A função de erro é dada p or

err ( �

i

) =

�

1

�

i

�

1

�

i

+ �

2

�

i

+ : : : + �

n

�

i

,

onde �

1

�

i

< �

2

�

i

< : : : < �

n

�

i

são os auto v alo r es de C

�

i

. T am b ém asso cia m o s a �

i

o

hip erp l a n o �

�

i

que passa p or p

�

i

e é p erp en d i cu l a r ao auto v etor asso ci a d o a �

1

�

i

.

A idéia é que �

�

i

represen ta um hip erp l a n o secan te que apro xi m a lo calm en te

O den tro de �

i

, com erro de apro xi m a çã o dado p or err ( �

i

) .
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O passo induti v o se dá da seguin te maneir a : escolhem o s a célula �

i

2 K

i

que p ossui o maior erro. Em seguid a fazemos

K

i +1

= Ma uba chSubdivide ( K

i

; �

i

) ;

e estimamo s o v alor de f

i +1

( v ) 2 f� 1 ; +1 g , para to do v 2 K

i +1

.

P ara tan to, usamos as estimativ as lo cais em cada �

i

dadas p elo hip erp l a n o

�

�

i

, de�nindo

s

�

i

( v ) =

�

� 1 , se v 2 �

�

�

i

+1 , se v 2 �

+

�

i

,

ou seja, s

�

i

( v ) é o sinal que f

i

( v ) dev e ter do p on to de vista de �

i

.

En tretan to, nada garan te que esses sinai s são globa l m en te consis ten tes . É

como se cada célula tiv esse sua própr i a opini ã o sobre o sinal de seus v értices, ou

melhor dizendo , sua própr i a opini ã o sobre o sinal de seus v értices a menos de

um fator � 1 . Naturalme n te, esp era- s e que a opini ã o de uma célula que p ossui

um erro p equeno seja mais con�á v el do que a de uma célula com erro grand e.

Assim c hegamo s a de�nição de um p eso H

�

asso cia d o a cada aresta � , dado p or

H

�

= �

X

�

i

2 st( �;K

i

)

s

�

i

( � [0]) s

�

i

( � [1])

err

max

� err ( �

i

)

err

max

� err

min

,

que mede a c hance de ha v er uma m udan ça de sinal en tre os v értices de � .

Quan to maior o v alor de H

�

, maior a c hance. A cima, err

max

signi �ca o maior

erro err ( �

i

) para to do �

i

2 K

i

e err

min

é de�nido analo g a m en te. Final m en te,

os v alores f

i +1

( v ) são estimado s minim i za n d o - s e o err o top oló gic o

err

top

=

X

� 2 K

i +1

H

�

f

i +1

( � [0]) f

i +1

( � [1]) .

Emprega m o s o algor i tm o de simmulate d ane aling para minim i za r err

top

. O

passo induti v o é iterado até um conjun to de critério s adaptati v o s ser satisfeito,

tais como o err ( �

i

) estar abaixo de um certo limia r , ou lev el ( �

i

) ser maior ou

igual a um v alor dado. A �gura 6.5 mostra que o algor i tm o de estimação da

top olo g i a consegu e captura r imersõ es não triviais .

Calcula d o o complexo O = ( K ; f ) que apro xi m a linear m en te H , partimo s

para a etapa de estimação da geometri a . Inicial m en te, fazemos

f ( v ) := f ( v ) dist

2

( v ; f p

j

g ) ,

ou seja, f ( v ) agora represen ta a distânci a com sinal do v értice v ao conjun to de

p on tos de en trada . Isso já melhor a bastan te a apro xi m a çã o , mas O segue sendo

um ob jeto linear p or partes.

P ara melhor a r ainda mais a apro xi m a çã o , calcula m o s um difeomor �sm o K -

in v ari a n te X

�

, minim i za n d o o somatór i o do erro geométri co

err

0

( � ; � ) =

X

p

j

2 �

j f ( X

�

( p

j

)) j

2

,

sobre to dos as células � 2 K . Na prática , esse pro ced i m en to de miniza çã o globa l

só funcion a em dimensã o n = 2 , p ois o n úmero de v ariá v eis do probl em a cresce
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Figur a 6.5: Estimação da top olo g i a . O p eixe está desenha d o com 5411 p on tos.

bastan te já em n = 3 . A alterna ti v a que emprega m o s é minim i za r err

0

( � ; � )

indivi d u a l m en te para cada célula � , usando p oucas iteraçõ es , e rep etir este

pro cess o algum a s v ezes para obter um melhor resultad o .

Na �gura 6.6, v emos o resultad o da estimação da geometri a em um caso

simple s .

6.4 Vizualização e Suavização

Como dissemo s , as aplica çõ es descrita s nas seçõ es an terio r es geram como saída

um complexo isosim p l i ci a l curvili n ea r O = ( K ; f ; X ) . Nesta seção, v amos des-

crev er o méto do que utiliza m o s para visuali za r tais ob jetos. Em resumo , o

méto do consiste em triang u l a r o complexo O = ( K ; f ) , sub di vi d i - l o usando um

esquema de sub di vi s ã o , e aplica r o difeomor �sm o X

� 1

ou X aos v értices da ma-

lha resultan te, conforme O seja do tip o implí ci to - p a r a m étr i co ou param étr i co -

implí ci to , resp ectiv am en te. Como resultad o obtemos uma malha simpli ci a l que

p o de ser visuali za d a com aplica çõ e s esp ecí�cas.

O algor i tm o usado para efetuar a primei r a etapa do méto do, ou seja, a

triang u l a çã o de O , é o descrito na sub-seçã o 3.2.5. Como resultad o obtemos

a malha T r ( O ) , que será re�nada adaptati v a m en te. En tretando , não p o demo s
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(a) En trada da etapa de estimação da

geomet ria, os p on tos estão em preto.

(b) Ap ós a execução do algori tmo, os

p on tos estão pró ximos a curv a O . O

complexo O está tracejado.

(c) Em magen ta, v emos como os p on tos

são lev ados a O p elo difeomor�smo X .

Figur a 6.6: Estimação da geometri a .
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aplica r os esquemas de sub di vi s ã o que estudamo s no capítul o 4 diretame n te a

T r ( O ) , p ois nada garan te que a malha satisfaz os in v ari a n tes de Mitc hell ou de

Maubac h . Mas, como vimos, sempre é p ossív el resolv er esse probl em a atra v és da

aplica çã o de um n úmero �nito de sub di vi s õ es estelares. P o demos , p or exemplo,

tomar a primei r a sub di vi s ã o baricên tr i ca de T r ( O ) como malha inicia l M

0

e

usar o esquema de Maubac h . No caso n = 3 , en tretan to, é mais econômi co usar

o esquema de Mitc hell, p ois menos sub di vi s õ es são aplica d a s para se gerar a

malha M

0

, com resultad o s semelha n tes .

O re�namen to adaptati v o o corr e da seguin te maneir a : inseri m o s to das as cé-

lulas � = h v

0

; : : : ; v

n � 1

i 2 M

0

em uma �la de prior i d a d e Q , onde a prior i d a d e da

célula � é dada p elo v olume da célula transform a d a h X

� 1

( v

0

) ; : : : ; X

� 1

( v

n � 1

) i ,

no caso implí ci to - p a r a m étr i co , ou da célula h X ( v

0

) ; : : : ; X ( v

n � 1

) i , no caso pa-

ramétri co - i m p l í ci to . O lo op de re�namen to prosseg u e extraindo o top o �

i

da

�la Q , e fazendo

M

i +1

= MitchellSubdivide ( M

i

; �

i

) ;

ao mesmo temp o que as no v as célula s são inseri d a s em Q . O pro cess o acaba

quando um conjun to de critério s adaptati v o s é alcança d o .

P or �m, aplica m o s o difeomor �sm o X

� 1

ou X , conforme o caso, a to dos os

v értices da malha �nal, gerand o assim uma malha simpli ci a l M que apro xi m a

o complexo O . É desnecessá r i o dizer que para n = 2 o pro cess o é simpli �ca d o

de maneir a ób via.

A �gura 6.7 ilustra o pro cess o de geraçã o das malha s . Em (a) temos a

triang u l a çã o inicia l M

0

, em (b) uma malha in termed i á r i a M sem a aplica çã o do

difeomor �sm o , em (c) esta mesma malha já deformad a e em (d) a malha um

p ouco mais re�nada.

A té aqui não mencion a m o s nada sobre a sua vida d e do complexo O resul-

tan te. Certamen te O é sua v e den tro de cada célula � 2 K , visto que X j

�

é

p olin o m i a l , mas não p o demo s garan ti r nada sobre a sua vida d e de O na in ter-

seção de duas células adjacen tes. Como as aplica çõ es que gerar a m O ten ta v am

apro xi m a r um ob jeto sua v e, seria razoá v el sup or que tal sua vida d e fosse her-

dada. Mas, na prática , isso nem sempre acon tece, p orque é difícil obter uma

b oa com bin a çã o de adaptaçã o da malha K e a juste dos parâm etr o s in trín s e-

cos � . Assim, enquan to não se descubr a m critério s teóricos su�cien tes para a

sua vida d e de O , temos que recorr er a alterna ti v a s mais pragm á ti ca s .

A forma que encon tra m o s de minim i za r a descon tin u i d a d e aparen te da nor-

mal en tre célula s foi justamen te forçar a sua vida d e via otimizaçã o . Seja p um

p on to de O que p ertence ao b ordo de uma célula � . É p ossív el asso ci a r duas

norma i s unitár i a s a p : a norma l n

�

( p ) , que é a norma l de O restrita a � no

p on to p , e a norma l n ( p ) que é a média das norma i s n

�

0

( p ) para to dos as célula s

�

0

2 K tais que p 2 �

0

. P ara sua vizar O , de�nimos o err o da normal

err ( � ; � ) =

X

p

i

k n

� ;�

( p

i

) � n ( p

i

) k

2

,

onde os p

i

são p on tos amostra i s con v enien tem en te escolhi d o s em O \ � , e resol-
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(a) (b)

(c) (d)

Figur a 6.7: Exemplos que ilustra m a visuali za çã o e a sua vizaçã o de complexo s

isosim p l i ci a i s curvili n ea r es .

v emos o probl em a de otimizaçã o

min

�

X

� 2 K

err ( � ; � ) .

Esse méto do da b ons resultad o s em n = 2 p ois dois p on tos amostra i s são su�-

cien tes.

Na �gura 6.7, o complexo na sub�gur a (d) foi obtido do complexo em (a)

p ela aplica çã o do algor i tm o de sua vizaçã o descrito acima.

P o de-se p ergun ta r p or que implem en ta m o s a sua vizaçã o dessa maneir a , ao

in v és de se recorre r aos b em conheci d o s critério s de con tin u i d a d e C

1

para fun-

çõ es ou malha s de Bézier, como parece ser o caso. P ara resp on d er a essa p er-

gun ta, v amos consid er a r um complexo isosim p l i ci a l curvili n ea r O = ( K ; f ; X ) ,

onde K = � � �

0

, com � = h p

0

; p

1

; : : : ; p

n

i e �

0

= h p

0

0

; p

1

; : : : ; p

n

i , e X é um

difeomor �sm o K -in v ar i a n te p olin o m i a l tal que X j

�

=

P

j I j = m

c

I

B

I

e X j

�

0

=

P

j I j = m

c

0

I

B

I

, em co ord en a d a s baricê n tr i ca s . Queremo s sab er sob que condi-

çõ es O é C

1

na faceta com um a � e �

0

, isto é, nos p on tos q 2 � \ O , onde

� = @

0

� = @

0

�

0

.
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A primei r a vista, dev eríam o s obrig a r a con tin u i d a d e C

1

do difeomor �sm o

X , fazendo

c

J + e

0

=

X

i

w

i

c

0

J + e

i

,

onde j J j = m � 1 , J

0

= 0 e ( w

0

; : : : ; w

n

) são as co ord en a d a s baricên tr i ca s de p

0

com relação a �

0

. Mas esse não é o caso, p ois em geral a função f não é C

1

em

X

� 1

( q ) , p ortan to se X fosse C

1

, a comp os i çã o ( f � X ) não seria C

1

.

Uma segund a ten tativ a seria forçar a con tin u i d a d e C

1

de ( f � X ) em � ,

fazendo

f ( c

J + e

0

) =

X

i

w

i

f ( c

0

J + e

i

) .

Isso funciona , mas é mais do que precisa m o s , p ois essa condiç ã o assegur a a

con tin u i d a d e C

1

de ( f � X ) em to dos os p on tos de � , enquan to é su�cien te

a con tin u i d a d e C

1

nos p on tos q 2 � \ O . Além do mais, é difícil assegur a r

sim ulta n ea m en te a con tin u i d a d e C

1

e o fato de X ser um difeomor �sm o .

6.5 Conclus ão

A idéia para o conceito de complexo isosim p l i ci a l curvili n ea r v eio no p erío d o em

que está v amos trabal h a n d o na extensão tridime n s i o n a l do trabal h o de T aubin e

Ronfard [35 ], que redund o u no artigo [23 ]. Nesse artigo , exp omos essencia l m en te

o algor i tm o da seção 6.3, só que restrito a complexo s isosim p l i ci a i s linear es .

Analisa n d o os resultad o s , p erceb em o s que o n úmero de sub di vi s õ es p o der i a ser

dimin u í d o se uma deformaçã o fosse aplica d a no in terio r de cada célula , e daí

surgi u a de�nição de complexo isosim p l i ci a l curvili n e a r .

Em to dos os probl em a s de otimizaçã o , utiliza m o s o algor i tm o L-BF GS-B

[38 ]. Ele apresen ta b ons resultad o s e p ossui uma in terface simples de usar.

O gradi en te das funçõ es ob jetiv o foi calcul a d o com diferença s �nitas, dada a

complexi d a d e das mesmas. F uturam en te, talv ez seja in teressa n te consid er a r

algor i tm o s de minim i za çã o que lev em em con ta o fato dessas funçõ es serem

p ar cialmente sep ar áveis [26 ].

O algor i tm o de p olig o n i za çã o esb o çad o na seção 6.2 não é robus to , ou seja,

comp on en tes conexas de g

� 1

(0) p o dem não ser descob er ta s , já que a função de

erro que usamos atribu i um erro n ulo a uma célula que p ossui to dos os sinai s

iguai s , indep en d en tem en te do que acon tece den tro da célula. Uma maneir a de

resolv er esse probl em a é incorp o r a r méto dos in terv ala r es ao algor i tm o , como em

[18 ].

O algor i tm o de reconstr u çã o da seção 6.3 tam b ém p o de ser melhor a d o de

m uitos mo dos . O fato é que o algor i tm o comp or ta um grand e n úmero de v a-

riaçõ es e o desa�o é encon tra r a melhor . P or exemplo, é p ossív el p ermiti r que

os v értices se mo v am, de mo do a se afastarem dos p on tos. Ou en tão efetuar

a otimizaçã o dos parâm etr o s in tríns eco s duran te o pro cess o adaptati v o , n um

estilo multigrid . Ou ainda ro dar um algor i tm o de simpli �ca çã o como em [15 ]

ap ós a estimação da top olo g i a e só en tão efetuar a estimação da geometri a .

Pretendemo s explora r essas v arian tes futuramen te.
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Quan to a visuali za çã o , não é difícil implem en ta r rasteriza çã o no caso n = 2

e r ay-tr acing no caso n = 3 . Essas seriam ótimas maneir a s de se mostrar

efetiv amen te a duali d a d e implí ci ta - p a r a m étr i ca da represen ta çã o . P ara o r ay-

tr acing , en tretan to, seria necessár i o um estudo mais detalha d o da questão da

sua vida d e. Aliás, esse é o p on to que mais merece p esquisa n um futuro pró ximo ,

ou seja, como garan ti r que o complexo O seja no mínim o globa l m en te C

1

.
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Capítulo 7

Co n c l u s ão

P ara �nalizar , v amos listar as princi p a i s con trib u i çõ es desta tese, ao menos na

nossa ótica, e discutir brev emen te algun s temas de trabal h o s futuros.

No capítul o 3, utiliza m o s o conceito de complexo semi-si m p l i ci a l para esta-

b elecer um vínculo en tre progr a m a çã o genéri ca e mo dela g em top oló g i ca . T am-

b ém isola m o s o conceito de complexo isosim p l i ci a l , para o qual elab or a m o s um

algor i tm o de triang u l a çã o genéri co .

A estrutura de dados que exibimos p ermite o acesso as relaçõ es de incidê n ci a

em temp o constan te, à custa de um maior espaço de armazen a m en to . Uma

p ossib i l i d a d e in teressa n te de trabal h o futuro é param etr i za r a estrutura com

p olític as [2 ], atra v és das quais o usuár i o p ossa tro car temp o de acesso p or espaço

de armazen a m en to conforme as necessid a d es da aplica çã o , mas preserv a n d o a

in terface básica .

No capítul o 4, in tro d u zi m o s a no ção de esquema de sub di vi s ã o estelar,

aplica n d o - a a dois esquemas de sub di vi s ã o pré-existen tes . Graças a um tra-

tamen to mais com bin a tó r i o , p o demo s dar uma no v a demons tr a çã o da correçã o

do algor i tm o de Maubac h . Mostramo s tam b ém um algor i tmo que transform a

uma malha qualquer em uma malha que satisfaz os in v ari a n tes de Maubac h .

Uma linha de p esquisa p osteri o r é estudar mais detalha d a m en te as propr i e-

dades geométri ca s e com bin a tó r i a s do esquema de Maubac h . Isso p o de lev ar a

maneir a s mais e�cien tes de armazen a r e op erar com m ulti-tri a n g u l a çõ es gerada s

a partir do esquema de Maubac h . Uma segund a linha seria o estudo de outros

esquemas de sub di vi s ã o estelar.

No capítul o 5, de�nimos um no v o tip o de transform a çã o do simple xo , as

funçõ es simpli ci a l m e n te in v ari a n tes , e estudamo s critério s gerais de injetivid a d e.

A seguir aplica m o s esses critério s no caso p olin o m i a l obtendo uma série de

resultad o s parcia s , mas já su�cien tes para a implem en ta çã o de aplica çõ es .

Existe uma série de questõ es que merece ser in v estiga d a no to can te aos di-

feomor�smo s simpli ci a i s . O ob jetiv o �nal é encon tra r funçõ es simpli ci a l m en te

in v ari a n tes que sejam, p or um lado, dep enden tes de p oucos parâm etr o s in trín-

secos, mas ainda assim capazes de mo dela r p atches su�cien temen te �exív eis,

e p or outro lado garan ti d a m en te difeomor �sm o s simpli ci a i s . T alv ez funçõ es

simpli ci a l m en te in v ari a n tes racion a i s p ossam resolv er essa questão.
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No capítul o 6, aplica m o s os resultad o s dos capítul o s an terio r es para form u-

lar uma no v a represen ta çã o de ob jetos grá�cos que com bin a caracterí s ti ca s das

represen ta çõ es implí ci ta e param étr i ca . Mostramo s o p o der dessa represen ta çã o

ao descrev er algor i tm o s genéri co s com resp eito a dimensã o para três probl em a s

clássic o s : mo dela g em fr e e-form , p olig o n i za çã o de ob jetos implí ci to s e recons-

trução de hip ers u p er fí ci es dadas p or p on tos.

Quan to as aplica çõ es , resta melhor a r os resultad o s , princi p a l m en te no que

diz resp eito à sua vida d e do complexo isosim p l i ci a l curvili n ea r .

That I am no skilled mathemati ci a n I ha v e had little need to confess.

I am `adv anced in these enquires no farther than the threshol d '; but

somethin g of the use and b eaut y of mathemati cs I think I am able

to unders ta n d .

D'Arcy Thomps o n [36 ]
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