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Introducao

Esse texto teve origem no curso de leitura em reconhecimento de voz realizado no impa no ano
de 2002, sob orientacao do professor Luiz Velho.

A drea de reconhecimento de voz tem atraido, desde a década de 70, muitos investimentos
em pesquisas e grande interesse académico e comercial. Atualmente essa drea ja estd bastante
madura e é o problema da percepcao humana mais bem estudado.

O reconhecimento de voz tem muitas aplicacoes comerciais e atualmente existem programas
que reconhecem a voz natural em tempo real de modo bastante satisfatorio.

Devido a maturidade e eficiéncia dos algoritmos e métodos de reconhecimento de voz, o seu
estudo é 1til em outras dreas como visao computacional e reconhecimento em geral.

Esse texto foi dividido em cinco capitulos. No capitulo 1 apresentamos brevemente o que é
voz, as dificuldades da tarefa de reconhecimento de voz, uma breve histéria da drea, o modelo
Bayesiano e processamento de voz.

O capitulo 2 é dedicado a Cadeias de Markov e principalmente a Hidden Markov Models, que
é o principal modelo estatistico para reconhecimento de voz.

No capitulo 3 apresentamos sistemas de reconhecimento de voz, com énfase em sistemas de
reconhecimento de voz para fala natural (grande vocabuldrio e palavras conectadas).

No capitulo 4 apresentamos o conceito de entropia e no capitulo 5 temos algumas aplicacoes
da entropia em modelagem de linguagem.

v



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar vdrios conceitos basicos em reconhecimento de voz. Inicialmente
apresentamos o que é voz, as dificuldades da tarefa de reconhecimento de voz e uma breve histéria
da drea. Apresentamos também um importante método estatistico, o modelo Bayesiano. Por
fim temos um sistema de processamento de voz para reconhecimento.

1.1 Voz e Variabilidade da Voz

A voz é produzida quando o ar é expelido pelos pulmoes, passa pela traquéia e atinge a laringe,
que junto com as cordas vocais tensionadas fazem o ar vibrar em pulsos quasi-periédicos que sao
modulados pelos tratos vocais e nasais. As diferentes posigdes dos varios articuladores (lingua,
boca, etc..) produzem os diferentes sons.

Os fonemas (sons bésicos) sao produzidos no curto periodo de tempo em que esses articu-
ladores estao em posicoes estdveis. Quando esses articuladores se movem para outra posicao
estdvel outro fonema é produzido. Existem em torno de 50 fonemas e na fala temos em torno de
8 fonemas por segundo.

A voz (0 som) transmitida por uma pessoa é uma onda de pressao que tem frequéncia maxima
por volta de 16 kH z, mas a maior parte da energia estd abaixo dos 7 kHz. A voz é convertida
em sinal elétrico por um microfone. Um conversor analégico-digital converte esse sinal continuo
em um sinal discreto quantizado em um nidmero fixo, por exemplo 16 bits. Note que num sistema
de reconhecimento de voz hd uma grande compressao de informacgoes de 50.000 a 100.000 bps do
sinal continuo para torno de 50 bps da producao dos fonemas!.

O reconhecimento de voz é uma tarefa bastante complexa pois vdrios fatores influenciam a
producao da voz. A mesma palavra pode ser dita pela mesma pessoa em diferentes ocasioes de
modos bastante distintos. O fenémeno da co-articulagao (interferéncia na producao do final de
um som com o inicio do som seguinte) altera bastante o sinal de voz. O contexto onde uma
palavra é dita pode alterar o seu som. Entre alguns fatores que mudam a forma de onda do sinal
de voz podemos citar: uma doenca na faringe como uma gripe, por exemplo, a fadiga, o stress,
a velocidade da fala, se a fala é espontanea ou a leitura de um texto, a atitude ou a emocao ao
falar uma palavra.

Ipois existem por volta de 50 fonemas e ha em torno de 8 fonemas por segundo na fala. Como 2% = 64 > 50,
temos por volta de 8.6 = 48 fonemas/seg.
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Diferentes pessoas falam as mesmas palavras de diferentes formas por razoes organicas como
constituicao do trato vocal, idade ou sexo ou por razoes culturais como sotaque, status social ou
educacao.

Razoes fisicas como o meio ambiente, eco, distor¢cao, o microfone ou o tipo de ruido também
sao fatores fundamentais no reconhecimento de voz.

1.2 Interdisciplinaridade

Outra dificuldade da pesquisa em reconhecimento de voz é seu aspecto multi-disciplinar Vairias
disciplinas tem sido aplicadas em problemas de reconhecimento de voz, entre elas:

e Processamento de sinais: O processo de extrair informagoes relevantes do sinal de voz de
maneira robusta e eficiente.

e Fisica (acustica): A compreensao da relagao entre o sinal de voz e os mecanismos fisiolégicos
(o trato vocal humano).

e Reconhecimento de Padroes: O conjunto de algoritmos usados para agrupamento de dados
com o objetivo de criar protétipos padroes.

e Teoria da Informacao: Procedimentos para estimar pardmetros e avaliacao de modelos
acusticos estatisticos e modelos de linguagem eficientes.

e Linguistica: A relagao entre sons (fonologia), palavras na linguagem (sintaxe) e significado
das palavras (seméantica).

e (iéncia da Computagao: O estudo de algoritmos eficientes para implementacao de vérios
métodos usados em sistemas de reconhecimento de voz na prética.

1.3 Breve Historia

O reconhecimento de voz é uma drea de pesquisa bastante madura e é um dos problemas da
percepcao humana mais bem estudados.

As primeiras tentativas de reconhecimento de voz por computadores sao da década de 50. Em
1952 (o primeiro computador de uso geral, o ENTAC, foi construido em 1946), pesquisadores dos
laboratérios Bell construiram um sistema de reconhecimento de digitos isolados para um tnico
orador. Este sistema era baseado em medidas espectrais das vogais de cada digito.

As principais estratégias de reconhecimento de voz nas décadas de 50 e 60 eram segmentar o
som em sucessivos fonemas (unidades bédsicas da prontincia), identificar os fonemas particulares
(baseados em anélise espectral) e transcrever o fonema reconhecido em texto.

Na década de 70, o paradigma dominante para reconhecimento de voz de pequeno vocabulario
e palavras isoladas (palavras com intervalos entre elas) era o Dynamic Time Warping (DTW). A
idéia basica do DTW era deformar (warp) um protétipo de observagao (template) de um som nas
sequéncias de sons observadas e chegar a decisao entre vdrias palavras competidoras de acordo
com uma penalizagao de warping. A penalizagao mais comum era a distancia de Itakura. DTW
dava resultados muito bons e nessa época apareceram os primeiros sistemas de reconhecimento
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de voz comerciais (para pequeno vocabuldrio e palavras isoladas). Os principais problemas com
DTW eram: (a) a incorporacao de modelos de linguagem nao era natural, (b) a construcgao de
protétipos sintéticos nao foi resolvido e (¢) nao foi achado uma formulagao estatistica unificada
incorporando todos os médulos de um sistema de reconhecimento de voz. DTW nao é baseado
em idéias de modelamento de sinais estatistico em estrito senso. DTW ¢é melhor classificado com
um método simplificado, nao-paramétrico em que virias sequéncias de referéncia sao usadas para
caracterizar a variagao entre diferentes sons.

Na década de 80 foi introduzido em reconhecimento de voz o método estatistico baseado em
Hidden Markov Models (HMM), que nao tem os problemas de DTW e possibilita reconhecimento
de voz em grandes vocabuldrios e de palavras conectadas, como na fala natural. Desde entao a
abordagem de DTW foi essencialmente abandonada.

Na década de 90 apareceram sistemas de reconhecimento de voz baseados em redes neurais
ou sistemas hibridos de redes neurais e HMM. No entanto, HMM continua sendo atualmente o
principal modelo para reconhecimento de voz.

Neste texto apresentamos somente reconhecimento de voz com HMM. Uma boa fonte de
referéncia para DTW ou redes neurais, assim como para as segoes anteriores é [2].

1.4 Percepcao e Estatistica

Como ja foi dito na segao anterior, o modelo atualmente usado em reconhecimento de voz é
estatistico. Além dos resultados praticos obtidos com esse modelo, é interessante ressaltar que
a estatistica é a base da percepcao humana. A principal razao para ser dificil aceitar esse fato
é que nao estamos conscientes de 99% das ambiguidades que manipulamos a cada segundo. O
que os sentidos realmente percebem nao chega a nossa consciéncia. O que se torna consciente
¢é o sinal sensorial realcado com nossas expectativas e memorias, que completam cada elemento
da percep¢ao. Os experimentos psicofisicos de Warren [5] (obtidos em [4]) constituem um bom
exemplo desse fato. Nesse experimento foram gravadas vérias frases e alguns fonemas foram
substituidos por ruido. Essas frases modificadas foram ouvidas por outras pessoas que nao
perceberam a falta de nenhum fonema, mas acreditavam ter ouvido o fonema que fazia a frase
semanticamente consistente. A tabela abaixo indica esse experimento.

Som real Som percebido
the 7eel is on the shoe the heel is on the shoe
the ?eel is on the car the wheel is on the car

the 7eel is on the table | the meal is on the table
the 7eel is on the orange | the peel is on the orange

Esse experimento mostra que o sinal real nao chega & consciéncia e que a escolha da percepcao
¢ uma questao de probabilidade, isto é, chega & consciéncia o som mais provavel segundo regras
semanticas quardadas na nossa memdria ou critérios pessoais (inconscientes).

1.5 Formulagao Matematica

Antes de apresentar o modelo especifico para reconhecimento de voz vamos apresentar um modelo
estatistico mais geral, o modelo Bayesiano. Para isso é necessério:
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e Um conjunto de varidveis aleatérias X = (A, W) onde A ¢é o sinal observado e W sdo
varidveis ocultas, que descrevem eventos ou objetos causados por A.

e Um modelo estocastico que permite descrever a variabilidade e o ruido no sinal.

e Parametros especificos # do modelo estocdstico que melhor descreve a classe dos sinais que
tentamos decifrar.

Existem 3 problemas bésicos que apresentamos agora:
1. O célculo de P(X|0) = P(A,W|0) = P(A|W,0)P(W10).

2. O treinamento do modelo, isto é, a obtencao dos parametros 6 do modelo que melhor
descreve a classe dos sinais que tentamos decifrar. Esses parametros devem ser obtidos a
partir de dados reais {X*}. Devemos escolher 6 que maximiza II,P(X“|0).

3. Obtencao das varidveis ocultas, isto é, dado um sinal A e os parametros # do modelo,
maximizar P(W|A, 6). Pela regra de Bayes, temos que:

AW,0)P(W|0)
P(A|0)

Pw|A,0) = 2L

Como o fator P(A|f) é comum para qualquer W, basta maximizar P(A|W,)P(W|6). Isto
é, devemos obter:

W* = arg HlWE}XP(A“/V, 6)P(W|0)

Vamos agora especificar o modelo Bayesiano para sinais de voz.

Seja A a evidéncia actstica, o dado de entrada de voz. Como estamos trabalhando com
computadores digitais, sem perda de generalidade, assumimos que A é uma sequéncia de simbolos
tomados de um (possivelmente grande) alfabeto A:

A= a109...Qm, a; € ./4
onde o0s a; sao gerados no tempo. Seja
W = wws...w, w; €W

onde W denota uma sequéncia de n palavras, cada uma pertence a um diciondrio fixo W.
Como ja comentado, o principal modelo usado para reconhecimento de voz é baseado em

HMM. Os 3 problemas bésicos sao os ja descritos acima. O problema 3, que descreve qual a

sequéncia de palavras que melhor corresponde a entrada actistica pode ser assim escrita:

W* = arg muz/mXP(A]W)P(W)

onde omitimos os pardmetros 6 do modelo.
O objetivo do préximo capitulo é descrever HMM e um modelo mais simples no qual HMM
sao baseados: Cadeias de Markov.



CAPITULO 1. PRELIMINARES )

Sinal de Voz —xin! %(n) () ¥, (m) v (k)
! pracezr:a-merda A ¥ DFT * IEiIr?rI;l:sDnﬂd; | logl) eIDFT
wn)
MFZC
Window

1 Y=ty (k). e,

derivadas, .}

» Enerdia | Derivadas ——
&

Figura 1.1: Sistema de Processamento de Voz

1.6 Processamento Acustico

O processamento actistico é parte importante para uma boa performance de um sistema de
reconhecimento de voz. Vamos apresentar nessa se¢ao um sistema simples de processamento de
voz. Maiores detalhes podem ser obtidos em [2] ou [3].

Na figura 1.1 temos um sistema de processamento de voz (baseado em [3]). Nesse sistema
nao hé discretizacao dos dados de saida, o que pode ser feito com um algoritmo de quantizagao
vetorial, se necessédrio. Descrevemos brevemente a seguir alguns dos componentes desse sistema.

1.6.1 Pré-processamento

As altas frequéncias, apesar da pequena amplitude em relacao as baixas frequéncias do sinal,
possui informagoes relevantes. A pré-énfase é usada para amplificar as altas frequéncias do sinal
e pode ser feita com um filtro cuja funcao de transferéncia é:

H(z)=1-az" 0<a<1

No dominio do tempo o sinal de saida z/(n) é relacionado com o sinal de entrada x(n) com a
férmula:

2'(n) =z(n) —a.x(n—1)

Um valor tipico usado é a = 0.95, que dé 20dB de amplificacao para altas frequéncias.

Pode ser necessério, para aumentar a performance de um sistema de reconhecimento de voz,
eliminar grandes intervalos de siléncio do sinal. Para isso um detector simples baseado na energia
é suficiente.
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1.6.2 Janela (Windowing)

Os métodos de avaliagao espectral dao bons resultados no caso de sinais estaciondrios (sinais cujas
caracteristicas estatisticas sao invariantes em relagdo ao tempo). Para voz, isto vale somente para
periodos curtos de tempo. Por isso fazemos um”windowing” do sinal 2'(n) em uma sequéncia de
frames z}(n), para serem posteriormente processados individualmente. Os frames z}(n) podem
ser calculados da forma:

zy(n) =w(n)z'(n — tQ) 0<n<N\, t=1,.,T

onde () é o tamanho da janela, que depende da aplicagao. Um tamanho de janela ) de 20 a 50
ms ¢é geralmente usado em reconhecimento de voz.

O formato de janela retangular tem o problema de introduzir distor¢ao no sinal (a transfor-
mada de Fourier é a fungao sinc). Uma janela comumente usada em reconhecimento de voz é a
janela de Hamming definida como:

w(n) = 0.54 — 0.46 cos(2=%), n=0,1,..,N—1
w(n) =0, caso contrério.

1.6.3 Banco de Filtros e MFCC

Ap6s calcular a transformada de Fourier dos frames, vamos obter as features espectrais da voz
com um banco de filtros, que calcula a integral do espectro em faixas de frequéncia definidas.

Um banco de filtros comumente usado em reconhecimento de voz é o banco de filtros Mel, que
é constituido de um total de 24 filtros passa-faixa, com 10 filtros uniformemente espacados no
eixo de frequéncia até 1 kHz. Acima de 1 kHz as faixas estao distribuidas segundo uma escala
logaritmica. Este tipo de distribui¢ao simula o processamento do ouvido humano. O banco de
filtros Mel é composto de filtros triangulares (no dominio de frequéncia) transladados.

Apbs o banco de filtros, calculamos o logaritmo da magnitude desses valores, pois hd vantagens
tedricas em tal procedimento e segue o processamento do ouvido humano. Apds o célculo do
logaritmo aplicamos a transfomada inversa de Fourier, obtendo assim o MFCC (Mel Frequency
Cepstrum Computation). Sendo Y;(m) a saida do banco de filtros, calculamos o MFCC da
seguinte forma:

M km 1
(log |Yi(m —(m - = k=0,..L
mz_l og | Yy( cos(M(m 2)), 0,..,

Em reconhecimento de voz, normalmente sao descartados alguns dos tltimos coeficientes do
MFCC. O nimero de coeficientes de MFCC mantidos em geral é menor que 15. Isto provoca
uma suavizacao no sinal.

O vetor de saida do processamento de voz é composto do MFCC, da energia do sinal e das
derivadas (calculadas a partir de diferengas) do MFCC e da energia.

1.6.4 Quantizacao Vetorial

Como j4 foi dito, se desejamos trabalhar com observagoes discretas é necessario um algoritmo
de quantizagao vetorial. Vamos descrever o algoritmo k-means, que é um caso particular do
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algoritmo EM. O k-means (e suas variantes, por exemplo, o algoritmo LBG) é o algoritmo de
quantizagao vetorial mais usado para propdsitos gerais e também para reconhecimento de voz.
Vamos formular o problema de quantizacao vetorial: Seja X um conjunto de N pontos de
R4, Achar L (com L < N) classes tal que a distor¢ao (soma das distancias de cada ponto z; ao
centréide de sua classe) seja minimizada.
Para aplicar o algoritmo EM devemos procurar dados incompletos do problema. Podemos
ver o dado X = {z;} como incompleto. O dado completo é:

2 = {x5, 915, Y25, - - > YL} j=1---N

onde y;; indica se x; pertence a classe w;. Isto é, y;; = 1 se z; pertence a classe w; e y;; = 0 caso
contrario.
O algoritmo k-means é composto dos passos:

1. Inicializacao: Obter um conjunto de centréides iniciais, de modo aleatério ou usando algum
tipo de critério.

2. Passo E (Expectation): Dado as classes w; (seus centréides z;) e a fungao distancia, calcular
as (esperancas das) varidveis y;;. Basta classificar os pontos z;:

vij =1 & x; € w; & dist(xj, z;) < dist(z;, z,), Vk.

3. Passo M (Maximization): Calcular as novas classes w; (seus centréides z;) que minimizam
a distorgao. Basta calcular o novo codebook {z;}.

1
Z = — E x;
n; J
TjEW;
onde n; é o nimero de vetores z; na classe w;.

4. Tteragao: Se a distor¢ao decrescer muito pouco com a iteragao, terminar a execugao e
retornar o novo codebook. Se nao, ir para o passo E (com o novo codebook calculado no
passo M).



Capitulo 2

Processos de Markov

Os processos de Markov tém aplicagoes em diversas dreas e se caracterizam pelo fato de ser sem
memoria, isto é, toda a histéria passada estd completamente resumida no valor atual do processo.
Nesse capitulo vamos estudar dois tipos de processos de Markov unidimensionais: Cadeias de
Markov e, principalmente, Hidden Markov Models, que é o principal modelo estatistico para
reconhecimento de voz.

2.1 Cadeias de Markov

Em 1907, Markov definiu e investigou propriedades que sao hoje conhecidas como processos (ou
cadeias) de Markov. A principal caracteristica dos processos de Markov é que o modo que toda
a histéria passada afeta o futuro estd completamente resumida no valor atual do processo. Nos
interessa principalmente cadeias de Markov em tempo discreto, que definimos a seguir.

Considere um sistema cuja evolugdo seja descrita por um processo estocdstico {X(n) =
Xn,n=1,2,...}, consistindo de uma familia de varidveis aleatérias. O valor s, assumido pela
varidvel aleatoéria X, é chamado de estado do sistema no tempo discreto n. O conjunto de todos
os valores que as varidveis aleatérias podem assumir é chamado de espaco de estados do sistema.
Se a estrutura do processo estocdstico é tal que a distribuicao de probabilidade condicional de
X,, depende somente do valor de X,,_; e é independente de todos os valores anteriores, dizemos
que o processo é uma cadeia de Markov. Mais precisamente:

Definicao 1 Uma sequéncia de varidveis aleatorias Xq, Xa,... é uma cadeia de Markov em
tempo discreto se para todo tempo n (n = 1,2,...) e para todo o espago de estados do sistema
temos que:

P[Xn = Sn ’ Xl - SlaX2 = 892,... 7Xn—1 - Sn—l] = P[Xn = Sn ’ Xn—l = Sn—l]

Podemos pensar na cadeia de Markov como um modelo gerador consistindo de estados ligados
entre si por transicoes possiveis. Em cada unidade de tempo n um estado particular ¢ visitado
e o modelo coloca na saida o sfmbolo associado aquele estado.

Se a probabilidade condicional P[X, = s; | X,-1 = s;] for independente do tempo n,
chamamos a cadeia de Markov de homogénea. Todas as cadeias de Markov a partir daqui
sdo homogéneas. Nesse caso temos que P;; = P[X,, = s; | X,—1 = s;] ¢ independente de n e
entao podemos organizar os Pj; numa matriz de transi¢cao de probabilidades.

8
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Estado 2

Figura 2.1: Exemplo de cadeia de Markov

Uma cadeia de Markov fica totalmente determinada pela matriz A = {a;; = P[X,, = s; |

Xn-1 = 8]} e pelo vetor 7 de probabilidades iniciais. Denotamos os parametros da cadeia de
Markov por § = {A, r}.

Exemplo 1: Seja uma particula que a cada unidade de tempo estd em um entre trés locais
distintos (estados 1, 2 e 3). O novo estado da particula depende somente do estado atual de
acordo com a matriz de probabilidades

0 0,3 0,7
A=102 0 08
0,1 0,4 0,5

Todos os elementos dessa matriz estao entre 0 e 1 e a soma dos elementos de cada linha é 1.
Esta é uma cadeia de Markov homogénea. A matriz de transicao de probabilidades também
pode ser expressa no grafo da figura 2.1.

Exemplo 2: Na figura 2.2 temos um exemplo simples de modelagem do clima com cadeias de
Markov. O calculo de P(X6) e a obtengao dos parametros § do modelo a partir do treinamento
¢ muito simples.

Vamos supor, por exemplo, que X = S, N,C,C,N,S,S,N (onde S =sol, C =chuva e
N =nublado). Como o estado futuro s6 depende do estado atual, temos que:

P (X ’9) = ngAsnAncAccAcnAnsAssAsn

Dado a sequéncia de observacao X acima, podemos estimar os pardmetros da cadeia de
Markov 0 = {A, 7} com as férmulas:

n? de vezes no estado s;

n? de transicoes de s; para s;
aij:P[Xn:sj]Xn_lzsi]: . L
m =1, se X; =s; em =0, caso contrario.
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Figura 2.2: Cadeia de Markov para modelagem do clima

Dai temos que a seguinte estimativa para o modelo:

1 0 2

Ass = 3, Asc = 3, Asy =3

cS — 9> cC — 9 CN — 35

1 1 0

Ans = 3, Anc = 3, ANN =5
77521, 7'('0—0, 7TN:0

Note que como o tamanho da sequéncia X é curto, a estimativa nao é confidvel.

2.2 Hidden Markov Models (HMM)

Como ja foi comentado, para modelar as caracteristicas naturais de um sinal de voz ou de escrita
a mao, a abordagem tradicional na area de reconhecimento de voz (ou escrita) tem sido utilizar
HMMs, que descreveremos agora. Um Modelo Oculto de Markov (Hidden Markov Model - HMM)
¢ um modelo de Markov (cadeia de Markov) onde os estados do modelo nao sdo conhecidos, mas
apenas o sinal emitido em cada um dos estados. Um exemplo de HMM, obtido em [6] (assim
como as figuras 2.3, 2.4 e 2.5), estd descrito a seguir: Considere urnas com bolas pretas, brancas e
cinzas como na figura 2.3. Vamos supor que a mao que pega a bola nas urnas segue um processo
de Markov. Temos conhecimento das bolas selecionadas (como na figura 2.4), mas nao de que
urna essas bolas foram retiradas. Esse processo é modelado por um HMM cujos pardmetros sao as
probabilidades iniciais e de transicao da cadeia de Markov e ainda a probabilidade de retirarmos
bolas pretas, brancas ou cinzas em cada um dos estados. Representamos graficamente esse HMM
de 3 estados (urnas) e 3 simbolos de saidas (tipos de bolas em cada urna) na figura 2.5.

Vamos tratar somente de HMMs com nidmero de estados e de unidades de tempo (tamanho
da observacao) finitos. O sinal O emitido em dada estado pode assumir os valores definidos
pelo alfabeto, que inicialmente assumimos como sendo finito. Na tltima subsecao apresentamos
brevemente o caso do sinal O ser continuo.

Um outro exemplo de HMM ¢é uma particula que para cada t = 1,2,... ,7 muda para um
local (ou estado) entre os N possiveis. Em cada um dos estados, a particula emite um sinal (de
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Figura 2.3: Urnas com bolas pretas, brancas e cinzas

0000 0O DDO0OODOO

Figura 2.4: Bolas obtidas

um alfabeto de tamanho M). Temos que o estado futuro da particula depende somente do estado
atual, e nao dos estados anteriores ou do tempo t. Nao conhecemos os estados da particula, mas
somente os sinais emitidos por ela. Abaixo temos algumas notagoes.

e N é o mimero de estados do modelo, ou locais onde a particula pode ir. Para simplificar a
notagao denominamos o conjunto de estados S = {1,2,... ,N}.

e )M ¢é o nuimero total de simbolos distintos, o tamanho do alfabeto de sinais que a particula
emite. V = {vy,v9,... ,upy} € o alfabeto.

e T ¢é a quantidade de unidades de tempo (tamanho da observagao).

Q ={q1,9,...,q9r} onde ¢ é o estado do modelo no tempo ¢.

O ={01,0,,...,0r} onde O, é simbolo observado no tempo t.

m={m},i=1,...,N. onde m; = Plg; = i| é a probabilidade de i ser o estado inicial do
experimento.

A = {a;;} é uma matriz N x N, onde a;; = Plg+1 = j | ¢ = ] é a probabilidade da
particula ir do estado ¢ para o estado j. Os a;;’s sao independentes do tempo .

B = {b;(k)} ¢ uma matriz N x M onde b;(k) é a probabilidade do simbolo vy, ser observado
no estado 7.

Figura 2.5: Representacao do HMM com 3 estados e 3 simbolos.



CAPITULO 2. PROCESSOS DE MARKOV 12

e \= (A, B,m) é a notagdo compacta para um HMM.

Nas subsecoes seguintes apresentamos algoritmos para os trés principais problemas de HMM
na maioria das aplicagoes que sdo calcular: (1) P[O | A], a probabilidade da ocorréncia da
observagao O dado o modelo A. (2) argmax P[Q | O, )], a sequéncia de estados mais provdvel

Q

dado a observagdo O e o modelo A\ = (4, B,7) e (3) argmax P[O | A], quais os parametros do
A
modelo A = (A, B, ) a partir de dados de treinamento O.

2.2.1 Cadlculo de P[O | )]

e Dado um modelo A\ = (A, B,m) como calcular P[O | )], a probabilidade da ocorréncia da
observagio Oq,0s, ... ,Or 2, isto é, P[O | \]| =7

O modo mais imediato de se calcular P[O | A] é achar P[O | @, \] para um estado fixado
Q@ = q1,qo,...,qr € somar as probabilidades sobre todos os estados possiveis, isto é:

PlO| X = ZPO QI =) _PO]QANPQ
Q

onde P[O ’ @, >‘] = bq1(01>bq2(02) T bQT(OT> e P[Q, )‘] = Tq1Qq192Qq2q3 " * " Aqr_1q7-

Para cada estado temos 27" — 1 multiplicagoes para o calculo de P[O | Q, A]P|Q, A] e temos
NT estados. Daf temos na ordem de 27'N” multiplicagoes para o cdlculo de P[O | A]. Isso
é invidvel computacionalmente pois, por exemplo, um modelo com 10 estados e 100 instantes
de tempo (observagoes), isto ¢, N = 10,7 = 100, temos ordem de 10'°> multiplicagoes. Para
executar esse cdlculo mais rapidamente usamos o procedimento abaixo.

Algoritmo Forward

A variavel forward oy (i) é a probabilidade da observagao da sequéncia parcial O1,0,, ... ,0; €
que no tempo t tenhamos o estado 1.

at(i):P[OlaO%"' ;Ot:Qt:i | A]

ay (i) pode ser calculada recusirvamente da seguinte forma:

=

831 (Z> _ﬂ-zbz(01> 1= 1a"'7
&t+1()—b(0t+1)(z&t(>aw) t:]_,Q,,T—]_ 5 jzl,...,

=

Temos que

O|)\ ZCYT

Esse método de cédlculo de P[O | A] envolve ordem de N?T multiplicagoes.
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A deducao da férmula ayq () = b;(Ors1) (Zat (7) au) deve ser feita com o devido cuidado
pois P[AB] = P[A]P[B] s6 se A e B sao independentes.
at+1( ) =P[O1,...,04,0u11,qe1 =7 | A] =

ZP[Oh--- 04,001, 1 =5 | @ =6, \[Plge =i | A =

=1

N

ZP[017027"' 7Ot ’ qt :Za)‘]P[Qt:Z | )\]P[Ot+17Qt+1 :.] ’ qt :Za)‘] -

=1

N

ZP[Olv oo 7Otaqt =1 | )‘]P[Ot-‘rl ’ qi+1 = ja qy = i: A]P[Qt-i-l = ] ’ qy = i: >‘] = bj(Ot-‘rl) (Zat( )aU>
i=1

O célculo da varidvel forward com o algoritmo descrito acima envolve problema de precisao
numeérica (underflow) pois, por exemplo, se temos um alfabeto de tamanho 100 e 100 observagoes
(T'=100), o4 € da ordem T' = 100 vezes menor que «;. Dai temos que P[O | A] é da ordem de
10—200.

Para resolver este problema temos que escalar esse algoritmo. KEsse escalamento consiste

basicamente em cada passo do algoritmo criar uma varidvel auxiliar que indica o valor de > o (1) .
i

Algoritmo Forward Escalado

O célculo da varidvel forward com o algoritmo descrito na subsecao acima envolve problema de
precisao numérica (underflow) pois, por exemplo, se temos um alfabeto de tamanho 100 e 100
observagoes (1" = 100), a;+1 ¢ da ordem 7" = 100 vezes menor que ay. Daf temos que P[O | \] é
da ordem de 10720,

Para resolver este problema temos que escalar esse algoritmo. Esse escalamento consiste

basicamente em cada passo do algoritmo criar uma variavel auxiliar que indica o valor de ) "oy (7).
i

Descrevemos a seguir o algoritmo forward escalado.
1. Inicializacao:
&1(2) = T z(Ol) i1=1---N

=1/ <;a1( ))
(i) = c18 (i),i=1---N (escalado)

2. Inducao
N/\ . .
Ozt+1()—b(Ot+1)<Zat(z)aij),t:1,...,T—l s jzl,...,N

Cor =1/ <Zat+1()> —1,...,T—1

at+1 (]) —Ct+1at+1( ) t = 1, ,T— 1 s j = ]_, ,N (eSC&ladO)

s
Il
—

3. Finalizacao
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PO =1/ <£Ct)

¢ N
isso ¢ vélido pois a; (i) = chT ai (i) e > a,(i) = 1 logo P[O | A
= =1
N/\ . T T
Sar)/ (i) == San ) =1/ (f1a)
=1 t=1 HCtZ t

Como P[O | )] pode ser muito pequeno, calculamos o seu logaritmo

— i_ﬁlaT (@) —

log PO | \] = Zlogct

2.2.2 Cilculo da Sequéncia Otima de Estados

e Dado um modelo \ (A, B,7) e a sequéncia de observa¢io O1,0s,...,0r. Qual a
sequéncia de estados @ = (q1,q2,.-.,qr) para que P[Q | O, )] seja mazximizada?, isto
é, argmax P[Q | O,\] =7

Q

Como P[Q | O, )\ = PIQ,0I

= Jion, e P [O] )] é constante em relagao & seqiiéncia de estados @, basta
calcular:

Q" = argmaxP[Q, O | A]
Q

Para executar o cédlculo acima de modo eficiente usamos o algoritmo de Viterbi, que é um
algoritmo de programacao dindmica e ¢ muito parecido com o algoritmo descrito para o calculo

de P[O | A]. Para o cdlculo do algoritmo de Viterbi precisamos da varidvel auxiliar 6;(i) definida
por:

6:(1) = max Plq1,q2,-.. ,q = 1,01,
q1,92;--- ,9t—1

7Ot|)‘]

Podemos calcular 6;,1(7) a partir da seguinte relagao indutiva

5t+1(j) =
Plq =i, 01|A] = mib(O1).

O valor de mgxP [Q O | A] pode ser calculado com a relagao

[miaxét(i)aij]bj (Or41)
onde 6y (i) =

P* = mgxP[Q,O | Al = m?X[éT(i)]

Temos ainda que tracar o caminho de volta para achar a seqiiéncia de estados

gr = argmax[dr(i)] e g; = arg max[d;(i)aig;, ]

)

Como no caso do algoritmo forward, é necessério algumas modificacoes para o cdlculo escalado
do algoritmo de Viterbi, o que evita underflow em computadores de precisao finita. Para maiores
detalhes consulte [2].
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2.2.3 Treinamento de HMM

e Quais os par@metros X\ = (A, B, ) de um HMM para que P|O | \] seja mazimizado?, isto
é, argmax P[O | \]| =7
A

O treinamento de um modelo estatistico (problema 3) é de longe o mais dificil e a existéncia
de um algoritmo eficiente para esse problema é condi¢ao fundamental para a aplicabilidade desse
modelo estatistico. Esse é o caso de HMM, pois existe o eficiente algoritmo de Baum-Welch, que
é um caso particular do algoritmo EM (Expectation-Maximization).

O treinamento de HMM é um problema de otimizagao continua de vdrias varidveis (os
parametros A = (A, B, 7)) e pode ser resolvido aplicando métodos de otimizacdo baseados no
gradiente. Uma opgao melhor é o algoritmo de Baum-Welch (ou EM) que consiste dos seguintes
passos:

1. Inicializacdo: Obter parametros A = (A, B, 7) iniciais do modelo. Podemos fazer isso de
modo aleatério ou usar algum tipo de estimativa para a inicializagao do HMM.

2. Passo E (Expectation): Calcular as esperangas matemdticas das varidveis ocultas, dado A.
No caso de HMM, o ntiimero de vezes nos estados, transicao dos estados e outras varidveis
indicadas no passo M.

3. Passo M (Maximization): Calcular novos parametros A para que P[O | A] seja maximizado,
assumindo os valores das varidveis ocultas no passo E. Se ja conhecemos os valores dos
estados ocultos (obtidos no passo E), o cdlculo dos pardmetros A do modelo para que
PJO | A\] seja méximo é simples (andlogo para cadeias de Markov):

nimero de transi¢oes do estado ¢ para o estado j

Aij = i nimero de VeZES(flO estado 7
b (k) __ numero de vezes no estado g com o simbolo v
y =

nimero de vezes no estado j
m; = nimero de vezes no estado ¢ no tempo t = 1

4. Tteracao: Se P[O | A] — P[O | A] é maior que um valor fixo, ir para o passo E (com os novos
pardmetros A). Se ndo, terminar a execug@o e retornar os novos parametros \.

Pode-se provar que P[O | A] > P[O | A] e que a sequéncia de modelos ); obtidos com o
algoritmo EM converge para A\*, um mdaximo local de argmax P[O | A]. O algoritmo de Baum-
A

Welch converge localmente (mas nao globalmente) para um maximo. No entanto, Baum-Welch
é réapido e geralmente obtemos um bom mé&ximo local.

Para maiores detalhes e a deducao das férmulas explicitas para os parametros do HMM, assim
como o Baum-Welch escalado e para observagdes continuas, consulte [1] ou [2].

2.2.4 HMM para Observacoes Continuas

Apesar de ser possivel discretizar o sinal de voz com um algoritmo de quantizacao vetorial, uma
melhor performance em reconhecimento de voz é obtida trabalhando diretamente com o sinal
de voz continuo. Para isso é necessdrio que o HMM lide com funcoes continuas de densidade



CAPITULO 2. PROCESSOS DE MARKOV 16

de distribuicao b;(0) (que define a densidade de distribui¢ao do sinal emitido no estado 7). Em
reconhecimento de voz é comum usar a fungao densidade de distribuicdo b;(O) como uma soma
de Gaussianas:

M
b;(0) = "cipN(O, pjn, Uje)
k=1

onde ¢;, € o coeficiente da k-ésima mistura do estado j e N é a funcdo Gaussiana (ou distribuigao
normal) multidimensional definida por:

exp(—5(X — p)TU (X — )

N(X,p,U) = 5

1
(2m)d2|U|1/?
onde d é a dimensao, U é a matriz de covaridncia e p é vetor média d-dimensional.

Os algoritmos para os 3 problemas de HMM continuas sao parecidos com o caso discreto.
Para maiores detalhes, consulte [1] ou [2].



Capitulo 3

Sistemas de Reconhecimento de Voz

Este é o capitulo central desse texto. Nele vamos apresentar os 3 tipos bédsicos de reconhecimento
de voz. Fazemos essa classificacao de acordo com dois critérios:

e Palavras isoladas ou conectadas: Quando as palavras sao isoladas (hd uma pequena pausa
entre elas), podemos separd-las e o sistema de reconhecimento de voz vai se ocupar com
uma palavra de cada vez. Quando as palavras sao conectadas, como na fala natural, o
reconhecimento de voz se torna bem mais complexo pois (1) Nao sabemos o nimero de
palavras no sinal de voz. No médximo obtemos um limite inferior e superior para o niimero de
palavras. (2) O fenomeno da co-articulagao (interferéncia na produgao do final de um som
com o inicio do som seguinte) altera bastante o sinal de voz. (3) As fronteiras das palavras
nao sao bem definidas, tornando dificil, ou mesmo impossivel, especificar precisamente as
fronteiras de uma palavra devido a co-articulacao.

e Pequeno ou grande vocabuldrio: Quando o vocabuldrio é pequeno a unidade bésica para
a modelagem de HMM ¢ a palavra. J& quando o vocabulério é grande (>1000 palavras),
se torna impraticdvel que a unidade bédsica sejam as palavras. Necessitamos de unidades
menores como o fonema, por exemplo.

Temos 3 tipos bésicos de reconhecimento de voz que estudaremos nesse capitulo:

1. Reconhecimento de voz com pequeno vocabuldrio e palavras isoladas: E o tipo mais simples
e € 1til em aplicagoes tipo comande-e-controle, onde é dito uma palavra por vez (com pausas
entre os palavras do comando) e um tipo de ag@o é executado.

2. Reconhecimento de voz com pequeno vocabuldrio e palavras conectadas: Nesse caso ja
reconhecemos a fala natural conectada, mas com um pequeno vocabuldrio. Esse problema
é bem mais complexo que o reconhecimento de voz com palavras isoladas.

3. Reconhecimento de voz com grande vocabuldrio (e palavras conectadas): E a forma mais
geral de reconhecimento de voz. E onde tentamos reconhecer a fala natural. Nesse caso os
algoritmos em geral ndo podem achar uma solucdo por busca exaustiva. E um problema
de grande interesse nas pesquisas atuais em reconhecimento de voz.

17
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Figura 3.1: Sistema de Reconhecimento de Voz para pequeno vocabuldrio e palavras isoladas.

3.1 Pequeno Vocabulario e Palavras Isoladas

Vamos descrever um sistema bem simples de reconhecimento de voz para palavras isoladas e
pequeno vocabuldrio baseado em [2] ou em [6]. A figura 3.1 (obtida em [6]) descreve esse sistema.
Nesse sistema a entrada é o som de uma palavra X. Calculamos a probabilidade da ocorréncia
de X para os HMMs das palavras 1,2, ..., M (j4 treinados). A palavra i escolhida pelo sistema é
o do HMM em que obtemos a maxima probabilidade P(X|HMM —i). Se a entrada é o som de
varias palavras, o pré-processamento deve separd-las (pelo siléncio entre elas) pois o sistema s6
reconhece uma palavra por vez.

O treinamento do sistema (a obtengao dos parametros para cada um dos HMMs) é feito com
o algoritmo de Baum-Welch e varios sons das palavras 1, 2, ..., M por vez. Essa arquitetura é bem
geral (um sistema de reconhecimento de escrita com letras isoladas ¢é feito de modo andlogo).

3.2 Pequeno Vocabulario e Palavras Conectadas

O reconhecimento de voz com palavras conectadas e pequeno vocabuldrio é bem mais complexo
que o de palavras isoladas pelas razoes jd expostas na secao 1. Vamos a seguir definir a notagao
usada para em seguida expor o algoritmo de programacao dindmica em dois niveis.

Note que a notacao usada foi baseada em distancias (como usada em [2]) é mais natural
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para a técnica de DTW. A mudanca da notagao de distancias para probabilidades (para aplicar
HMM) é imediata e nao serd feito aqui.

3.2.1 Notacao

Seja 7 o dado de entrada (sinal actstico) devidamente processado como uma sequéncia de vetores
espectrais.

T ={t(1),£(2), ..., t(M)}

onde o intervalo entre os frames dos vetores espectrais ¢(i) é definida no processamento de voz
(em torno de 20 a 50 ms).
Seja R o vocabuldrio, composto de V' palavras

R ={Ri1,Rs,...,Rv}
onde cada R; tem a duracao de NV; frames, que denotamos por:
Ri={ri(1),7:(2), ..., rs(Ng) }

O problema de reconhecimento de voz conectado consiste em achar a sequéncia 6tima de
palavras R* do vocabulario que melhor se casa com o dado de entrada 7. Denotamos R* por:

R*={Ry) ©Rgr2 @ - ® Ry}
onde ¢*(I) estd entre 1 e V. Denotamos uma sequéncia qualquer de palavras por:
R ={Ry1) ® Ry2) @ ... ® Ryy} = {r°(n) N

A distancia entre 7 e R® pode ser calculada da forma:
M
D(T,R*) =) dist(t(m),r*(m))
m=1

Com essa notacao, dado um sinal de entrada 7, a distancia minima entre todos os R® e 7 é:

D* = minD(7,R)

e o problema de reconhecimento de voz conectado consiste em achar

R* = argminD(7,R?)
RS
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3.2.2 Programacgao Dindmica em dois niveis

O calculo de D* e R* pelo método de forca bruta é impraticdvel pois se o sinal de entrada 7 é
composto de L palavras e temos um diciondrio de V palavras, temos V' possiveis sequéncias de
palavras (sem contar o fato de que s6 temos estimativas do niimero minimo e maximo de palavras
de 7). Apresentamos a seguir o algoritmo de programacao dindmica em dois niveis, que é um
dos vdrios algoritmos para o célculo de D* e R*.

O algoritmo de programacao dindmica em dois niveis, como o prépio nome diz, quebra o
célculo em duas partes. Na primeira parte temos o cédlculo da distancia de uma porcao arbitraria
do dado de entrada 7 as palavras do vocabulério.

__ Sejam b e e os pontos inicial e final de um intervalo de 7. Devemos calcular a distancia
D(v, b, e) desse intervalo a uma palavra v do vocabulédrio. Esse cdlculo deve ser feito para todos
os valores possiveis de b e e e para todas as palavras v do vocabuldrio, isto é, devemos calcular:

D(v,b, e) = min Zdist(t(m), ro(m))

m=>b

onde 1 < b< M, b<e< M, 1< < V.
Ap6s esse cdlculo, fixados b e e, devemos achar para qual palavra v do vocabuldrio temos o
menor valor entre as distancias D(v, b, e), isto é, devemos calcular:

D(b,e) = 123;12\/1)(”’ b, e)
A palavra que d4 melhor casamento no intervalo [b, e] é:

N(b, e) = arg minﬁ(v, b, e)

1<v<V

O primeiro nivel de célculo consiste em achar a matriz de melhores valores D(b,e). No
segundo nivel de célculo utilizamos a programacao dindmica para calcular a menor distancia
para todo o dado de entrada 7. Utilizamos a seguinte recursao para esse calculo.

D(e) = lrgblile[D(b, e)+ D;_1(b—1)]
O célculo deve ser feito paral =1 até | < Lyax, onde Ly;ax € 0 nimero méximo de palavras
contido no dado 7. A solucao final é:

D*= min D;(M)

1<ISLpax

3.3 Grande Vocabulario

Vamos analisar somente reconhecimento de voz com grande vocabuldrio e palavras conectadas
(reconhecimento de voz com grande vocabuldrio e palavras isoladas nao tem interesse pratico).
Vamos usar o modelo Bayesiano j4 visto no capitulo 1 e que revisamos aqui. No modelo Bayesiano
é necessdrio:
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e Um conjunto de varidveis aleatérias X = (A, W) onde A ¢é o sinal observado, a evidéncia
acustica, o dado de entrada de voz (processado) e W é uma sequéncia de palavras, sao as
varidveis ocultas que descrevem eventos causados por A.

Assumimos que A é uma sequéncia de simbolos a; (gerados no tempo):

A=ay,as,...,ay

W é uma sequéncia de n palavras, cada uma pertence a um diciondrio fixo (e finito) W.

W = wjws... w, w; €W
e Um modelo estocdstico, no nosso caso HMM, que permite descrever a variabilidade e o

ruido no sinal.

e Parametros especificos # do HMM que melhor descrevem a classe dos sinais (voz) que
tentamos decifrar.

O problema bésico em reconhecimento de voz é obter W a partir de A. No capitulo 1 vimos
que podemos obter, segundo o modelo, qual a sequéncia de palavras mais provdavel W* com a
entrada actstica A:

W* = arg maxP(A|W,0)P(W|0)
W

Omitindo na férmula acima os pardmetros 6 do modelo temos:

W* = arg maxP(A|W)P(W) (3.1)
W

Nas proximas secoes descrevemos brevemente os trés componentes principais de um sistema
de reconhecimento de voz, que sao:

1. Modelagem Actistica, onde modelamos o sinal de voz e calculamos P(A|W), a probabilidade
da ocorréncia da actstica A dado W.

2. Modelagem da Linguagem, onde modelamos a linguagem e calculamos P(W).

3. Hipéteses de Busca, que trata dos métodos para o cédlculo da férmula 3.1.

3.4 Modelagem Acistica

Na modelagem acustica tratamos de modelar a acustica do sinal de voz para calcular P(A|WV),
a probabilidade da ocorréncia da actstica A dado W'.

Quando temos um grande vocabuldrio (de 1000 a 20000 palavras) é invidvel ter palavras como
a unidade bésica para modelamento com HMM. E necessario modelar (com HMM) uma unidade
menor que a palavra. As principais razoes para isso sao: (1) O treinamento de modelos de
palavras inteiras requer um conjunto de treinamento com um nimero suficientemente grande de
amostras de cada palavra. (2) O modelamento da influéncia do contexto entre palavras (palavras
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ditas antes ou depois alteram o som da prépria palavra) ou inter-palavras (influéncia dos sons
consecutivos dentro das palavras) requer um niumero muito grande de possibilidades a serem
analisadas.

Ha& vérias possibilidades de unidades menores que a palavra, entre elas:

e Silabas ou Semi-silabas: Usamos a nogao linguistica de silaba (um niicleo vogal com con-
soantes (ou agrupamento de consoantes) opcionais antes ou depois da vogal) para modelar
as unidades baseadas em similaridade actstica. O problema é que hd um nimero grande
de silabas em uma lingua (em inglés hé aproximadamente 10.000 silabas). Outra opgao é
usarmos semi-silabas, que sao partes de uma sflaba. Em inglés ha aproximadamente 2.000
semi-silabas.

e Bases Sintéticas: Podemos usar unidades sintéticas, que sao completamente auto-organizadas
a partir dos dados. Nao é necessdrio nenhum conceito fonético ou linguistico e é uma fer-
ramenta 1til para modelar novas palavras que nao pertencem ao vocabuldrio.

e Fonemas: Existem em torno de 50 fonemas na lingua inglesa. E a unidade mais usada para
reconhecimento de voz e é a tnica que discutiremos aqui.

3.4.1 Modelos Acusticos Fonéticos

Para se construir HMMs para palavras devemos:

1. Construir um diciondrio fonético para todas as palavras do vocabulario. Isto é, obter os
fonemas (com base na prontncia) de cada palavra v do vocabuldrio, obtendo a sequéncia
®(v) = 1, Yo, ..., Pn, onde ; pertence a um alfabeto fonético pré-determinado. Chamamos
®(v) de base fonética de v. Para palavras com pronincias diferentes devemos ter multiplas
bases fonéticas. Existem varios alfabetos e diciondrios fonéticos como o ISA (Internation-
al Phonetic Alphabet) ou o ARPABET (da DARPA, agéncia de fomento americana que
financiou vérias pesquisas em reconhecimento de voz). Por exemplo, num alfabeto essen-
cialmente idéntico ao ARPABET, temos a seguinte transcricao das palavras:

above - ax/ b/ ah/ v
carry - k/ ae/ r/ iy
hours - aw/ w/ axr/ z
2. Construir um HMM para cada simbolo do alfabeto fonético. Em reconhecimento de voz
é comum utilizar a estrutura left-right, onde as tinicas transi¢oes permitidas sao para o

proprio estado e para o estado seguinte, como vemos na figura 3.2. Comumente usa-se de
3 a b estados para se modelar um fonema.

3. O HMM de uma palavra v é a concatenacao dos HMMs dos fonemas dessa palavra (®(v) =
©1, P2, -y P ), COMO vemos na figura 3.3.

4. O HMM da sentenca inteira W = wy, ws, ..., w, é a concatenacao dos HMMs das palavras
w1, Wy, ..., Wy, cCOMO vemos na figura 3.4.
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Figura 3.2: HMM letf-right com 5 estados

CH Hhdhd p,l'fljn'I q— amEEnE q Hiik p,l'fl:ln.n |q0

Figura 3.3: Modelo de uma palavra - concatenagao de HMMs dos fonemas

5. Para o treinamento dos fonemas usamos o algoritmo de Baum-Welch. Os dados de treina-
mento sao a leitura por usudrios de um texto preparado W. Vamos treinar o HMM com-
posto relativo a todo o texto W, levando em conta que o modelo de um fonema especifico
aparece em varios lugares de W. As transi¢oes de um mesmo fonema tem de ser consider-
ados a mesma transicao, nao importa a sua posicao em W.

3.4.2 Definicao Alternativa de HMM

Uma definigao alternativa de HMM usada em reconhecimento de voz (principalmente por pesquisadores
da IBM, veja [1]) é a HMM com saida nas transigdes e transi¢oes nulas. HMM com saida nas
transicoes quer dizer que os estados nao emitem nenhum tipo de sinal e as observacgoes sao emi-
tidas nas transicoes entre os estados. Uma transi¢ao nula nao emite nemhuma observacao e é
denotada por uma linha tracejada. A utilidade dessa definicao alternativa de HMM pode ser
vista na figura 3.5 onde modelamos um fonema com prontincias diferentes e a opcao de omissao
de alguns estados.

Podemos também ter um estado inicial onde o HMM sempre comega, evitando assim a ne-
cessidade do vetor m como pardmetro do HMM.

3.5 Modelagem da Linguagem

E claro que em uma linguagem certas palavras sao muito mais provaveis que outras e que a
probabilidade de ocorréncia de certas palavras depende das palavras anteriores. Temos que levar

HMM p Y, (ol o o 0w HMM ped
1 n

Figura 3.4: Modelo de uma sentenca - concatenacao de HMMs de palavras
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Figura 3.5: HMM de um fonema usando defini¢ao alternativa

em conta esses fatos e modelar a linguagem para calcularmos P(W).
Seja W = wy, wy, ..., w,. Pelo teorema de Bayes podemos decompor P(WW) em:

P(W) = Z.Elp(wﬂwl,wm -'-:wi—l)

onde P(w;|wy,ws, ..., w;_1) é a probabilidade de w; ser dito apds as palavras wq, ws, ..., w;_1, que
sao chamadas de histéria (de W).

Infelizmente o calculo de P(w;|w, ws, ..., w;_1) € muito caro computacionalmente e é razoavel
supor que, por exemplo, a quinta palavra de uma frase depende muito pouco da primeira palavra
dita. Diante disso, temos os modelos de linguagem de unigramas, bigramas e trigramas que
restringem a historia passada. No modelo de linguagem de unigrama nao levamos em conta a
histéria (as palavras ditas anteriormente), isto &,

n

P(W) = II P(w;) = P(wy)P(ws)P(ws)...P(w,)

i=1

O modelo de linguagem de bigramas leva em conta somente a iltima palavra:
P(W) = P(wl)iliP(wi]wi,l) = P(w)P(wa|wy) P(ws|ws)...P(wy,|w,_1)
Ja no modelo de linguagem de trigramas levamos em conta as duas iltimas palavras:
P(W) = P(wl)P(wg|w1)i1iLI3P(wi]wi,1, wi_2)

Em sistemas de reconhecimentos de voz atuais praticamente é usado somente o modelo de
linguagem de trigramas, que permanece no estado da arte. Modelos de linguagem de unigramas
ou bigramas perdem muito em performance e modelos mais sofisticados, que levam em conta trés
ou mais palavras da histéria tem uma complexidade muito alta.

Para estimar a probabilidade de ocorréncia de trigramas devemos calcular a frequéncia relativa
para todos os trigramas do diciondrio:

C(U)l, Wa, w3>

Clwn, w) (3.2)

P(w3|w1,w2) = f(w3’w1,w2> =
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onde C(w) indica o nimero de vezes que a palavra w ocorre no texto de treinamento e f(.) indica
a frequéncia relativa.

Um problema na férmula acima é que mesmo para textos grandes muitos trigramas nunca
ocorrem, o que acarreta que textos W que possuem esse trigrama terdo probabilidade P(WW') = 0.
Um exemplo desse fato é o experimento conduzido por pesquisadores da IBM na década de 70:
Um texto baseado em um diciondrio de 1.000 palavras foi dividido em um subconjunto de testes
e outro de treinamento (de 300.000 e 1.500.000 de palavras, respectivamente). Foi verificado que
23% dos trigramas do subconjunto de testes ndo apareceram no subconjunto de treinamento.
Isto se deve ao fato de que em um diciondrio de 1.000 plavras existem 1000 = 1 bilhdo de
trigramas. Para calcular a probabilidade de ocorréncia de trigramas pela frequéncia relativa de
sua ocorréncia, como na férmula 3.2, o tamanho do texto de treinamento deve ser muito grande,
o que é invidvel.

Para se resolver esse problema é necessario suavizar as frequéncias dos trigramas. Um modo
simples de se fazer isso é interpolar as frequéncias relativas dos unigramas, bigramas e trigramas:

P(ws|wi, wg) = Az f(ws|wy, wa) + Aaf (ws|wa) + A1 f(w3) (3.3)

com A + Ay + A3 =1 e 0s \; sao positivos.

Um modelo de linguagem operando de acordo com a férmula 3.3 pode ser modelado por um
HMM e diante disso podemos calcular os valores \i, Ay e A3 com o algoritmo de Baum-Welch. No
entanto, existem métodos mais eficientes do que a abordagem padrao por HMM para o calculo
de A\i, A2 e A3, como vemos em [1].

Devemos separar o dado de treinamento em duas partes. A primeira parte (muito maior) é
usada para estimar as frequéncias relativas e a segunda parte (muito menor) é usada para estimar
os parametros A1, Ao e As.

Um exemplo do modelo de linguagem de trigramas operando de acordo com a férmula 3.3
pode ser visto em [1], onde foi calculado qual a ordem (indicada entre parénteses) no vocabuldrio
de cada uma das palavras na frase abaixo:

o We(9) need(7) to(1) resolve(98) all(9) the(3) important(1641) issues(9) within(66) the(1)
next(1) two(2) days(7).

3.6 Hipoteses de Busca

Nesta secao vamos atacar o principal problema de reconhecimento de voz, que é achar qual a
sentenca W* mais provavel dado a evidéncia actstica A, que num modelo Bayesiano pode ser
calculado com a férmula 3.1. Existem dois métodos principais para esse cédlculo: a busca de
Viterbi e busca em &rvore, que descrevemos a seguir.

3.6.1 Algoritmo de Viterbi

O algoritmo de Viterbi, ja discutido no capitulo 1 e que revisamos aqui, calcula qual a sequéncia
de estados mais provaveis Q* de um HMM de paramentros A e dado a evidéncia acustica A.

Q" = arg mgxP[Q, A A



CAPITULO 3. SISTEMAS DE RECONHECIMENTO DE VOZ 26

O algoritmo de Viterbi é baseado em programacao dindmica onde usamos a varidvel auxiliar
8¢(1) definida por:

6:(1) = max Plg1,qo,- - ,q =1, A1,... ,Ar | A

q1492.--qt—1

Podemos calcular ¢;,1(i) a partir da seguinte relagao indutiva:
oe41(J) = [m?XCSt(i)aij]bj(AtH) (3.4)

onde 61(i) = P[q1 = i, A1|\] = mbi(Ay).
Podemos calcular qual a sequéncia 6tima de estados até o tempo ¢ com a relagao:

Py = mast (5)] (3.5)
O valor de mgxP (@, A | A] pode ser calculado com a relagao:

P* = maxP[Q, A | A] = max[67(?)]
E tracamos o caminho de volta para achar a seqiiéncia de estados:

gp = argmax[or(i)] e ¢ = argmax[éy(i)aiq, ]

3.6.2 Busca de Viterbi

A busca de Viterbi consiste em achar o melhor caminho num grafo (que depende do modelo de
linguagem) com o algoritmo de Viterbi.

No modelo mais simples de unigramas, a busca de Viterbi consiste em achar o caminho mais
provavel no HMM da figura 3.6. Note a utilidade de modelagem por HMM pois a complexa tarefa
de achar a sentenga W* mais proviavel dado a evidéncia acistica A é reduzida ao algoritmo de
Viterbi em um (grande) HMM.

No modelo de linguagem de bigramas, a busca de Viterbi consiste em achar o caminho mais
provavel no HMM composto. Na figura 3.7 temos esse HMM composto para um vocabuldrio de
duas palavras.

Para o modelo de linguagem de trigramas, o HMM composto fica mais complexo, com niimero
de estados proporcional ao quadrado do tamanho do dicionario [WW|. Em [1] temos a figura do
HMM composto para trigramas.

O problema da busca de Viterbi é que o nimero de estados é nuito grande (proporcional a |W)|
para modelos de linguagem de unigramas ou bigramas e proporcional a |W|? para trigramas).
Supondo que temos em média 20 estados para a modelagem de uma palavra e o tamanho do
diciondrio ¢ [W| = 10.000, temos 200.000 estados para unigramas (ou bigramas) e 2.10° estados
para trigramas.

Um método simples e funcional (beam search) é estabelecer um limiar (threshold) no algorit-
mo de Viterbi, isto é, todos os caminhos que no tempo ¢ e no estado ¢ tem probabilidade menor
que o limiar sdo considerados pouco provaveis e sdo eliminados (assim como continuagoes desse
caminho). O limiar é calculado com:
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Figura 3.6: HMM composto para modelo de linguagem de unigramas

onde P} é calculado com a férmula 3.5 e K é uma constante determinada experimentalmente.
K =100 é um valor comum.

Essa estratégia reduz drasticamente o nimero de estados no célculo da recursao da férmula
3.4. E claro que nesse caso nao hé garantia que vamos obter realmente o melhor caminho no
HMM composto (figura 3.6 ou 3.7). Esta estratégia funciona bem para modelos de linguagem de
unigramas ou bigramas. Para modelos de linguagem de trigramas, devido ao grande nimero de
estados sao necessdrias estratégias adicionais como processamento em varios passos para acelerar
o cdlculo, como pode ser visto em [1].

3.6.3 Busca em arvore

Podemos achar a sentenga W* mais provavel dado a evidéncia acustica A com uma busca em
arvore. Como W é uma sequéncia de palavras wy, ws, ..., w,, esse problema consiste em achar o
melhor caminho na drvore cujos ramos (em cada nivel) sdo as palavras do vocabulério (na ordem
de [W| = 10.000).

Essa drvore tem um mimero muito grande de ramos (no nivel ¢ temos [W|* ramos) e portanto
é necessdrio uma estratégia (como foi feito na subsegdo anterior) para eliminar ramos pouco
provéaveis. Apresentamos a seguir o algoritmo A*, que é uma estratégia de busca em &rvore.

Toda busca em &rvore é baseada na maximizagao de um critério de avaliagao g. Seja
w? = wp,ws, ..., w, uma sequéncia de palavras que maximiza g(.), com g(w?) definida para
k=1,2,...,n.

Vamos definir uma fungdo auxiliar F tal que se F(w?) > F(w¥) entdo g(w}) > g(w¥||z27")
para todo 27" (o simbolo || indica a concatenacio das sequéncias w¥ e 27). Daf temos que se
F(uw?) > F(w!) entao nenhuma continuacao do caminho w¥ pode ser melhor que w?. Nesse caso
todas as continuacoes de w¥ podem ser completamente eliminadas como candidatas a melhor
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Figura 3.7: HMM composto para modelo de linguagem de bigramas com vocabulédrio de duas

palavras

caminho.

O algoritmo A* ¢ implementado usando estruturas de pilha. Qual a funcao F' usada para
reconhecimento de voz assim como algoritmos de multi-pilhas e o algoritmo de Fast Match, que
sao usados para acelerar a busca podem ser vistos em [1].



Capitulo 4

Entropia

Neste capitulo, que é independente dos demais, apresentamos o conceito de entropia na fisica,
assim como na teoria da informagao de Shannon. Mostramos aplicagoes da entropia no problema
de codificacao de simbolos e em &drvores de decisao. Apresentamos também o conceito de entropia
condicional, informagao mmitua, divergéncia e o principio de méxima entropia.

4.1 Segunda Lei da Termodinidmica

A ciéncia da termodindmica comecou na primeira parte do século XIX com o estudo dos gases e
na tentativa de melhorar a eficiéncia de maquinas a vapor, mas seus conceitos sao validos para
sistemas fisicos de qualquer natureza. A termodindmica é uma ciéncia experimental, baseada em
um pequeno nimero de principios, que sao generalizacoes feitas a partir da experiéncia. Ela diz
respeito somente a propriedades macroscépicas ou em grande escala da matéria. A termodinamica
desempenha um papel fundamental da fisica e continua vilida mesmo com os avancos da fisica
no século XX.

Na primeira parte do século XIX pesquisadores observaram que virios processos ocorrem
espontaneamente. Por exemplo, se dois corpos com temperaturas diferentes sao colocados em
contato, esses corpos vao chegar a uma temperatura em comum. O contrario (dois corpos com a
mesma temperatura sao colocados em contato e um corpo fica mais quente e o outro mais frio)
nunca acontece. A segunda lei da termodinamica determina em que sentido um processo ocorre.
Seu enunciado conciso é: A entropia do universo sempre aumenta.

A segunda lei da termodinamica diz que em qualquer processo que ocorra (no tempo) em um
sistema isolado (que nao troca com o exterior massa nem energia), a entropia nao diminui. E a
unica das leis fisicas que determina uma direcao a seta do tempo e é de importancia fundamental
na fisica, como podemos observar pelas palavras dos fisicos Arthur Eddington e Albert Einstein.

”The law that entropy always increases — the second law of thermodynamics — holds I think,
the supreme position among the laws of Nature. If someone points out to you that your pet theory
of the universe is in disagreement with Maxwell’s equations - then so much worse for Maxwell
equations. If it is found to be contradicted by observation - well these experimentalists do bungle
things sometimes. But if your theory is found to be against the second law of Thermodynamics,
I can give you no hope; there is nothing for it but to collapse in deepest humiliation”. Arthur
Eddington[12].

29
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”[A law] is more impressive the greater the simplicity of its premises, the more different are
the kinds of things it relates, and the more extended its range of applicability. Therefore, the
deep impression which classical thermodynamics made on me. It is the only physical theory of
universal content, which I am convinced, that within the framework of applicability of its basic
concepts will never be overthrown”. Albert Einstein[13].

O conceito de entropia e a segunda lei da termodindmica foram descobertos pelo fisico Clau-
sius, que definiu a variagao de entropia como a variacao do calor recebido sobre a temperatura.
ds = @

T

Quando colocamos em contato dois corpos de temperaturas 77 e Ty, com 17 > T5, temos que
o calor flui do corpo mais quente (tempetatura 7}) para o mais frio (o contrédrio nunca acontece).
A variacao de entropia nesse processo é sempre positiva pois:

dS=—-—"+—720
T
Baseado nesse tipo de argumento Clausius postulou, em 1865, a segunda lei da termodinamica.
Da termodinamica estatistica temos a férmula de Boltzmann, que define a entropia de um
sistema fisico:

S =klogW

onde S denota a entropia. k = 1,381.1071¢ é a constante de Boltzmann e W é o niimero de
microestados.

Os microestados sao os possiveis valores que determinam o estado de cada particula, por
exemplo, a energia cinética. A mecanica quantica diz que W é um nimero inteiro e finito.

O préprio Boltzmann notou que a entropia mede a desorganizacao de um sistema fisico.
A identificacao de entropia com informacao foi clarificada com a explicacao de Szilard para o
paradoxo do demodnio de Maxwell (descrita no préximo pardagrafo) e com a teoria da informagao
de Shannon.

Maxwell propos a sequinte experiéncia: Seja uma cdmara isolada dividida em duas partes
A e B separadas por uma particdo que nao conduz energia nem matéria. Essa particdo tem
uma portinhola mével (sem atrito) que permite a passagem de particulas entre as cimaras. Em
cada uma das partes temos amostras de um gds & mesma temperatura. A temperatura do gds
¢ determinada por uma "média” estatistica das velocidades das particulas do gds, mas em uma
amostra de gés hd particulas lentas e répidas (respectivamente com velocidades menores ou
maiores que a "média” estatistica.). Um demonio vai controlar a portinhola deixando passar de
A para B somente particulas lentas e deixando passar de B para A somente particulas répidas.
Com isso a temperatura de A vai aumentar e a de B vai diminuir, o que é um fato que vai contra
a intuicao e contradiz a segunda lei da termodinamica.

Szilard em 1929 propoés a seguinte explicacao para o paradoxo do demoénio de Maxwell. O
demonio deve estar muito bem informado sobre a velocidade de todas as particulas do gés.
Szilard identificou informacao com entropia e mostrou que a informacao disponivel aumenta a
entropia do sistema cAmara+demonio. A idéia de seu argumento é que, pela mecanica quantica,
a energia é quantizada e identificando um pacote de energia com um bit de informacao sobre uma



CAPITULO 4. ENTROPIA 31

particula, ele calculou a entropia total do sistema cdmara+demonio e mostrou que ela aumenta.
Esse argumento mostra que qualquer sistema que manipula informagées (um cérebro ou um
computador) pode ser considerado como uma méquina térmica e aumenta a entropia total do
sistema. Segundo [10], um computador (na década de 80) dissipava energia na ordem de 10'°
vezes desse limite fisico fundamental.

4.2 Informacao em um evento
E conveniente explicitar o que entendemos por informagio com o exemplo das frases abaixo.

1. Amanha vai fazer sol.
2. Amanh3 vamor ter um maremoto.

3. ASDFR SDFFG ER GHJHGS

A frase 1 contém pouca informacao pois esse é um evento comum. Jé a frase 2 contém muita
informagcao pois é extremamente improvavel que ela ocorra (pelo menos no Rio de Janeiro). A
frase 3, ao contraro das frases 1 e 2, nao tem um significado. A frase 3, no entanto, contém
muita informacao pois na lingua portuguesa é muito improvavel que ocorram tais combinacoes
de letras.

Para esclarecer o argumento acima vamos supor que observamos um sistema com um nimero
finito de eventos possiveis S1, 5s, ..., S,. Cada evento S; tem possibilidade p; de ocorrer, com

pr+p+..+p,=1

Nesse contexto temos que intuitivamente o evento da frase 3 é muito improvavel e que deve
conter mais informacao que o das frases 1 ou 2, que sao mais provaveis de ocorrer no espaco de
eventos (frases num texto, por exemplo). Quanto maior a probabilidade de um evento, menor a
sua quantidade de informagao.

Pode ser provado que sob certas condigoes desejdveis’, a tinica fungao possivel para medir a
quantidade de informac@o de um evento .S; é (a menos de constantes):

1

I(Si) = —log p;

A informagao de S; pode ser interpretada como o espago (em bits ou em simbolos) necessério
para representar a ocorréncia S;. Por exemplo, seja uma varidvel  no intervalo [0, 1] e fazemos
uma medida e obtemos que x = 0.23. Sao necessdrios 2 digitos decimais para representar uma
medida com precisao de um intervalo de comprimento 0.01. Nesse caso temos um ganho de
informagao com essa medida de 2 digitos decimais = —log;,0.01. Para uma medida de  com 5
casas decimais é necessédrio um intervalo de comprimento igual a 107°, o que est4 de acordo com
a férmula da informacao de um evento: I = 5 = —log107°.

Em um sistema bindrio a informacao é expressa em nimero de bits e a base do logaritmo
deve ser 2. Para informacao em digitos decimais, a base do logaritmo deve ser 10.

!Essas condicoes sao equivalentes as exigidas por Shannon na secao 4.3.
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Num sistema com um nimero finito de eventos possiveis Si, Ss, ..., S,, onde cada evento S;
tem possibilidade p; de ocorrer, a esperanca da quantidade de informacao é:

H =Y pl(S)=-Y pilogp
=1 =1

Na préxima se¢ao vamos chegar a essa mesma férmula com a abordagem de Shannon, que é
em esséncia a mesma abordagem desta secao.

4.3 Teoria da Informacao

A teoria da informagao teve inicio com Shannon[7], em 1948, que a apresentou num contexto
de engenharia de comunicacoes. A teoria da informacao nasceu da necessidade de quantificar a
informacao contida em uma mensagem. Abaixo temos um pequeno excerto de seu famoso paper
[7], onde s@o descritas as propriedades desejéveis para a entropia, ou informagao, ou medida da
quantidade de escolha na selecao de um evento.

”Suppose we have a set of possible events whose probabilities of occurrence are py, ps, ..., p,
(p1+p2+ ...+ pn =1). These probabilities are known but that is all we know concerning which
event will occur. Can we find a measure of how much choice is involved in the selection of the
event or of how uncertain we are of the outcome?

If there is such a measure, say H(p1,ps, ... ,Pn), it is reasonable to require of it the following
properties:

1. H should be continuous in the p;.

2. If all the p; are equal, p; = %, then H should be a monotonic increasing function of
n. With equally likely events there is more choice, or uncertainty, when there are more
possible events.

3. If a choice be broken down into two successive choices, the original H should be the weighted
sum of the individual values of H. The meaning of this is illustrated in Fig. 4.1. At the
left we have three possibilities p; = %, P2 = %, p3 = %. On the right we first choose between
two possibilities each with probability %, and if the second occurs make another choice with

probabilities %, % The final results have the same probabilities as before. We require, in
this special case, that
111 11 121
H(=,-,-)=H(=,=)+=H(=,=

The coefficient % is because this second choice only occurs half the time.”

A propriedade 3 indica que se por exemplo, os numeros de 00 a 99 sao equiprovdveis, a
informacgao que o nimero de saida é o 57 é igual a informacao que o algarismo das dezenas do
muimero é 5 somado & informacao que o algarismo das unidades é 7.

Shannon mostrou que a unica funcao H que satisfaz essas 3 propriedades é da forma:

H = —kY p;logp;
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113 116

Figura 4.1: Decomposicao de uma escolha oriunda de trés possibilidades.
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Figura 4.2: Gréfico da entropia para (p,1 — p).

onde k£ é uma constante positiva, que sem perda de generalidade tomamos k£ = 1.
Seja p = (p1,p2, - - - ,pn) uma distribuigdo de probabilidades, com p; > 0 e > p; = 1. Deno-

i=1
tamos a entropia de p por:

H(p) = =) pilogp;
=1

Como p; log p; nao é definido para p; = 0 tomamos 0log0 = liH[l)p logp = 0.
p*)

Na figura 4.2 temos o gréfico da entropia em bits (log na base 2) para as duas varidveis
(p,1—p), isto &, H = —plogyp — (1 — p) log,(1 — p).
4.4 Propriedades da Entropia
A entropia possui vérias propriedades interessantes.

e Para as n distribuigdes degeneradas A; = (1,0, ...,0), Ay = (0,1,...,0),..., A, = (0,0, ..., 1),

temos que H(A;) = 0, o que é desejavel, pois nesse caso ndao hd nenhuma incerteza na
saida.
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e Para quaisquer distribui¢oes de probabilidades p nao degeneradas temos H(p) > 0, o que
é desejdvel, pois hd incerteza (ou informagao) na saida.

e H(p) nao altera se trocarmos pi,ps, ... ,p, de posicao entre eles. Esta propriedade é
desejdvel pois a ordenagdo dos pls da distribuigdo de probabilidades ndo pode alterar a
entropia.

e A entropia nao se altera com a inclusao de um evento impossivel, isto é:

H(p17p27"' 7pn70) = H<p17p27"' 7pn)

e H(p) ¢ uma fun¢ao concava com méximo para p; = ps = ... = p, = +. Nesse caso, o valor
da entropia é:

- 1,1 11
H(p) =— Zpi log pi = —Zalogﬁ =-n <Elog ﬁ) =logn
i=1 i=1

e A férmula da entropia termodinamica S = klog W pode ser deduzida da férmula da en-
tropia de Shannon, pois na termodindmica todos os microestados sao equiprovaveis e o
nimero de microestados acessiveis ¢ W. Nesse caso a entropia de Shannon é:

H(p) ——iilogi =-W (ilogi> =logW =8
—~W "W W =W

4.5 Codificacao de Simbolos

Uma aplicacao interessante da teoria da informagao é o problema de codificacao 6tima de um
sinal. Seja uma fonte de comunicagao que sé emite os simbolos A, B, ..., Z e conhecemos as suas
probabilidades de emissao pela fonte: pa, pg, ... ,pz. Qual o nimero minimo de bits que precisam
ser usados em média para codificar o conjunto de simbolos de saida da fonte de informacao?

Para que tenhamos um nimero minimo de bits é necessario usar um coédigo de tamanho
varidvel para cada simbolo, com menos bits para o cédigo de simbolos mais frequentes. Nao
desejamos "virgulas” (que é um novo simbolo) entre palavras.

Vamos ilustrar o problema de codificacao de stmbolos com uma fonte que sé emite os simbolos

A, B,C, D com as respectivas probabilidades %, i, %, é. Na tabela 1 temos duas codificagoes
possiveis.
Stmbolo | Probabilidade | Codificacao o | Codificacao (3
A 1/2 1 00
B 1/4 01 01
C 1/8 001 10
D 1/8 000 11

Tabela 1 - Codificacao a e 8 dos simbolos A, B, C, D.

Uma condicao suficiente para que a codificagao seja unicamente decifrdavel é que nenhum
codigo seja prefixo de outro cddigo (é o caso dos codigos da tabela 1). Uma codificacdo que
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D (@) c

Figura 4.3: Arvores das codificacoes (a) a (b) S.

satisfaz essa condicao pode ser diagramado na forma de uma &drvore. Na figura 4.3 temos as
arvores das codificagoes o e 3.

Seja I(x) o tamanho em bits do c6digo do simbolo = e p(x) a sua probabilidade. O compri-
mento médio da codificacao pode ser calculado com a férmula:

L= l(x)p(x)

Shannon demonstrou em seu teorema fundamental para canais sem ruido[7] que nao existe
uma codifica¢do tal que seu comprimento médio L seja menor que a entropia H(X) e que dado
e > 0, existe uma codificacao tal que L < H(X) + e.

O comprimento médio das codificagdes o e [ da tabela acima e a entropia (em bits) sao
respectivamente:

1 1 1 1 7
La—§.1+1.2+§.3+§.3_1
L —12—1—12+12+12—2

5—2. 1 3 3 =

1 1 1 1
H=—-log=—-.log——2

Lol
9 08y T8 T 488 T

8

N —
N =
+
= w
Il
= =

Note que a codificacao « é 6tima pois L, = H.

4.6 Arvores de Decisao

Vamos apresentar o conceito de arvores de decisao com um exemplo. Imagine um jogo com
dois participantes P e R. O jogador R escolhe em segredo um objeto O e o jogador P tem
que descobrir qual é esse objeto fazendo perguntas ao R, que responderd dizendo SIM ou NAO.
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Figura 4.4: Arvores dos esquemas de perguntas (a) e (b)

Simplificando o problema supomos que s6 hd 4 objetos possiveis para R escolher: A, B,C, D e
que conhecemos as probabilidades com que R escolhe os objetos:

1 1 1 1
ba=5,PB= ,PCc = 5,PD =73

2 4 8 8

Na figura 4.4 temos dois esquemas de perguntas. A arvore da figura 4.4(a) indica que inicial-
mente fazemos a pergunta: ”O objeto escolhido é o A?”. Se a resposta for SIM (representado por
”1” na figura) sabemos com certeza que o objeto é o A. Se a resposta for NAO (70”), fazemos a
pergunta ”O objeto é o B?” e assim por diante.

Note que esse problema de drvores de decisao é equivalente ao problema de codificacao de
simbolos, como indica a semelhanca das figuras 4.3 e 4.4.

A Codificagao o da tabela 1 na secao 4.5 é a codificacao das perguntas na drvore da figura
4.4(a). Por exemplo, o c4digo ”1” do simbolo A na tabela indica a certeza do stmbolo A se temos
resposta positva a primeira pergunta. O cédigo ”01” do simbolo B na tabela indica a certeza do
simbolo B se a primeira resposta é negativa e a segunda resposta é positiva. A Codificacao 3 da
tabela 1 é a codificagdo das perguntas da drvore da figura 4.4(b).

Os resultados da secao 4.5 se aplicam aqui e portanto o nimero médio de perguntas nao
pode ser menor que a entropia. O esquema de perguntas da figura 4.4(a) é 6timo pois temos em
média i perguntas, que é o valor da entropia. No esquema de perguntas da figura 4.4(b) temos
2 perguntas para saber qual o objeto escolhido.

4.7 Entropia de Variaveis Aleatodrias

Uma varidvel aleatéria X é definida pelo alfabeto de possiveis valores que ela pode assumir:
{1, x9,... ,x,} e pelasua distribuigdo de probabilidades p = (p1,p2, ... ,pn), ondep; = P{X = z;}
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A esperanca de uma varidvel aleatéria X, governada pela distribuicao p, é:
E(X) = ipimi
i=1
A entropia de X é:
H(X) = -3 pilos
i=1
Podemos considerar uma nova varidvel aleatéria Z(X) = —log P {X}, logo:
B(Z) = B(~log P{X}) = =3 b logp: = H(X)
i=1

Desta férmula temos que a entropia é uma média e o valor — log p, pode ser visto como a
quantidade de informacao suprida pela saida x.

Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias. A entropia da varidvel aleatéria de duas dimensoes
Z=(X,Y) &

H(X,Y) ==Y P{X =2Y =y}log P{X = 2,Y =y}
z,y
Temos que:

H(X,Y)<H(X)+H(Y)

onde a igualdade s6 vale se X e Y sao independentes.

Para estimar a entropia de uma fonte de comunicacao baseado nas suas saidas devemos
considerar cada saida no tempo ¢ como a realizacao de uma varidvel aleatéria X;. Quando a
fonte é constante (as varidveis X; tem a mesma distribuigdo) e sem memdria (os valores passados
nao alteram o presente) temos que:

P{X1 = 21, Xo = 9,00, Xpo = 0} = ilzllP (X, = ;)
Entao:
H(X,Xs,....X,) =nH (X)
Calculamos a entropia por unidade de saida com a férmula:

k—o0

1
H = - lim H(X1, X, ... X)
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4.8 Entropia Condicional

A entropia condicional é uma média ponderada de entropias.

H(X]Y) = ZP{Y—y}H{XlY—y}

A entropia condicional pode ser calculada com:

H(X|Y) ==Y P{X =2,Y =y}log P{X = z|Y = y}

T,y

Duas propriedades importantes da entropia condicional sao:

H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X)

H(X1| Xy, ..., Xi, Xip1) < H(X1[ Xy, ..., Xi)

A primeira equacao pode ser interpretada da seguinte forma: A incerteza sobre duas varidveis
aleatodrias é igual a incerteza da primeira varidvel mais a incerteza média da segunda varidvel
com a primeira varidvel conhecida. J4 na segunda equacao temos que a incerteza decresce quanto
mais informacao é conhecida.

4.9 Informacao Miitua

A informagao mitua entre duas varidveis aleatérias X e Y é definida como:
I(X;Y)=H(X)—-H(X|Y)

A informacgao mutua é simétrica pois:

I(X;Y)=H(X)— H(X|Y) = ZP z,y) log (’))

_ P(z,y ) _ _ 1y
= P(x,y)log PPl HX)+HY)-H(X,Y)=I(Y;X)

Do célculo acima temos também que:
0< I(X;Y)<min{H(X),H(Y)}

Se X ndo depende de Y (H(X|Y) = H(X)) temos que I(X;Y) = 0. Se X determina Y ou
Y determina X temos que [(X;Y) =min{H(X),H(Y)}.
Finalmente, notamos que

I(X;Y) =) P(z,y)log

l’,y

P(x,y)
(

PPy [l‘)g L?M

P(z)

P(z,y)
P(z)P(y)

Podemos interpretar log como a informac¢ao mitua entre os simbolos = e y.
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4.10 Divergéncia

Muitas vezes é necessdrio medir a distdncia entre duas distribui¢oes de probabilidade p e q. A
medida mais comum é a desenvolvida por Kullback e Leibler em 1951 que é chamada de distancia
(ou divergéncia ou medida) de Kullback-Leibler, entropia relativa, discriminante ou simplesmente
divergéncia. A divergéncia é definida por:

- Di
D(p;a) = ) _pi-log “
i=1 v

onde assumimos que se ¢; = 0 entao p; = 0 e que Olog% =0.
A divergéncia nao é simétrica, isto é, D (p;q) # D (q;p). Em aplicagbes em que a simetria
dessa medida é importante, podemos usar a divergéncia simétrica definida por:

J(p;a) = D(p;aq) + D (q;p)

Como a entropia, a divergéncia tem vérias propriedades interessantes, como:

1. D(p;q) =0s6sep=gq. Sep#qentdao D (p;q) > 0.
2. D (p;q) é continua e convexa em p e q.

3. D (p;q) é permutacionalmente simétrica, isto é, D (p; q) nao se altera se os pares (p1,q1), - - - , (Pns Gn)
sao permutados.

4. Se U = (%, %, cee %) ¢ a distribui¢ao uniforme entao

D(p;U) = Zpi- log n logn + Zpi- log p; =logn — H(p)
=1

i=1

5. I(X;Y) = X P(x,y) log prayptss = D (P ), onde p = P(x,y) e q = P(x)P(y).
w?y

4.11 Variaveis Aleatorias Continuas

Nesta secao daremos as defini¢oes de entropia, entropia condicional, divergéncia e informagao
mutua para varidveis aleatérias continuas. Elas sao parecidas, basicamente trocando o sfmbolo
> por [.

Seja uma varidvel aleatéria continua X com distribui¢ao de probabilidade fx(z). A entropia
de X, chamada entropia diferencial é definida por

H(X) =~ [ fx(z)log fx(a)do = ~E [log fx (o)
A entropia diferencial tem vérias propriedades da entropia ordindria (para varidveis discre-

tas), no entanto ela ndo é uma medida absoluta da aleatoriedade de X, como no caso discreto
(intuitivamente uma varigvel continua tem informagao infinita).
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A informacao mutua para varidveis continuas tem a mesma definicdo que para varidveis
discretas:

I(X;Y) = H(X) — HX|Y)

onde a entropia condicional é definida por:

H(XY) = / / P () log fx (aly)dudy

Como no caso discreto, também vale a relagao:

fX( ’ ) fx,y(fﬁyy) "
1063) = [ [ xtenos g St = [ [ fxteos {35y

A divergéncia é definida por:
fx(z)
D ; = / x)lo dx

A divergéncia para varidveis continuas, como para varidveis discretas, tem algumas pro-
priedades tnicas:

e D(fx;9x)=0s6se fx =gx. Se fx#gx entdao D (fx;gx) > 0.

e A divergéncia é invariante em relagao as seguintes variacoes nas componentes do vetor x:
Permutacao da ordem na qual as componentes estao arranjadas, escalamento de amplitude
e transformagao nao linear mondtona.

E também vale a relacao:

I(X;Y) = //fxya:y logL‘?)

7 ( ) )d:cdy = D(fX,Y;foY)

4.12 Principio da Maxima Entropia - MaxEnt

Na natureza, a entropia de um sistema sempre aumenta (ou melhor, nunca diminui) pela segunda
lei da Termodinamica. No entanto, em geral, a entropia de um sistema fisico tende para a dis-
tribuicao de méxima entropia, respeitando as restricoes fisicas que o sistema impoe. O Principio
da Méaxima Entropia é baseado nessa idéia, isto é, procurar a distribuicao de méaxima entropia,
respeitando as restrigoes impostas.

Seja X uma varidvel aleatéria que pode assumir os valores xq,xs, ... ,T,, mas com as cor-
respondentes probabilidades pq, po, ... ,p, desconhecidas. No entanto conhecemos algumas re-
stricoes sobre a distribuicao de probabilidades como por exemplo a média, varidncia ou algum
momento de X. Como escolher as probabilidades py, pa, ... ,pn7

Esse problema em geral tem infinitas solug¢oes. Devemos procurar uma funcgao a ser otimizada
para que consigamos uma tnica solug¢ao. O principio da méxima entropia, proposto formalmente
por Jaynes em 1957, oferece uma solugao para esse problema.
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O principio da méxima entropia, que chamaremos de MaxEnt, diz que das distribuicoes de
probabilidades que satisfazem as restri¢oes, devemos escolher aquela com a méxima entropia.

O MaxEnt é um principio muito geral e que tem aplicacoes em diversos campos de conhec-
imento. Suas primeiras aplicacoes foram em mecanica estatistica e termodinamica. Existem
aplicagoes do MaxEnt em diversas dreas como planejamento urbano, economia, teoria de filas,
analise espectral, reconhecimento de padroes, processamento de imagens, modelos de crescimen-
to de populagoes, modelos de linguagem e muitas outras dreas. Uma importante aplicacao em
termodinamica estatistica é descobrir a distribuigdo de probabilidades que descrevem os (mi-
cro)estados de um sistema baseado em medidas (valores médios de fungoes, que sdo as restrigoes
do problema) feitas em escala macroscopica.

Uma explicacao intuitiva para o MaxkEnt é que se escolhermos uma distribuigao com entropia
menor que a maxima, esta reducao de entropia vem do uso de informagoes nao fornecidas, mas
usadas conscientemente ou inconscientemente. Por exemplo, se nao temos nenhuma restrigao,
a distribuicao escolhida pelo MaxEnt é a uniforme. Se por alguma razao nao escolhemos a
distribuicao uniforme, isto ¢, se para algum 7 e j temos p; > p;, entao foi usada alguma informacao
nao fornecida para causar essa assimetria na distribuicao de probabilidades.

MaxEnt pode ser formulado matematicamente como: Seja X uma varidvel aleatéria com o
alfabeto {z1,xs,... ,x,} e com a distribui¢ao de probabilidades p = (p1,p2,.-. ,Pn). Queremos
maximizar a medida de Shannon sujeita a vérias restrigoes lineares.

argmax H(X) = — > p;logp;

n
i=1

sujeitoa p; > 0,Vi e Ypi=1 € > pigri =a,,r=12 .. m.
i=1 i=1

Como o dominio é convexo e H(X) é concava, temos um problema de otimizacdo convexa,
0 que garante a existéncia de uma tnica solucao e facilidade e eficiéncia computacional para o
problema.

O problema acima tem uma estrutura particular que garante que na solugao temos p; > 0, Vi
(pois os p; sdo exponenciais, como veremos a seguir). Dessa forma nao precisamos nos preocupar
com as restri¢oes de desigualdade.

Aplicando o método de KKT (ou dos multiplicadores de Lagrange) temos que a solugéo é:

pi = exp(—Xo — A\1g1i — A2G2i — AmGmi), 1=1,2,...,n.

onde Ag, A1, Ao, ..., A\, s@0 os multiplicadores de Lagrange que podem ser calculados com as
equagoes:

;exp(—)\o - ;)\jgﬁ) =1

J

> ogriexp(—Xo — > N;gji) = ar, r=1,2,..,m.
j=1

=1

A formulacao do MaxEnt para varidveis aleatérias continuas é semelhante ao caso discreto.
Seja uma varidvel aleatéria continua e sua distribuigdo de probabilidades continua f(z). Se
conhecemos somente os valores esperados E|gi(x)] = a1, E[ge(z)] = ag, ..., E[gm(z)] = a., de z,
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temos, em geral, infinitas distribuigoes satisfazendo esses momentos. De acordo com MaxkEnt
devemos escolher a distribuicao de méaxima entropia, que é:

f(z) = exp(=Ao — A1g1(z) — A2g2(2) — Angm (7))

onde A, A1, Ag, ..., Ay sa0 os multiplicadores de Lagrange, que podem ser calculados com as
equagoes:

[ f(@)gr(x)de =a,, r=1,2,..,m.

Para maiores informagoes, consulte [8].

{ J1iia =1

4.13 Distribuicoes obtidas com MaxEnt

A seguir daremos o dominio da varidvel aleatéria e quais os momentos conhecidos. Com a
aplicacao do MaxEnt e usando as férmulas da se¢ao anterior, seja no caso discreto ou continuo,
obtemos a distribuigdo de probabilidade de maxima entropia (DPME).

Boa parte das distribuigoes da estatistica podem ser caracterizadas a partir de certos mo-
mentos prescritos e a aplicagdo do MaxEnt (ou do MinxEnt, comentado na secao 4.14).

1. Se o dominio de x ¢ [a,b] e ndo hd nenhuma restrigdo (exceto as restri¢des naturais da
distribuigao de probabilidades), a DPME é a distribuigao uniforme. A distribui¢ao uniforme
¢é caracterizada pela auséncia de restricoes para a entropia.

2. Se o dominio de z ¢ [a, b] e temos a média aritmética m = E[z], a DPME ¢ a distribuigao
exponencial truncada dada por:

f(z) =ce*®

onde ¢ e k podem ser calculados com as férmulas:

b b
c/ e Fdr =1 e c/ ze Mdr =m
a a

3. Se o dominio de x é [0, 00) e temos a média m = E[z] a DPME ¢ a distribuigdo dada por:

flz) = —e7eim

e a mixima entropia é:

Syax =1+1nm
4. Se o dominio de z ¢ [0,00) e temos a média aritmética m = Elx] e a média geométrica
E[lnz], a DPME é a distribuigdo gama dada por:

v
a 1

flx) = e
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5. Se o domfmnio de z ¢ (—00, ) e temos a média m = E[z] e a variancia E[(z — m)?] = o2,

a DPME ¢ a distribuicao normal.

cuja entropia é:

Suax =Inov2me

6. Se o dominio de = é (—00,00) e temos o momento Flz], a DPME é a distribui¢do de
Laplace:

F@) = L exp( -2

7. Uma importante aplicagao em termodindmica estatistica é descobrir a distribuicao de prob-
abilidades que descrevem os (micro)estados de um sistema baseado em medidas (valores
médios de fungdes, que sao as restrigoes do problema) feitas em escala macroscépica.

Sejam p1,po, ... ,p, as probabilidades da particula no sistema ter energias €y, €s, ..., €,,
respectivamente. A unica informacao que temos sobre o sistema ¢ sua energia média €, isto
é:

P1€1 T P22 + .. . Pp€p = €

e as restricoes naturais da probabilidade:
pi>0Vi e Y pi=1
i=1

De acordo com o MaxEnt obtemos a distribuicao de Maxwell-Boltzmann da mecénica
estatistica:

n

P = e"“i/(Ze_’“i), i=1,2,...,n.

=1

onde p = ﬁ (T é a temperatura e k é a constante de Boltzmann). Outras distribui¢oes
da mecéanica estatistica, como a de Bose-Einstein ou a de Fermi-Dirac também sao obtidas
com o MaxEnt, mudando apenas as restrigdes (macroscépicas) que temos sobre o sistema.

4.14 Principios de Otimizacao de Entropia

O MaxEnt é o mais importante principio de otimizagao de entropia. Existem vérios outros
principios de otimizagao de entropia, dependendo do problema a ser atacado. Em [8] temos uma
descricao abrangente desses principios. Vamos apresentar brevemente o segundo mais importante
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principio de otimizacao de entropia: o principio de minima entropia cruzada, que chamaremos
de MinxEnt.

O MinxEnt é utilizado quando desconhecemos a distribuicao de probabilidades p mas temos
(como no caso do MaxEnt) restrigoes relativas a p e também temos uma distribuigdo de proba-
bilidades a priori q e queremos escolher p satisfazendo as restri¢oes e mais préxima possivel de
q.

O MinxEnt pode ser enunciado concisamente como: De todas as distribuicoes satisfazendo a
dadas restricoes, escolher aquela mais préxima da distribuicao a priori. A medida de distancia
usual para distribui¢oes de probabilidades é a divergéncia. Com essa medida, o MinxEnt diz que
devemos minimizar a divergéncia D (p; q) sujeito as restrigdes do problema.

Como a divergéncia D (p;q) é convexa e o dominio (em geral) é convexo, temos (como no
caso do MaxFnt) um problema de otimizagao convexa, o que garante a existéncia de uma tnica
solucao e a eficiéncia computacional para o solucao do problema.

Um fato interessante é que se a distribuicao a priori q nao é dada, o mais matural é es-
colhermos a distribuicao de probabilidades p mais préoxima possivel da distribuicao uniforme
U= (L1 ..., %) Como j4 vimos na secao de Divergéncia, temos que:

nin’

D(p;U)=> pi.log 11;—; —logn+ Y p;.logp; =logn — H(p)
=1

i=1

Dai temos que minimizar a divergéncia em relagao a distribui¢ao uniforme equivale a max-
imizar a entropia. Logo MaxEnt é um caso particular de MinxEnt em que minimizamos a
distancia em relacao a distribui¢ao uniforme. Podemos unir MaxEnt e MinxEnt em um principio
geral:

”De todas as distribuicoes de probabilidades satisfazendo a dadas restricoes, escolher a mais
prozima de uma dada distribuicao a priori. Se essa distribuicdo a priori nao é fornecida, escolher
a distribuicao mais proxima da distribuicao uniforme.”



Capitulo 5

Entropia e Modelagem de Linguagem

Neste capitulo vamos apresentar algumas aplicagoes do conceito de entropia em modelagem de
linguagem. A principal referéncia desse capitulo é [1], onde hd demonstracoes de fatos enunciados
aqui, explicacoes adicionais e outras aplicacoes de entropia em modelagem de linguagem.

5.1 Modelos de Linguagem

Estamos interessados aqui em estimar qual a probabilidade de ocorréncia de uma frase numa
lingua. Essa estimativa deve ser baseada em um texto, provavelmente longo, que seja representa-
tivo das frases que tentamos analisar. Para o cédlculo da probabilidade de uma frase é necessario
criar um modelo de linguagem. Podemos construir um modelo de linguagem assumindo que a
probabilidade de ocorréncia de uma palavra s6 dependa das palavras ditas anteriormente. For-
malizando essa idéia, seja W uma sequéncia de palavras, cada uma delas pertencentes a um
diciondrio fixo V.

W = wyws...w,, w; €V

Temos que a probabilidade P(W) pode ser calculada da forma:
n
P(W) = [[P(wilwiws..w;_y)
i=1

Dada uma palavra w;, as palavras wyws...w;_1 sao chamadas de histéria de w;, que denotamos
por h;. A histéria é uma sequéncia de palavras, onde cada uma delas pertence a um dicionério
fixo V. A quantidade de histérias possiveis é um nimero, em geral, extremamente grande.

Para que possamos calcular P(W') é necessario algum tipo de simplificagdo. Uma simplificagao
muito comum ¢ a classificacao de equivaléncia da histéria. Seja & um mapeamento de histérias em
M classes de equivaléncia. ® (wqws...w;_1) denota a classe de equivaléncia da histéria wyws...w;_1.
Dai temos que P(w;|h;) pode ser calculado com:

P(U)l’hl) = P(wi|w1w2...wi,1) = P(wll@ ('LU1U)2...'LUZ',1))

Logo podemos aproximar o célculo de P(W) com a férmula:

n

i=1

45
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No modelo de linguagem n-grama, a palavra w; sé depende das n — 1 tltimas palavras. O
modelo de linguagem n-grama é uma aproximacao de Markov de ordem n, em que o estado
atual sé depende dos n — 1 anteriores. J4 apresentamos um modelo de linguagem comum em
reconhecimento de voz, que é o modelo de trigramas, onde:

P(wi]wlwg...wi,l) = P(wl|CI> (wlwg...wi,l)) = P(wi|wi,2wi,1)

Mesmo no modelo de linguagem de trigramas, o niimero de histérias ¢ muito grande pois se,
por exemplo, o tamanho do vocabuldrio |V| é igual a 10.000, temos |V|* = 10'? combinagoes
possiveis de w;_o, w;_1 € w;

5.2 Arvores de Decisao

Um exemplo simples de drvores de decisao foi apresentado no capitulo de entropia, onde mostramos
a semelhanca de arvores de decisao com codificagao de sinais.

Nesta secao estamos interessados em estimar qual a probabilidade da ocorréncia de uma
palavra w dada a sua histéria h. Por exemplo, seja a frase: 7O reconhecimento de voz ...... 7.
Queremos descobrir a probabilidade de uma palavra w ser continuagao dessa frase. Intuitivamente

temos que o verbo 7é” ”

¢ uma palavra bastante provavel, assim como a conjuncao aditiva “e”.
Ja a palavra "paz” é muito pouco proviavel pois a frase O reconhecimento de voz paz” nao é
comum.

Para calcular a probabilidade de uma palavra w devemos fazer perguntas a sua histéria h,
como por exemplo: "a ultima palavra é voz?”, ou ”a pentltima palavra é calor?” ou ainda:
”a ante-peniltima palavra é reconhecimento?”. No caso do exemplo, a resposta & primeira e
terceiras perguntas é positiva. J4 a resposta a segunda pergunta é negativa.

E possivel fazer perguntas sobre a funcio gramatical de palavras da histéria, como por ex-
emplo, "a tltima palavra é um verbo?”. No entanto nos restringiremos & perguntas do tipo: ”a
palavra de posicao m da histéria é v;?”.

Formulando matematicamente essa idéia, seja w_,,w_,,11...w_1 a histéria h. Queremos es-
timar P(w|w_,w_pi1...w_1) = P(w|h) com perguntas do tipo: ”a palavra w_,, da histéria é
/U‘?”

Na figura 5.1 temos uma drvore de decisao. Inicialmente fazemos a pegunta ()19. Se a resposta
é sim (representado por ”1” na figura), fazemos a pergunta Q1. Se a resposta é nao (”0”) fazemos
a pergunta (o9, € assim por diante.

Cada pergunta divide a histéria em duas partes, fazendo assim uma classificagao de equivalén-
cia da histéria. Por exemplo, a pergunta ()1 particiona a histéria em duas classes de equivaléncia
dyy e Pyy, que sao relacionadas com Yo e Y1, que sao os subconjuntos da histéria cuja resposta
a Q1o é respectivamente negativa ou positiva. Outras perguntas sao feitas criando assim novas
classificacoes de equivaléncia da historia.

Podemos criar uma &drvore de decisao com os seguintes passos:

1. De todas as possiveis perguntas, achar a pergunta ()19 que ira classificar todas as histérias
h em duas classes de equivaléncia ®5y e P9; tal que o modelo de linguagem resultante

P(W) = [ P(w;|®(h;)) seja o melhor possivel.
i=1
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PwlY,5)  PW[Y,,) POwlY 5)  PlwlY ;)

Figura 5.1: Exemplo de arvore de decisao.

2. Com ()¢ fixado, achar a melhor tentativa de pergunta ()5 que particiona a classe de
equivaléncia ®4y nas classes ®39 e ®3; de forma que o modelo de linguagem resultante seja
o melhor possivel.

3. Continuando com @ig fixado, achar a melhor tentativa de pergunta ()2; que particiona
a classe de equivaléncia ®,; nas classes @3, e P33 de forma que o modelo de linguagem
resultante seja o melhor possivel.

4. Das perguntas Qo € (21 fixar aquela cujo modelo resultante seja o melhor possivel.

5. Supondo que (J2; tenha sido escolhido e fixado no passo 4, devemos pesquisar qual a melhor
entre as perguntas (Jog, @32 € Q33. Fixar essa melhor pergunta e repetir esse procedimento
com as perguntas que restarem.

Nao foi explicado no algoritmo acima qual o critério de escolha da melhor pergunta nem foi
proposto um critério de parada da construgao da drvore. Esse é o objetivo da proxima segao.

5.3 Entropia e Arvores de Decisao

A entropia pode ser usada como um critério para escolher a melhor pergunta em uma arvore
de decisdao. De uma maneira geral, seja uma varidvel aleatéria X com entropia H(X). Uma
pergunta () é uma varidvel aleatéria que s6 pode assumir os valores 0 ou 1 com respectivas
probabilidades P(Q = 1) e P(Q = 0). Ao se formular uma pergunta ), mais informagao é
conhecida. A entropia condicional H(X|Q) pode ser interpretada como a entropia do processo
estocdstico quando é formulada a pergunta Q). A entropia condicional H(X|Q) é uma média
ponderada de entropias e pode ser calculada com:

H(X|Q) = P(Q =1)H(X|Q =1)+P(Q = 0)H(X|Q = 0)
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A informacao mutua é definida como:
I(X;Q) = H(X) - H(X|Q)

e pode ser interpretada como a quantidade de informacao ganha ao se formular a pergunta ().

A informacao mutua pode ser usada como o critério de eficiéncia de uma pergunta pois quanto
maior a informagao mitua I(X; @), maior a quantidade de informagao ganha ao se formular a
pergunta ). Como H(X) é fixado, maximizar a informagao miitua I(X; Q) equivale a minimizar
a entropia condicional H(X|@). Dai temos que quanto melhor a pergunta (), menor é a entropia
condicional H(X|Q).

Arvores de decisdo em modelagem de linguagem séo criadas a partir de um texto de treina-
mento que é dividido em duas partes. A parte maior é o texto de desenvolvimento e é usado
para a criagao da arvore. Uma parte menor, que é chamado de texto de checagem da validagao
cruzada, é visto como um dado nao observado e serd usado para verificar se os resultados obtidos
com o texto de desenvolvimento sao capazes de modelar bem dados diferentes do préprio texto
de desenvolvimento ou se é necessdrio continuar a criar novas perguntas, refinando a construgao
da drvore. Esse tipo de método é comumente chamado de método de validagao cruzada.

A partir do texto de treinamento podemos calcular a probabilidade de uma palavra w condi-
cionada a uma classe de equivaléncia ®;; do seguinte modo:

C(w|Yi;)

P(w|®;;) = f(w]Yy) = C(Y;;)

onde f denota a frequéncia relativa de w em Yj;, que é um subconjunto do texto de treinamento
caracterizado pela classe de equivaléncia ®;;. C'(w|Y;;) indica o nimero de vezes da ocorréncia
de w em Y;; e C(Y;;) indica o numero de palavras em Yj;.

O tamanho relativo do conjunto Y;; ¢ definido como:

CYy)

onde |T| indica o tamanho do texto de treinamento (de desenvolvimento ou de checagem).
O critério usado para a eficdcia das perguntas é minimizar a entropia empirica (calculada no
texto de desenvolvimento) condicionada & érvore que é dada por:

H =7 f(Yy)) f(w]Yy)log f(w]Yy)

2, w

onde o somatério é feito nas folhas da arvore.
Na figura 5.1, por exemplo, a entropia condicional é dada por:

H= 3" f(¥a)>_ flw|Yy)log f(w]Ye) + > f(Yai)D f(w]Vsi) log f(w]Ys)

i=0,1,6,7 w i=1,2 w

A fungao de entropia cruzada é definida por:

He =) 9(Yij)) _g(w]Yi)log f(w]Yy)

[N w
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onde f(w|Y;;) indica a frequéncia relativa calculada no texto de desenvolvimento e g(Y;;) e
g(w|Y;;) indicam frequéncias relativas calculadas no texto de checagem.

H¢ pode ser interpretado como a entropia condicional quando ”achamos” que a distribuicao
de probabilidades do sistema é f(w|Y;;) mas a distribuigao real é g(w|Y;;). Esse erro na estimativa
da distribuicao de probabilidades é custoso e temos que H¢ > H.

Com o conceito de entropia e a validacao cruzada, o procedimento de construgao de drvores
de decisao da secao anterior fica da forma:

1.

De todas as possiveis perguntas, achar a pergunta ()19 que ira classificar todas as histérias
h em duas classes de equivaléncia ®o9 e Po; tal que o valor resultante H calculado no texto
de desenvolvimento ¢ minimo. Chamamos este valor de H;. Com a questao ()¢ calculamos
H* no texto de checagem e chamamos esse valor de H.

Com Q)9 fixado, achar a pergunta ()9 que particiona a classe de equivaléncia ®9y nas classes
®3y e P3p resultando num valor minimo de H (calculado no texto de desenvolvimento).
Chamamos este valor de Hay.

Com ()¢ fixado, achar a pergunta (21 que particiona a classe de equivaléncia ®5; nas classes
®35 e P33 resultando num valor minimo de H (calculado no texto de desenvolvimento).
Chamamos este valor de Ho;.

Das perguntas Q29 € Q21 rejeitar aquela com maior valor de Hy;. Seja (Q2; a questao
mantida. Se Hy — Hyj > € entao calculamos Hj; no texto de checagem. Se Hj — Hg; > 6
entao tomamos a questao (J2; como permanente e atribuimos Hq = Hs; e H§ = Hj;. Caso
contrdrio, isto &, Hy — Hy; < € ou H5 — Hs; < 6 rejeitamos Qo;.

O padrao de construcao da drvore ja estd formado. Assumindo que ()5, tenha sido escolhido
e fixado no passo 4, devemos pesquisar entre as perguntas (Q29, Q32 € (Y33 qual delas reduz
o valor da entropia no texto de desenvolvimento em pelo menos € e que também reduz o
valor da entropia cruzada no texto de checagem em pelo menos 6. Fixar essa pergunta.
Repetir esse procedimento com as perguntas que restarem até que nenhuma questao seja
mais aceita.

Com a 4arvore ja formada, recalcular as frequéncias relativas baseados nos conjuntos Y;;
das folhas da arvore em todo o texto de treinamento (texto de desenvolvimento + texto de
checagem).

Podemos usar um critério mais restritivo (e mais rapido) na construcao da arvore usando os
passos abaixo ao invés dos passos 4 e 5.

e Para j = 1,2 : Se Hy — Hy; < € rejeitamos (2; e marcamos (Jz; como nao podendo

nunca mais ser postulada. Caso contrdrio, calculamos Hj; no texto de checagem e se

H§— Hj; < 6 rejeitamos (J2; € marcamos (J2; como nao podendo nunca mais ser postulada.

Caso contrério (Hq — Ho; > € e H§ — Hs; > 0), fixamos (Q2; como permanente e tomamos
— c __ C
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e O padrao de construcgao da arvore ja estd formado. A cada profundidade da drvore dividir as
folhas que satisfazem os critérios de reduzir o valor da entropia no texto de desenvolvimento
em pelo menos ¢ e reduzir o valor da entropia cruzada no texto de checagem em pelo menos
0. Caso contrario, marcamos essa folha como nao podendo nunca mais ser dividida. Repetir
esse procedimento até que nao existam mais folhas que possam ser divididas.

5.4 Método de Chou

Ainda falta verificar como escolher as perguntas a serem feitas. Vamos apresentar o método de
Chou, que é semelhante ao algoritmo de quantizacao vetorial k-means. O método de Chou, como
o k-means, ¢ um método de otimizacao local.

Desejamos fazer uma pergunta e assim dividimos o né da arvore em duas classificacoes da
histéria A e A. Seja 3, uma particdo atomica da histéria, que é o conjunto de histérias em que
a palavra na posicao m da histéria h é v. 3, é definida por:

ﬁvz{h:w—lyw—%'” 7w—m:7}}

Fixado um m qualquer, seja A a unido de algumas histérias 3, e A o complemento de A.
Vamos usar a notagao

f(wl|B;) = f(wlh € )
f(wlA) = f(wl|h € A)

Essas férmulas indicam a probabilidade empirica de uma palavra w condicionada a histéria
0; ou a histéria A, respectivamente.
A entropia condicional empirica da pergunta A é definida por:

Hy = f(A)H(w|A) + f(A)H(w|A)
onde H(w|A) =3 f(w|A)log f(w].A)

w
A idéia bésica do algoritmo de Chou é a partir de um A inicial, escolher um A* de forma
que Hy« < Hy. A construcao de A* é feita a partir do cédlculo da disténcia (divergéncia) entre

f(w]B) e f(w]A). _
Se f(w|B;) é mais préximo de f(w|A) do que de f(w|.A), isto é, se

D(f(w|B:), f(wlA)) < D(f(w]B:), f(w]A))

colocamos 3; em A*. caso contrario, colocamos 3; em A"
Em [1] temos a prova que H 4+ < H4.
Abaixo temos o algoritmo de Chou:

1. Escolher particoes atomicas 3,, com m fixado.

2. Escolher um A inicial (e seu complementar A), que é a unido de alguns dos ,.

3. Calcular f(w|A) = <ﬂ§4f(w,ﬁ)) / (Zf(ﬁ)) e f(w[A) = (Zf(wﬁ)) / (Zf(ﬂ))

BeA BeA BeA
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4. Para todo 3, se

D(f(w]B), f(w]A)) < D(f(w|B), f(w|A))
colocamos 3 no novo conjunto A*. caso contrario, colocamos 3 em seu complementar A

5. Se A* = A paramos. Caso contrario, fazemos 4 = A* e A= A" e voltamos ao passo 3.

5.5 Principio da Maxima Entropia

O Principio da Méaxima Entropia, como visto no capitulo de entropia, nos diz que a mais provav-
el dentre todas as possiveis distribuicoes de probabilidades é aquela que satisfaz as restrigoes
impostas e que tem a maior entropia. O principio da maxima entropia (ou principio da mini-
ma divergéncia) também pode ser posto como a procura da distribui¢ao de probabilidades mais
préxima (com divergéncia minima) de uma outra dada a priori.

O Principio da Méxima Entropia pode ser posto do seguinte modo: Determinar a distribuigao
de probabilidades P(x) mais préxima de Q(x) que satisfaz as m restrigoes:

> P(x)k(x]i) = d(i)

X

onde k(x|i) é em geral (mas nao necessariamente) uma funcao indicadora da i-ésima restricao,
isto &, k(x]i) = 1 se x pertence a i-ésima restrigao e k(x|i) = 0, caso contrério.

Para garantir que P(x) seja uma distribuigdo de probabilidades é necessdrio adicionar a
fungao indicadora da restrigao O:

k(x|0) = 1, para todo x

A solugao desse problema ¢ a fungao P(x) dada por:

P(x) = Q(x) exp(Ao) exp {Diuxm}

i=1

onde os \; sao os multiplicadores de Lagrange que devem ser escolhidos de forma que satisfacam
as restricoes:

exp(A) S Q)k(x]5) exp {Dm<xr@>} — d(j), paraj=1,..,m

Podemos aplicar o Principio da Maxima Entropia para obter o valor de P(W). Para isso
¢ necessdrio: i) obter restrigbes ao modelo de linguagem que sejam relevantes e i) obter os
parametros \;.

Vamos apresentar a seguir o método iterative scaling para a obtengao dos pardmetros ;.
Esse ¢ um método simples e nao muito eficiente, no entanto ha versoes eficientes desse método
quando as fungdes de restrigao k(x|i) s6 assunem os valores 0 e 1, como é no nosso caso.

Algoritmo Iterative Scaling
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1. Escolher valores iniciais de \;

2. Para j = 0 até m, fazer:

e mantendo \;,7 # j fixado, achar A} satisfazendo a j-ésima restrigao.

o fixar \; = )\;7

3. Se todas as restrigoes estao suficientemente satisfeitas, terminar. Senao voltar ao passo 2.

Vamos agora exemplificar a aplicacao do Principio da Maxima Entropia em modelamento da
linguagem criando um modelo de linguagem de bigramas, isto é, a probabilidade P(z,y), a partir
das seguintes restrigoes:

onde K e L s@o constantes, f(.) indica a frequéncia relativa e C(z) indica quantas vezes x ocorre
no texto de treinamento.
Nesse caso, a expressao completa de P(z,y) é:

P(z,y) = gog(x,y)* ¥ gy (2) @ ga (y) k=¥

onde

9(z,y) = exp(Asy)
k(xz,y) =1, se C(z,y) > K e k(z,y) =0, caso contrario.
ki(z) =1, se C(z) > L e ky(z) =0, caso contrario.
ka2(y) =1, se C(y) > L e ko(y) = 0, caso contrério.

go € uma constante normalizadora para assegurar que y P(z,y).
\ T,y

Modelos de linguagem de trigramas, assim como outros tipos de modelos de linguagem podem
ser construidos do mesmo modo, escolhendo as restrigoes adequadas.

Nas préximas trés segoes vamos apresentar aplicagoes do Principio da Méxima Entropia no
modelamento da linguagem.

5.6 Adaptacao do Modelo de Linguagem a um Novo Dominio

A adaptacao do modelo de linguagem é necessédria quando os dados de treinamento sao insufi-
cientes para o cdlculo do modelo de linguagem completo e se o0 dominio desse modelo é parecido
com um outro ja existente para o qual existe um modelo completo. Isto é, temos um bom
modelo de linguagem () derivado de um relativamente rico dominio #1 (texto de treinamento
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#1 suficientemente grande) e desejamos obter um modelo de linguagem P para um dominio #2
para o qual nao hd dados suficientes para uma estimacao confidvel. Se os dominios sao pare-
cidos, podemos calcular P com o Principio da Maxima Entropia. P pode ser estimado como
a distribuicdo de probabilidades mais préxima (minima divergéncia) de @ e que satisfaz certas
restrigoes impostas.

Vamos apresentar um exemplo simples de adaptacao de modelo de linguagem. Vamos supor
que temos um bom modelo de bigramas Q(x,y) para o dominio #1 e que desejamos estimar
P(z,y) para o domino #2. No entanto, o dominio #2 nao ¢ suficientemente grande e é adequado
somente para o cédlculo de unigramas e nao de bigramas.

Nesse caso podemos considerar que P(z,y) é a distribuigdo mais préxima de Q(z,y) que
satisfaz as restrigoes:

P(wy) = fa(w) (5.1)

onde f(.) é a frequéncia relativa calculada no dominio #2.
A distribuicao P(z,y) é da forma:

P(wy, wz) = Q(wy, w2)g1(wr)ga(ws)

onde as funcoes g; e g sao determinadas de forma que P satisfaca as restrigoes 5.1.
Adaptagoes de modelos de linguagem mais complexas podem ser vistas em [1].

5.7 Modelo de Linguagem com Gatilho

Um ajuste dindmico de probabilidades é necessario quando em alguma parte de um texto, um
certo sub-vocabuldrio que antes era incomum se torna muito usado. Isso acontece, por exemplo, se
um usudrio dita um texto de medicina (o que é feito raramente). Palavras especificas de medicina
se tornam comuns no texto ditado. Quando o usudrio dita textos que nao sejam de medicina, essas
palavras (de medicina) voltam a ter uma probabilidade muito pequena de ocorrer. Para resolver
esse problema devemos identificar certas palavras v como palavras gatilhos, cujo aparecimento
no texto afeta consideravelmente a distribuicao de probabilidades de palavras futuras.

Vamos denotar as palavras gatilho como t1,ts, - -+ , ) e definir as fungoes b;(h), que indicam
se a palavra gatilho ¢; pertence a histéria h.

bi(h):{ 1, set;€h

0, caso contrdrio
Se o0 modelo de linguagem é baseado em trigramas, definimos a histéria equivalente como:
h* = w-_1,W_2, bl(h), bg(h), ce ,bM(h)

Podemos usar o principio de maxima entropia para estimar P(wp|h). Para isso devemos
impor restricoes baseadas na frequéncia relativa de aparecimento das palavras gatilho na histéria
e das palavras alvo, que tem suas probabilidades influenciadas pelas palavras gatilhos.
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Antes de aplicar o principio de méxima entropia para a estimagao de P(wp|h) devemos
obter, do texto de treinamento, uma lista de palavras gatilho ¢, ts, - - - , £y e das suas respectivas
palavras alvo vy (t;), va(t;), ... ,vn,(t;), parai =1,2,... M.

A primeira idéia para se determinar as palavras gatilho e suas palavras alvo é achar pares
com grande informacao mitua. No entanto isso nao mede o quanto a auséncia do gatilho na
histéria influencia o aparecimento das palavras alvo. Para resolver esse problema definimos as
novas fungoes indicadoras:

bw(v):{ 1, sew=w

0, caso contrério

bh(t):{ 1, seteh

0, caso contrério

A partir dessas fungoes auxiliares definimos a informagao mitua empirica média:

(o). ba(t)) { Z F(bu(v). by n(t)) log el llse C(by (v) = 1,by(t) = 1) > K

0, caso contrério

onde a soma é sobre todos os quatro valores possiveis de by, (v), by ().

Selecionamos os pares gatilho-alvo para os quais a informacao mitua empirica média estd
acima de um limiar escolhido.

Uma vez que as palavras gatilho estdo determinadas, a probabilidade desejada P(wg, h*) é a
distribuicao de médxima entropia que satisfaz as seguintes restrigoes:

") =F()

( P(h
(wo, w_1,w_2) = f(wo,w_1,w_2), se C(wo,w_1,w_2) > K
(wo, w—_1) = f(wo,w_1), se C(wp,w_1) > K
(wo) = f(wp), se C(wy) > 1
(wo = v;(t:), bi(h)) = flwo = v;(t:), bi(h)), se C(wo = v;(t:), bi(h)) > L
eparai=1,... ,M; j=1,...,N; b;i(h) =

*U“U“U“U"U

\

onde a frequéncia relativa f e o contador C' sao obtidos dos dados de treinamento.

5.8 Modelo de Linguagem com Cache

O modelo de linguagem com cache é um tipo de modelo de linguagem dindmica que é usado no
caso de palavras ainda nao observadas em um texto. Esse modelo de linguagem ¢ usado quando
ditamos um texto. Construimos um modelo de linguagem desse tipo com os seguintes passos:

e A partir dos n-gramas ditados no texto atual construimos o modelo de linguagem de trigra-
mas P.(wp|w_1,w_s). Devemos achar os valores de interpolagao ~; adequados para definir
o modelo P.(wp|w_1,w_z) como:

P.(wolw_1,w_2) = y3fe(wolw_1,w_3) + 72 fe(wolw_1) + y1.fe(wo)

onde f, é a frequéncia da presencga de palavras no texto atual.
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e Interpolamos o modelo acima com o modelo estatico Ps(wg|h) pré-computado no texto de
treinamento obtendo o modelo de linguagem completo:

P(wolh) = (1 — 7.) Ps(wo|h) + AcPe(wo|w_1,w_2)
onde A, varia com o tamanho do cache.

Novas palavras sao descobertas com a correcao do texto ditado. Quando uma palavra é
usada pela primeira vez, o reconhecedor de voz ird reconhecé-la erroneamente. O usudrio deve
corrigir essa palavra, e entao o reconhecedor de voz ird inclui-la em seu dicionério (expandido). As
frequéncias relativas f. sao computadas sobre esse crescente vocabulario dindmico e sao ajustadas
continuamente a medida em que sao feitos o reconhecimento e as eventuais correcoes.

Podemos fazer um refinamento nesse modelo de linguagem levando em conta a probabilidade
P(wy € h) de que a palavra wy tenha sido observada no cache em tempo de execucao. Este
refinamento é desejavel pois na pratica observamos que os usudrios tém a tendéncia de repetir
palavras relevantes num dado contexto. A férmula refinada é:

Pe(wolw_1, w_3) = P(wy & h)Ps(wo|h) + P(wo € h) [y fe(wo|lw_1,w_2) + v fe(wolw_1) + 71 fe(wo)]

Um melhoramento adicional é possivel com o principio da maxima entropia. Seguindo a idéia
e a notagao da secao 5.6, tomamos o dado de treinamento original como o dominio #1 e os dados
do cache (texto atual) como o dominio #2. Daf estimamos o modelo de linguagem de bigramas
P*(wp|w_1) como sendo a distribuicdo com méxima entropia que satisfaz as seguintes restrigoes:

P(wy € h) f.(wy), para wy € h

P(wy ¢ h) fs(wo)/ <Zfs(v)) , caso contrario
véh

Pi(w-1) = fe(w-1)

P (wo) =
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