ll[‘l

Parametrizacao de
Malhas
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Definicao do problema

® Dada uma superficie S em R3 e um dominio
D, encontrar F: D < S (bijecao)
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Apllcagoes em CG

()
’ T .
: 1
.-.‘_J" \\ v
a»\&w < *

nomal-mop % g N

Texture Mapping Normal I\'Ia,pping Detail Transfer

B <
(¥
L

Mesh Completion Editing

Databases Remeshing Surface Fitting
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Exemplo: Parametrizagao
do cilindro

(¢, h)

S={(z,y,2) eR3: 224+ y? =1,z € [0,1]}
Q = {(¢,h) € R? : ¢ € [0,27),h € [0, 1]}
f(¢,h) = (Sin ¢, cos ¢, h)




Parametrizacoes da
lerra no plano

AEETR
[T - AT \
| )
I'.,\ | -"}
Proj. Proj. Proj.
, , Lambert
Ortografica Estereografica Mercator 1569
~ 500 B.C. ~ |50 B.C. 1569
— v
~
Conforme Equiareal
(Preserva angulos) (Preserva area)

Conforme + Equiareal ?
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Distorcao

* Teorema Egregium (C. F. Gaul3)

“Uma superficie qualquer nao pode ser parameterizada sem
distorcao.”

*Somente as superficies com curvatura gaussiana nula admitem
parametrizacao isométrica (superficies regradas).

Planos
eCones
eCilindros
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O que e Distor¢ao!

parameter point € = (u,v) € Q2
surface point p= f(xz) € S
small disk D(x,r) around =
D= D(z,7r) ={yeQ:|z—y| <r}
image of D under f
f(D)=A{f(y):ye D} CS
shape of f(D)
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Linearizacao

Jacobian of f
Jp = [fu, fo] € R3*?
tangent plane at p
Tp ={p+ afu+ Bfv:a,B R}
Taylor expansion of f
fly) = f(x) + Jy(y — x)
first order approximation of f
giy) =p+ Jy(y —x) € Tp
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Analise da Jacobiana

* Singular Value Decomposition (SVD) of J;

' Bl (fl O rrm
Jy=UZVI=U[0 o| V!
O O

with rotations U € R3%3 gnd V € R2%2
and scale factors (singular values) o1 > 02 > 0
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Nocoes de Distorcao

Isométrica (preserva distancias) L

Conforme (preserva angulos) g
91 = 92 $2 Tp
Equiareal (preserva area) g
o102 =1 $2 Ip

Isometria &« Conforme + Equiareal
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Calculando distorcao pela |
Forma Fundamental

» first fundamental form I, = J,1J; = (f:‘ (F>

b = fuT Ju F = fu i Jo G = fu s Jv

* eigenvalues of I;

Mo =3((E+G) £ \/4F? + (B - G)?)
* singular values of J;

01 = VA1 and 02 = /A2




Parametrizacao de
Malhas

® Parametrizagao inversa em malhas de triangulos

Object space (3D) Texture space (2D)
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Parametrizacao de
Malhas

® Jacobiana constante em cada triangulo

® Definir base ortonormal (X,Y) em cada triangulo

w(X,Y) = MNu; + Aou; + Agug
(X, Y) = Ao + Agvj + A3

\ LYY Xe- X, XY - XY\ (X
V| =g [ Y- Xi- X XYi-xv | (Y
v/ hxy \y,—v, x,-x. xv,-xv,/) \1
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Parametrizacao de
Malhas

® Gradiente

ou/0X i 1
' _ — MT Uu j — |
ou/dY w 2|T | xy

® Jacobiana

du ov
oX oX

J —
g ou v

1 (0 =1\ (X
2T \1 0 Vi
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Classificacao dos Metodos

de Parametrizacao
4 Bordo fixo

4 Bordo livre com analise de Deformacao

* Valores singulares (eixos da elipse de
anisotropia)

* Analise complexa (aplicagoes conformes)
4 Bordo livre com angulos espaciais

4 Metodos baseados em outros dominios
parametricos

4 Parametrizacoes Globais
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Mapeamentos baricentricos
(Tutte, 1960)

replace edges by springs
fix boundary vertices
relaxation process

energy of spring between p; and p;: 5D;js;;?
— spring constant D;; > O

— spring length sij = |lu; — u;|

) 2
totalenergy  E= Y IDijllu; —uj|
(4,5)€E
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Minimizacao

Interior vertices pq,...,p,
p;'s neighbours p;, j € N;
overall spring energy

T
_1 1 2
E=35) > 5Dijlu;—u
i=1j€EN,

partial derivative

oOF
o — Z D'ij(u'i — uj)
u?‘ "Ez'\r'r‘
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Minimizacao

* minimum of spring energy E

2 Dijui= ) Diju;

jé:’\"; ]'E:’\‘Y,'
for all interior points u;, i=1,...,n

* u; IS @ convex combination of its neighbors wu;

ui = ), Aiju
JEN;

with weights X\;; = D;;/ 3" Dy
ke N;
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Sistema Linear

* separation of variables

JEN;, I<n ;

N—

Y
unknown parameter points

* linear system
(1 ke A
* :

i 1
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Sistema Linear

* solve system twice
AU =U AV =V
for v and v coordinates of interior parameter points

e matrix A Is

— sparse

—Aij )

A _ X
— diagonally dominant _

— nonsingular

as longasall A;; >0
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Escolha dos pesos

* uniform spring constants (Tutte, 1960)

%’%’;‘W"‘Wﬂﬂﬂ%ﬂ'ﬂmwm‘\\‘%
ATAVAY: >y i -
hv ANy
‘WLVAV;#;A:MNAV}X‘X%A
AT KR KRR
muuwmvmv@m

nﬁﬂﬂ' FAVAVAVAY

im%w%awg

1 ).
Hp/ Pl | tJ

* no linear reproduction

o) \ -
' . 7 gm\
- mm‘ ""V,‘vm
Z keEN; D Lk o BORS

‘*“‘Zs\mwe, .

— planar meshes are distorted
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Coordenadas
baricentricas

NN L

S WA
suppose S is a planar mesh =

specify weights A;; such that

Pi = ) \ijP;
jej\"v.j

barycentric coordinates of p;

then solving

ui = ), Aiju
JEN;

reproduces S
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Coordenadas
baricentricas

* Wachspress coordinates (1975)

cot Qg +cot ,‘3&,‘

’U).Ij,' —
j ,.1_/

e discrete harmonic coordinates

Wij = cot Yij -+ cot Yiji

* mean value coordinates (Floater, 2003)

;i B e
__ tan—s'+tan 5= Vi — Wij
w'l j = L) Z o E."\'r,' Wil

Tij
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Bijetividade e
estabilidade

X 1 1

Wachspress  discrete harmonic mean value

* fold-overs for negative coordinates w;;

Wi

— affine combinations w; = > e N, Aijuj, Ajj = 2_keN; Wik

* numerically unstable if > .;cn. w;; =0
jEN; Wij

* mean value coordinates guaranteed to be positive
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Fixando o Bordo

- - Way s '
" ’ \ n f i ¢ ' '
. . / ‘P ¥ . ’ : ' a ¥
s N < ' .
; > > B 4 . - A\ A » ”» ! - ’ 4
z > c \ " - Mo S \
- . = e - . y -
y - . - »
A . » f A Y, e > ) AR . ' 2
. A - Y 4 ¢ - L
- — ~ ~ . . - » »
\ - \ - “ " g s . S aC o " \
\ \7 » . - . 4 . . 4 -
! - *
. . »
» 1 1
- \. . J .‘ L
. - - ’ - b -
-
. + -~ ’ . - ’ . b
R : . - . . . »
LAY NS N SE AR sy R R ERE BRI OSSR e wd A FFER R RNV ANOE e N R R e
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Resumo

Eficientes: Solucao linear
Bijetividade: Uniforme e Mean-Value
Estabilidade: Harmonica e Mean-Value

Distorcao: Depende da complexidade do
bordo da superficie.




Metodos analiticos com
bordo livre

® Por que usar bordo livre?

Bordo fixo: Distorcao Bordo livre: Menos distorcao
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Metodos Analiticos

® Principios gerais
|. Definir uma energia F em funcao de J, I, A1, A2

2. Escrever F em fungao das incognitas u; e vi.

3. Encontrar os u; e vi que minimizam F.
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Green-Lagrange
Deformation Tensor

® |ntuicao: Uma isometria tem tensor
metrico identidade: A|=\,=1

)

e Objetivo: Minimizar [|[I —Id|j7z = (A — 1)° + (N — 1)°

® Em superficies trianguladas:

M)~ M,

: -_A/-' » m; -
- I’
2 | M — M| |_)

B . ( || — m||
= 2 E _
| M; — M|

m i, adjacent to 1 ;

3
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MIPS (Mostly Isometric
Parameterization of Surfaces)
|[Hormann et. al]

® Principios:
® Minimizar deformacao
® |nvariancia por similaridades (rotacao e escala)

® Punir triangulos degenerados

® QObjetivo: Minimizar 0/0>




MIPS - Simplificacao

2-norma das matrizes A,

— g1
| : k2(A) = [|Afl2[|A 1||2 -
A-' dos valores singulares: g2
| | 1 — - - 2 2
Tome a norma de kp(A) = ||Allp||A7 Y r = \/0"12 —|—0’.§\/(% 2 4 (-a%.-)
Frobenius: o240 o1 oy | 1
= = —+ — =r2(A) + —
0102 o2 O3 i2(A)
_ trace(A"A)
 detA
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MIPS - Discretizagao

trace(A'A)  trace(dg'0g)  4Ep(g)
det A detdiydetdp—1  detdy
cot a"|a.|'2 + cot ',.-i'3|b‘2 + cot ";"C|2

det O

kr(g) == rkp(A) =
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Stretch Minimization
[Sander et. al]

® Motivacao: minimizar a deformacao de um sinal
(i.e. textura) representado no espago parametrico
quando aplicada uma parametrizagao.

® Deformacao direcional: strech

® Stretch medio e maximo:

Lo(T) = ((1/o1)?+ (1/02)?) /2
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Stretch Minimization

S | T\ Lo (T
L(S) = /2R

maxy L. (T
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Combined Energy

® Combinar minimizacao de deformacoes de
area e angulo

_ 7
Ecombz'.n.ed — Ea.'ngle: X (,Ea'rea.)

with :
| _ I I 1 _ / | 1
/ /
9 9o __ 09 25 I )
Ea.ngle: — ) | o, — o1 | oo Ei\f[PS
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Metodos Conformes

® Elipse de anisotropia € um circulo

® Matriz Jacobiana € uma rotagao e uma escala
(similaridade)

V'U - I‘Oth(VU) — (i) —01) VU-
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LSCM (Least Squares Conformal
Maps) [Levy et al. 2002]

® Superficies em geral nao admitem
parametrizacao conforme

Vo % rotge(Vu) = ((i) _01> Vu

® Minimizar energia conforme

0 0 2
C e dx | |° ay Fix two verfices o
Minimize Z { 6vi| { 6ui| determine rof,fransl,scaling
T

dy d x




DNCP [Desbrun et al. 2002}

® Encontrar uma aplicagao conforme complexa onde valem
as equagoes de Cauchy-Riemann: " |

X =x+w
UX) = u(X) + 0(X)

v _  _du

or Ay

o _ ou

oy ox
Laplaciano:
921 A2 : :
— = = o Q%u | 9Pu
Oz Oxoy Au = d:clzl | é)yg = ()

é
02w L 9% 0y v | 0*v
o2 T Ozdy A0 = Gmtor =0

® Solucao: calcular funcoes harmonicas u e v com bordo

livre
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Relacao entre Metodos
Conformes

]- ) ) ]' b )
[actmas = 5 [1a+inlas — 5 [ 1 - ot X))
2 Js 2 Js

o)
area of the surface Dirichlet’s energy conformal energy

! !

Desbrun ~ LSCM
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Metodos indiretos

® Metodos anteriores calculam diretamente

coordenadas UV
‘\{s“x
e Alternativa:

‘a. 1 \ 3 ‘(

|. Definir parametros que definem a malha
2D de maneira unica;

F—i
0l

2. Converter solucao encontrada em UV.

quarta-feira, 10 de setembro de 2008



Angulos espaciais: Angle Based
Flattening (ABF ABF++)

[Sheffer & Sturler 2000}

® Uma malha 2D e unicamente definida por seus
angulos a menos de translagoes e rotagoes

® (Otimizacao:

® Distor¢ao angular em fungao dos angulos:

9
["-
reT.,j=1..3 ,B]-
N
N; A
/’< ‘>\\~—\:‘--«_ N / L )
7 i E & @
7 \_‘_‘T-'B‘nhj’ / " 2
7 3 Ni| f
Lprh \ NN \
AR m L TN
MU W = LMI | G2
N, N; N — 1 P\




ABF

® Condi¢oes para validade da triangulacao plana:

— Triangle validity:

— Positivity fzgegi

® Solugao nao linear: Multiplicadores de Lagrange
(Metodo de Newton)
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ABF

® | ocalmente bijetiva
® | ento

® |nstabilidade na conversao angulos => UV
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ABF++ [Sheffer et al. 2005]

ABF ABF++
e Solver: e Solver:
— Newton — Gauss-Newton

* At each step solve * Allows drastic system simplification

4 B Diagonaly
B’ oj

V?FS =-VF V’F = (

e Conversion e Conversion:

— Triangle unfolding — LSCM (a;. as target angles)
* accumulates error * allow less accurate solution

® [Zayer et al. 2003]: Mais restrigoes para garantir

bordo convexo (bijecao global




ABF / ABF++: Resultados

Bull (33K A) 11 [ 106 [ 3
Camel (SOK A) 55 485 N
Horse (100K A) | 85 3150 | 15
[sis (400K A) 335 NA 58
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Segmentagao

® Parametrizagao plana: Superficies com topologia de disco

® Segmentacao necessaria para superficies fechadas ou
com genero mais alto

® Recomendada para reduzir distorgao em superficies
complexas

Texture Atlas Seam cutting
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Segmentagao

® Obijetivos:
® Simplificar topologia
® PBaixar distorcao
® Poucos segmentos

® Borda pequena

Large Charts Low Distortion
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Segmentagao com geragao
de atlas

® Segmentacao em planos

Chart growing / reseeding

gy 8 ® Restrigao a planos € muito
Sander et al., 2003 forte g &

~ , . Zhou et al., 2004
® Segmentagao em superficies

regradas
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Atlas Packing

® Unir todas as parametrizagoes em um unico dominio

® Dominio deve ser o mais compacto possivel (NP-hard)

® Tetris algorithm [Levy, 2002]: Introduzir um por um
com o melhor encaixe possivel na frente.

!
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Segmentagao em um unico
chart: Seam Cutting

e Obijetivo:

® Promover cortes menores sem dividir
em segmentos

Sheffer & Hart 2002

® Reduzir o genero

° /|:Menor corte do ponto de
maior distorcao ate a borda

° : Seamster algorithm:
define uma metrica de visibilidade e corta
pela parte menos visivel da superficie.

x L/ \\Lf “ \\LJ/
| 3 \ \I 3 \ | 3
S o S

'_. :
S i\ Gu et
al. 2002

T
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Comparagao dos Metodos
Planos

® Obijetivos:

® Minimizar distorgao (isometrias)

® Otimizacao global (bordo natural)

LX) ~ o N\ ° ~ ')V‘,'
® Bijegao (triangulos sem sobreposicao) A
2N K

AN

"pwm S5

SRR
“hﬂ&:&:ﬁﬁs

SN\ et

® Performance (métodos lineares)
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Compar acao

dos Metodos Planos

Bordo fixo com peso uniforme

Bordo fixo com coordenadas
harmonicas discretas

Bordo fixo com valor medio

LSCM (Metodo conforme)
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Comparacgao dos Metodos Planos
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Sinopse dos metodos
planares

® Metodos lineares
® Valor Medio (bordo fixo) e conformes (bordo livre)
® Metodos nao-lineares
® Possibilitam menos distor¢ao em formas complexas
® ABF++ e stretch
® Problema em comum:

® Segmentagao: descontinuidades nos bordos dos
segmentos x
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Esfera Unitaria

* Global Continuity

— No cross-

Traditional: boundary

Cut & parameterize : ST Parameterize
N discontinuities =
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Esfera Unitaria

® Dividir a malha em dois segmentos

® Mapear cada segmento em um hemisferio
(Tutte modificado e Gauss-Seidel)

® Metodo diverge proximo a solugao bijetiva
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Esfera Unitaria

® Projecao estereografica:

|. Definir um triangulo como bordo da malha
(topologia de disco)

2. Parametrizar a malha no plano

3. Mapear o plano na esfera (projegao
estereografica)

® Parametrizacao conforme

® Nao garante bijecao

® Alta distorgao (de area) nos polos
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Esfera Unitaria

® (Coordenadas baricentricas na esfera:

e Sistema de equagoes quadraticas
* Solugao nao eficiente (nao linear)
Solucao eficiente: [Saba et al. 2005]

|. Dividir a malha em 2 segmentos

2. Parametrizar cada segmento em um
hemisferio (chute inicial)

3. Solucao final: Gauss-Seidel + otimizacao nao-
linear
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Esfera Unitaria

Coarse to fine Embedding
[Shapiro & Tal:98; Praun & Hoppe:03]

* Simplify model till convex & trivially embed

— can be embedded on sphere with no flips
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Esfera Unitaria

Coarse to fine Embedding
[Shapiro & Tal:98; Praun & Hoppe:03]

niroauce ve Dy-0Nne

— Find optimal location

— Perform /ocal smoothing [Praun & Hoppe:03]

* Works well in practice

— Validity guaranteed

— Fairly time consuming to get good result
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Esfera Unitaria: Sumario

(d) [Saba et al., 2005

® Gauss Seidel / Projegao Ortografica:
® Simples e eficiente

® Nao bijetiva

® (Coordenadas Baricentricas na esfera:

® FElegante e bijetiva

® Solver complicado
® C(Coarse-to-fine:
® Bijecao garantida

® trade-off: distorcao / velocidade

(¢) [Praun and Hoppe 2003]
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Parametrizacao Global

® Resolve o problema de descontinuidade entre segmentos

® Obijetivo:

® (Garantir transicao suave entre segmentos
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Parametrizacao Global

o MAPS

|. Segmentar
2. Parametrizar

3. Reamostrar (fungao de transigao)

L W
\ B Y
#‘- ':\ 5 ! l':*‘-?-_,"' y
N '-.\ L 1'.*‘-:*_'"—?
1-{\. RO
L#\};\\ ) WA l.‘l,_#;‘r'
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Parametrizacao Global

® Complexos simpliciais
® Conectividade de uma malha (V, E, F)
® Abordagem mais simples:

|. Obter o complexo por simplificagao da malha,
guardando as correspondéncias entre vertices
da malha e as faces da malha simplificada

2. Calcular coordenadas baricentricas dos
vertices da malha usando seu respectivo

simplexo.
Alternativa: Usar fungoes de transicao para 7

garantir continuidade entre simplexos.
(Relaxagao e coordenadas baricentricas de
simplexos vizinhos)
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Homologia e co-homologia

. : Parametrizacao global conforme em superficies de
genero arbitrario com poucos pontos singulares

|. Calcular uma base de homologia (Erickson’s method)

2. Deduzir uma base de co-homologia (campos vetoriais)

3. Extrair desta base um par de |-formas harmonicas conjugadas
e (Cada classe de co-homologia contém uma unica |-forma harménica

e Funcoes harmonicas => conformidade

4. Integrar as |-formas (du, dv) para encontrar a parametrizagao

(U,v)
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Metodos espectrais

® Operador de Laplace-Beltrami e autofungoes

\/@8%

A = div grad = dd = Z

T

Af = \f

autofuncoes
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Metodos espectrais

A. Calcular uma autofuncao f
B. Extrair o complexo de Morse de f

C. Suavizar

D. Particionar a malha em quads
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