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Definição do problema
• Dada uma superfície S em R3 e um domínio 

D, encontrar F: D ↔ S (bijeção)
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Aplicações em CG
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Exemplo: Parametrização 
do cilindro

!! ""

!! ""

!! ""
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Parametrizações da 
Terra no plano

Proj.
Ortográfica
~ 500 B.C.

Proj.
Estereográfica

~ 150 B.C.

Proj.
Mercator

1569

Lambert
1569

Conforme
(Preserva ângulos)

Equiareal
(Preserva área)

Conforme + Equiareal ? 
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Distorção

• Teorema Egregium (C. F. Gauß) 

 “Uma superfície qualquer não pode ser parameterizada sem 
distorção.”

•Somente as superfícies com curvatura gaussiana nula admitem 
parametrização isométrica (superfícies regradas).

•Planos
•Cones
•Cilindros
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!! "#$#%&'&$(")*+'(

!! ,-$.#/&(")*+'(

!! ,%#00(1*,2(((((((((((((((#$)-+1(

!! *%#3&().((((((-+1&$(

!! ,4#"&().(

5(

.(657(

O que é Distorção?
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Linearização

!! "#$%&'#()%*)

!! +#(,-(+)./#(-)#+)

!! 0#1/%2)-3.#(4'%()%*)))

!! *'24+)%25-2)#..2%3'6#+'%()%*))
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Análise da Jacobiana

!! "#$%&'()*+('&,*-,./01/2#3#/$*4"+-5*/6*

*7#38*)/3(3#/$2*******************($9*

*($9*2.(',*6(.3/)2*42#$%&'()*:('&,25 
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Noções de Distorção
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Calculando distorção pela 1 
Forma Fundamental

!! "#$%&'"()*+,-)&+.'"/$,'

!! -#0-)1+.(-%'/"''

!! %#)0(.+$'1+.(-%'/"''

' ' ' ' '+)*'
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Parametrização de 
Malhas

• Parametrização inversa em malhas de triângulos

R I 
3 

R I 
2 

u 

v 

Pi 

ui ,vi 

Object space (3D) Texture space (2D) 
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Parametrização de 
Malhas

• Jacobiana constante em cada triângulo

• Definir base ortonormal (X,Y) em cada triângulo 

X
 

Y
 

u 

v 
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• Gradiente

• Jacobiana

Parametrização de 
Malhas
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Classificação dos Métodos 
de Parametrização

✦ Bordo fixo

✦ Bordo livre com análise de Deformação

• Valores singulares (eixos da elipse de 
anisotropia)

• Análise complexa (aplicações conformes)

✦ Bordo livre com ângulos espaciais

✦ Métodos baseados em outros domínios 
paramétricos

✦ Parametrizações Globais
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Mapeamentos baricêntricos 
(Tutte, 1960)

!! "#$%&'#(#)*#+(,-(+$"./*+(

!! 0.1(,23/)&"-(4#"5.'#+(

!! "#%&1&5.2/($"2'#++(

!! #/#"*-(20(+$"./*(,#56##/((((((&/)((((((7(

–! +$"./*('2/+5&/5(

–! +$"./*(%#/*58(

!! 525&%(#/#"*-(

quarta-feira, 10 de setembro de 2008



Minimização
!! "#$%&"'&()%&$"*%+(

!! (((,+(#%"-./'0&+((

!! ')%&122(+3&"#-(%#%&-4(

!! 31&$"12(5%&")1$")%(
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Minimização
!! "#$#"%"&'(&)*+#$,&-$-+,.&

&('+&/00&#$1-+#'+&*'#$1)&

!! &&&&#)&/&2'$3-4&2'"5#$/1#'$&'(&#1)&$-#,65'+)&

&7#16&7-#,61)&
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Sistema Linear

!! "#$%&%'()*+),+-%&(%./#"+

+0*1*)2*+$%&%3#'#&+$)(*'"+++++++++++++++++++,(4#5+

!! /(*#%&+"6"'#3+
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Sistema Linear

!! "#$%&'"(")&*')+,-&'

'.#/''''012''''-##/2,10)&"'#.',1)&/,#/'30/0*&)&/'3#,1)"'

!! *0)/,4''''',"'

–! "30/"&'

–! 2,05#10$$('2#*,101)'

–! 1#1",156$0/'

'0"'$#15'0"'0$$'
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Escolha dos pesos

!! "#$%&'()*+'$#,)-&#*./#.*)01"..23)45678)

–! ))))))))))))))3)

!! -9&':/;)*+'$#,)-&#*./#.*)0<'2$#2')=)>&'(/##3)455?8)

–! ))))))))))))))))))))))))3)

!! #&);$#2/')'2+'&:"-.$&#)

–! +;/#/')(2*92*)/'2):$*.&'.2:)

quarta-feira, 10 de setembro de 2008



Coordenadas 
baricêntricas

!! "#$$%"&'''''("')'$*)+),'-&".'

!! "$&/(01'2&(3.4"'''''''"#/.'4.)4'

!! 5),1/&+4,(/'/%%,6(+)4&"'%0'

!! 4.&+'"%*7(+3'

',&$,%6#/&"'
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Coordenadas 
baricêntricas

!! "#$%&'()&&*$++(,-.#/)&*012345*

!! ,-&$()/)*%#(6+.-$*$++(,-.#/)&*

!! 6)#.*7#89)*$++(,-.#/)&*0:8+#/)(;*<==>5*
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Bijetividade e 
estabilidade

!! "#$%&#'()*+"#)+,(-./0'(+1##)%0,./(*+

–! .""0,(+1#230,./0#,*++++++++++++++++++++++++++++++4+

!! ,52()01.$$6+5,*/.3$(+0"++

!! 2(.,+'.$5(+1##)%0,./(*+-5.).,/((%+/#+3(+7#*0/0'(+

8.19*7)(**+ %0*1)(/(+9.)2#,01+ 2(.,+'.$5(+
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Fixando o Bordo

!! "#$%&'()*'%'+,-,%./'-.$0)'%$10&)"$02,3)4#'*,)

–!5.%"(,6)%,"-'07(,)

–! 82$.&.07)&.4-$%-.$09)817+,0-,&)2.%-1'():$10&'%;)<=,,),-)

'(>6)?@@?A)

!! *%$B,"-.$0).0-$)(,'4-)4C1'%,4)*('0,)

–!+';)(,'&)-$):$10&'%;)D$(&E$2,%4)
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Resumo

• Eficientes: Solução linear

• Bijetividade: Uniforme e Mean-Value

• Estabilidade: Harmônica e Mean-Value

• Distorção: Depende da complexidade do 
bordo da superfície.
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Métodos analíticos com 
bordo livre

• Por que usar bordo livre?

Bordo fixo: Distorção Bordo livre:  Menos distorção
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Métodos Analíticos

• Princípios gerais

1. Definir uma energia F em função de J, I, λ1, λ2 

2. Escrever F em função das incógnitas ui e vi. 

3. Encontrar os ui e vi que minimizam F.
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Green-Lagrange 
Deformation Tensor

• Intuição: Uma isometria tem tensor 
métrico identidade: λ1=λ2=1 

• Objetivo: Minimizar 

• Em superfícies trianguladas:
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MIPS (Mostly Isometric 
Parameterization of Surfaces) 

[Hormann et. al]
• Princípios:

• Minimizar deformação

• Invariância por similaridades (rotação e escala)

• Punir triângulos degenerados

• Objetivo: Minimizar σ1/σ2
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MIPS - Simplificação

2-norma das matrizes A,  
A-1 dos valores singulares:

Tome a norma de 
Frobenius:
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MIPS - Discretização
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Stretch Minimization 
[Sander et. al]

• Motivação: minimizar a deformação de um sinal 
(i.e. textura) representado no espaço paramétrico 
quando aplicada uma parametrização.

• Deformação direcional: strech

• Stretch médio e máximo:
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Stretch Minimization 
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Combined Energy

• Combinar minimização de deformações de 
área e ângulo
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• Elipse de anisotropia é um círculo

• Matriz Jacobiana é uma rotação e uma escala 
(similaridade)

Métodos Conformes

u 

v 

x 

y 

! u 

! x 
= 

! v 

! y 

! u 

! y 
=  - 

! v 

! x {"Cauchy-Riemann: 
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LSCM (Least Squares Conformal 
Maps) [Levy et al. 2002]

! u 

! x 

! v 

! y 

! u 

! y     - 

! v 

! x 

• Superfícies em geral não admitem 
parametrização conforme

• Minimizar energia conforme
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DNCP [Desbrun et al. 2002]
• Encontrar uma aplicação conforme complexa onde valem 

as equações de Cauchy-Riemann:

Laplaciano:

• Solução: calcular funções harmônicas u e v com bordo 
livre
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Relação entre Métodos 
Conformes

Desbrun LSCM~
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Métodos indiretos

• Métodos anteriores calculam diretamente 
coordenadas UV

• Alternativa:

1. Definir parâmetros que definem a malha 
2D de maneira única;

2. Converter solução encontrada em UV.
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Ângulos espaciais: Angle Based 
Flattening (ABF, ABF++) 
[Sheffer & Sturler 2000]

• Uma malha 2D é unicamente definida por seus 
ângulos a menos de translações e rotações

• Otimização:

• Distorção angular em função dos ângulos:
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ABF
• Condições para validade da triangulação plana:

• Solução não linear: Multiplicadores de Lagrange 
(Método de Newton)

quarta-feira, 10 de setembro de 2008



ABF

• Localmente bijetiva

• Lento

• Instabilidade na conversão ângulos => UV
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ABF++ [Sheffer et al. 2005]

• [Zayer et al. 2003]: Mais restrições para garantir 
bordo convexo (bijeção global) 
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ABF / ABF++: Resultados
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Segmentação
• Parametrização plana: Superfícies com topologia de disco

• Segmentação necessária para superfícies fechadas ou 
com gênero mais alto

• Recomendada para reduzir distorção em superfícies 
complexas

Seam cutting
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Segmentação
• Objetivos:

• Simplificar topologia

• Baixar distorção

• Poucos segmentos

• Borda pequena
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Segmentação com geração 
de atlas

• [Maillot et al., 1993; Garland et al., 
2001; Sander et al., 2003; Cohen-
Steiner et al., 2004]

• Segmentação em planos

• Chart growing / reseeding

• [Lévy et al., 2002; Zhou et al., 
2004; Julius et al., 2005]

• Restrição a planos é muito 
forte

• Segmentação em superfícies 
regradas

Zhou et al., 2004
Sander et al., 2003

quarta-feira, 10 de setembro de 2008



Atlas Packing
• Unir todas as parametrizações em um único domínio

• Domínio deve ser o mais compacto possível (NP-hard)

• Tetris algorithm [Lévy, 2002]: Introduzir um por um 
com o melhor encaixe possível na frente.
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Segmentação em um único 
chart: Seam Cutting

• Objetivo: 

• Promover cortes menores sem dividir 
em segmentos

• Reduzir o gênero

• [Gu et al. 2002]: Menor corte do ponto de 
maior distorção até a borda

• [Sheffer & Hart 2002]: Seamster algorithm: 
define uma métrica de visibilidade e corta 
pela parte menos visível da superfície.

Gu et 
al. 2002
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Comparação dos Métodos 
Planos

• Objetivos:

• Minimizar distorção (isometrias)

• Otimização global (bordo natural)

• Bijeção (triângulos sem sobreposição)

• Performance (métodos lineares)
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Comparação dos Métodos Planos

Bordo fixo com peso uniforme

Bordo fixo com coordenadas 
harmônicas discretas

Bordo fixo com valor médio

LSCM (Método conforme)

Lineares
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Comparação dos Métodos Planos

MIPS

ABF++Stretch

Não-Lineares
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Sinopse dos métodos 
planares

• Métodos lineares

• Valor Médio (bordo fixo) e conformes (bordo livre)

• Métodos não-lineares

• Possibilitam menos distorção em formas complexas

• ABF++ e stretch

• Problema em comum:

• Segmentação: descontinuidades nos bordos dos 
segmentos
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Esfera Unitária
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Esfera Unitária

• [Isenburg et al. 2001]

• Dividir a malha em dois segmentos

• Mapear cada segmento em um hemisfério 
(Tutte modificado e Gauss-Seidel)

• Método diverge próximo a solução bijetiva

quarta-feira, 10 de setembro de 2008



Esfera Unitária
• Projeção estereográfica: [Haker et al. 2000]

1. Definir um triângulo como bordo da malha 
(topologia de disco)

2. Parametrizar a malha no plano

3. Mapear o plano na esfera (projeção 
estereográfica)

• Parametrização conforme

• Não garante bijeção

• Alta distorção (de área) nos pólos
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Esfera Unitária
• Coordenadas baricêntricas na esfera: [Gotsman et 

al. 2000]

• Sistema de equações quadráticas

• Solução não eficiente (não linear)

• Solução eficiente: [Saba et al. 2005]

1. Dividir a malha em 2 segmentos [Isenburg et 
al. 2001]

2. Parametrizar cada segmento em um 
hemisfério (chute inicial) [Haker et al. 2000]

3. Solução final: Gauss-Seidel + otimização não-
linear
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Esfera Unitária
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Esfera Unitária
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Esfera Unitária: Sumário
• Gauss Seidel / Projeção Ortográfica:

• Simples e eficiente

• Não bijetiva

• Coordenadas Baricêntricas na esfera:

• Elegante e bijetiva

• Solver complicado

• Coarse-to-fine:

• Bijeção garantida

• trade-off: distorção / velocidade
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Parametrização Global
• Resolve o problema de descontinuidade entre segmentos

• Objetivo:

• Garantir transição suave entre segmentos
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Parametrização Global
• MAPS [Lee et al. 1998]

1. Segmentar

2. Parametrizar

3. Reamostrar (função de transição) [Khodakovsky 
et al. 2003]
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 Parametrização Global
• Complexos simpliciais

• Conectividade de uma malha (V, E, F)

• Abordagem mais simples:

1. Obter o complexo por simplificação da malha, 
guardando as correspondências entre vértices 
da malha e as faces da malha simplificada

2. Calcular coordenadas baricêntricas dos 
vértices da malha usando seu respectivo 
simplexo. 
Alternativa: Usar funções de transição para 
garantir continuidade entre simplexos. 
(Relaxação e coordenadas baricêntricas de 
simplexos vizinhos)
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Homologia e co-homologia
• [Gu and Yau, 2003]: Parametrização global conforme em superfícies de 

gênero arbitrário com poucos pontos singulares

1. Calcular uma base de homologia (Erickson’s method)

2. Deduzir uma base de co-homologia (campos vetoriais)

3. Extrair desta base um par de 1-formas harmônicas conjugadas

• Cada classe de co-homologia contém uma única 1-forma harmônica

• Funções harmônicas => conformidade

4. Integrar as 1-formas (du, dv) para encontrar a parametrização  
(u,v)
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Métodos espectrais
• Operador de Laplace-Beltrami e autofunções

autofunções
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Métodos espectrais
• [Dong et al. 2005]

A. Calcular uma autofunção f

B. Extrair o complexo de Morse de f

C. Suavizar

D. Particionar a malha em quads
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